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Centro de Investigación y Estudios de Posgrado
Posgrado en Ingenieŕıa Eĺectrica
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2.1.8. Parámetros para los convertidores de potencia . . . . . . . . . . . . 32

2.2. Clases de inversores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.3. Diseño y sintonización del filtro de acoplamiento . . . . . . . . . . . . 34

2.3.1. Caracterización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.3.2. Transformada directa e inversa de Laplace . . . . . . . . . . . . . . 35
2.3.3. Función de transferencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.3.4. Polos y ceros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.3.5. Diagrama de Bode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

XIII



2.3.6. Respuesta en frecuencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.3.7. Aproximación de Butterworth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.3.8. Procedimiento de diseño y sintonización . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.3.8.1. Filtro-LC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.3.8.2. Filtro-L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.3.8.3. Filtro-LCL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
2.3.8.4. Tabla de resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

2.4. Determinación del modelo matemático . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2.4.1. Procedimiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.4.1.1. Inversor formador de red . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.4.1.2. Inversor alimentador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
2.4.1.3. Inversor de soporte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.4.1.4. Tabla de resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

2.4.2. Validación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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6.2. Controlador para múltiples agentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
6.2.1. Desconexión de la red de suministro . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
6.2.2. Micro-cortes en la red de suministro . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
6.2.3. Sincronización del comportamiento de estados con K2 6= 0 . . . . . 145
6.2.4. Sincronización del comportamiento de estados con K2 = 0 . . . . . 146

7. Conclusiones 149
7.1. Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
7.2. Trabajo a futuro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

A. Ecuación de Euler-Lagrange 153
A.1. Partiendo del principio de d’Alambert . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
A.2. Partiendo del principio de Hamilton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

B. Anexo de bloques: Simulación y resultados 157
B.1. Bloques para la modulación unipolar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
B.2. Bloques para el controlador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

XV





Acrónimos y śımbolos
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{·}i Índice para los elementos de x o los renglones de A
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N Matriz de los eigenvectores ortogonales de una matriz simétrica para la
descomposición espectral

G = (V ,E ) Grafo
Nx Conjunto de vecindad del nodo vx
V Conjunto de nodos de un grafo
vx Nodo en un grafo
E Conjunto de arcos de un grafo
ey Arco en un grafo
d Distancia entre dos nodos conectados cualesquiera en un grafo
dmáx Diámetro de un grafo
di(vx) Grafo de entrada del nodo vx
do(vx) Grafo de salida del nodo vx
L Matriz laplaciana
l ij Elemento de la matriz laplaciana
G Matriz de grado
g ij Elemento de la matriz de grado
L Matriz de adyacencia
aij Elemento de la matriz de adyacencia
K Matriz de incidencia
kij Elemento de la matriz de incidencia
ξ Fuerza de interacción en un acoplamiento difuso
$ Ponderación de la interconexión
ε Error de seguimiento
ε Error de sincronización
V (t,x) Denota la función candidata o función de Lyapunov
U(t,x) Denota una función auxiliar
x0 Punto de equilibrio del sistema dinámico en (3.1)
x(t;x0, t0) Trayectoria del sistema dinámico en (3.1) para un x0 dado
V (t,x) Denota la función candidata evaluada en la trayectoria x(t;x0, t0)
V̇ (t, ẋ) Denota la derivada en el tiempo de la función candidata
δx Desplazamiento virtual

Forma diferencial tangencial lineal
‖δx‖2 Longitud de separación cuadrada
δxᵀδx Forma cuadrática tangencial asociada
ϑ(x0, η) Vecindad centrada en x0 de radio η
F(t,x) Jacobiano
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Wsim Parte simétrica de una matriz cuadrada W
Want Parte antisimétrica de una matriz cuadrada W
Θ(t,x) Matriz cuadrada de transformación a coordenadas diferenciales δw
Υ(t,x) Métrica en coordenadas diferenciales δw
ς = ˙̃x+ γx̃ Variable compuesta para describir una superficie deslizante
γ Ganancia asociada a la posición en la variable compuesta ς
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6.1. Parámetros para las diferentes simulaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

XXVII





Caṕıtulo 1

Introducción

En ingenieŕıa eléctrica, una rama que ha tenido una contribución muy importante en los
últimos años es la electrónica de potencia. La electrónica de potencia ha permitido construir
topoloǵıas que emplean el principio de “conmutación” para modificar la forma de transmisión
y la forma de utilización de la enerǵıa eléctrica. Esto se debe principalmente a la aparición
de los dispositivos semiconductores de estado sólido en el S. XX [1, p. 5-6] y que continúa en
desarrollo al d́ıa de hoy.

Los convertidores de potencia son dispositivos electrónicos que acondicionan la enerǵıa
eléctrica [2, p. 1-2] y generalmente se localizan entre la fuente de alimentación y la carga de
consumo. Su utilización han permitido introducir nuevamente un esquema de transmisión
eléctrica en corriente directa (DC, del ı́ngles “direct current”) en comparación al esquema de
transmisión eléctrica convencional en corriente alterna (AC, del inglés “alterning current”)
que se utiliza por omisión hoy en d́ıa. Adicionalmente, permiten modificar los parámetros que
caracterizan a la enerǵıa eléctrica, por ejemplo, en términos de amplitud y rizo para señales en
corriente directa DC, y en términos de amplitud, armónicas, fase y frecuencia para señales
en corriente alterna AC; entre otras aplicaciones como mitigación de armónicas [3, p. 1-2] y
control del flujo de potencia [4, p. 15, 17-19].

El rectificador convierte enerǵıa eléctrica en corriente alterna a corriente directa (AC→DC),
mientras que el inversor convierte enerǵıa eléctrica en corriente directa a corriente alterna
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(DC→AC). De igual forma, existen convertidores que mantienen la forma de suministrar la
enerǵıa eléctrica pero modifican los parámetros que la caracterizan [2, p. 2].

Los convertidores de potencia se pueden conectar en cascada para cumplir diferentes propósitos
[5, p. 13], por ejemplo: un sistema de generación fotovoltaico puede interconectarse a un sistema
de potencia utilizando un convertidor elevador en cascada con un inversor [6, p. 10]. La
primera etapa es responsable de incrementar la tensión en corriente directa DC que produce
el conjunto de paneles solares mientras que la segunda etapa es responsable de modificar la
forma de suministrar la enerǵıa en corriente alterna AC hacia la red de distribución.

La generación distribuida o DG ha tenido un crecimiento importante en los últimos años
[5, p. 2] dado que, en lugar de emplear una central eléctrica de gran capacidad de generación
energética y largas ĺıneas de transmisión para alimentar un sector, existen múltiples puntos
de baja capacidad de generación energética distribuidos dentro de dicho sector o DERs que
buscan emplear fuentes de enerǵıa alternas que tienen un impacto ambiental mucho menor,
entre las que destacan la generación eólica y la generación fotovoltaica, donde impĺıcitamente
es necesario utilizar un convertidor de potencia como interfaz entre el recurso de generación y
el sistema de potencia.

El concepto de microrred eléctrica o red inteligente cambia por completo el paradigma
del sistema de potencia ya que incorpora los recursos de generación distribuida o DERs,
adicionalmente, puede emplear algoritmos de control para la regulación de los parámetros
asociados a la calidad de la enerǵıa y corrección de fallas [6, p. 13-18] de forma local. Entre
otras cualidades, la microrred eléctrica o red inteligente puede operar de forma aislada del
sistema de potencia en caso de que se presenten problemas en la red de suministro a fin de
proteger las cargas de consumo sin la interrupción del servicio. En la actualidad, se desea
integrar este concepto al esquema de generación central con largas ĺıneas de transmisión.

El hecho de que incorporan recursos de generación distribuida o DERs que utilizan un
convertidor de potencia como interfaz de interconexión, se facilita la implementación de
algoritmos de control, dado que, un convertidor de potencia puede emplearse como un actuador
capaz de cubrir algún objetivo de control como la estabilización y/o regulación de párametros,
el seguimiento de una trayectoria deseada, la corrección de fallas, entre otras tareas particulares
en un sistema de potencia.
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La ingenieŕıa de control ha tenido una contribución muy importante en sistemas eléctricos,
especialmente ahora que se tiene una visión de integrar el esquema de generación distribuida
DG al esquema de generación centralizado CG [5, p. 2][6, p. 1]. Esto se debe principalmente a
que los algoritmos de control se pueden introducir en cualquier recurso de enerǵıa distribuida
DERs a diferencia de que antes depend́ıa únicamente de unos cuantos recursos de enerǵıa
centralizada CERs. Sin mencionar que es necesario desarrollar e implementar algoritmos de
control para lograr una apropiada transición al nuevo paradigma de los sistemas de potencia
debido a la presencia de una mayor cantidad de fuentes de alimentación.

Existen múltiples técnicas de control automático y la que se utilice depende, en principio, del
objetivo de control. De igual forma, depende de la complejidad del modelo matemático y a su
vez de si es invariante en el tiempo (que depende únicamente de sus estados, menos complejo)
o de si es variante en el tiempo (que depende de sus estados y el tiempo, más complejo). Las
técnicas de control pueden clasificarse en dos categoŕıas de acuerdo a la complejidad del modelo
matemático:

• El control lineal [7, p. 1-4], que emplea herramientas como la función de transferencia
y la álgebra lineal.

• El control no lineal, esencialmente emplea el Criterio de estabilidad de Lapunov
(en honor a A. M. Lyapunov) [8, p. 111-112] entre otras herramientas según sea el caso.

Dependiendo de la implementación del controlador puede ser necesario discretizar el modelo
matemático y utilizar la técnica de control automático equivalente para el tiempo discreto, por
ejemplo, cuando se utiliza un microcontrolador u ordenador, o inclusive cuando se utiliza un
procesador de señales. Ahora, considerando el objetivo de control que se desea alcanzar, existe
una gran cantidad de técnicas de control automático y para ejemplificar, se mencionan algunas
de ellas a continuación:

• El control robusto lidia con la incertidumbre en los parámetros del sistema dinámico
para el diseño del controlador.

• El control adaptivo utiliza un proceso de identificación de los parámetros del sistema
dinámico en ĺınea modificando las ganancias del controlador para aumentar su robustez.

• El control inteligente utiliza aproximaciones por computadora mediante redes neuronales,
lógica difusa, aprendizaje automático, algoritmos genéticos, etcétera.
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• El control cooperativo alcanza el consensus o la sincronización del comportamiento
dinámico de múltiples agentes (sistemas dinámicos simples) en un sistema dinámico complejo.

Para seleccionar una técnica de control automático es necesario identificar el objetivo de control
que se desea alcanzar. Frecuentemente en los sistemas de potencia el objetivo de control consiste
en mitigar los fenómenos que afectan la calidad de la enerǵıa; por ejemplo, para el caso de
suministro de enerǵıa en corriente alterna AC [3, p. 5-12] se tiene:

• Considerando las variaciones de la tensión, los swell y los sag consisten en un aumento y
en una disminución muy rápida de la amplitud de la tensión, respectivamente; estas variaciones
también pueden presentarse lentamente, sin embargo, en caso de ser aśı, quedan propiamente
fuera de esta clasificación.

• De igual forma, las interrupciones en la señal se clasifican de acuerdo a su duración,
es decir, para periodos muy largos cuando la señal mantiene una amplitud cero de forma
constante se denomina interruption mientras que cuando se presenta una serie de microcortes
que se reflejan en una pequeña y momentánea cáıda de tensión se denomina notching.

• En cuanto al comportamiento en frecuencia de la señal, puede presentarse distorsión
armónica a través de componentes armónicas de orden entero bien identificadas y/o ruido a
través de componentes armónicas de alta frecuencia, de orden desconocido y generalmente no
entero.

• Entre otros fenómenos, como la presencia de impulsos en la señal llamados transients o
parpadeo oscilatorio de la señal conocido como flickering.

Estos fenómenos aparecen por diferentes causas, debido probablemente al proceso de generación
de la enerǵıa eléctrica hasta las condiciones climatoloǵıas a lo largo de la ĺınea de transmisión,
también pueden aparecer debido a la caracterización de la carga de consumo o a la presencia
de interferencia electromagnética.

Complementar el uso de convertidores de potencia con el control automático permite mantener,
de forma activa, los parámetros asociados a la calidad de la enerǵıa y, ante la presencia de los
fenómenos que se mencionaron anteriormente, compensar o mitigar el efecto que tienen en la
enerǵıa eléctrica, desde su generación hasta su consumo.
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1.1 Estado del arte

El inversor es un convertidor de potencia que transfiere enerǵıa de una fuente de alimentación
en corriente directa DC a una carga de consumo en corriente alterna AC [2, p. 331]. La topoloǵıa
del circuito electrónico de un inversor es idéntica a la de un rectificador de puente completo,
pero en lugar de emplear dispositivos semiconductores no controlados o semi-controlados (un
arreglo de diodos o un arreglo de rectificadores controlados de silicio respectivamente) se emplea
una clase que si permita controlar el estado de conmutación.

Considérese la topoloǵıa del circuito electrónico del inversor que se muestra en la Figura 1.1
y los estados de conmutación en la Tabla 1.1 más adelante [2, p. 331-332]:

Figura 1.1
Topoloǵıa del circuito electrónico de un inversor

En el bloque de la izquierda se observan cuatro formas distintas para suministrar enerǵıa en
corriente directa DC. Dependiendo de la fuente de alimentación que se utilice, existen algunas
consideraciones particulares que es necesario prever para determinar el modelo matemático y
para conocer el comportamiento dinámico del inversor según sea el caso.
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Por ejemplo, el convertidor back-to-back se construye interconectando un rectificador en
cascada con un inversor [4] de tal forma que la fuente de alimentación del inversor es
la salida del rectificador RT donde se percibe en terminales una señal de tensión en corriente
directa. Para el presente trabajo de tesis cabe mencionar que se emplea una fuente ideal ID
que permite integrar la fuente de alimentación y la topoloǵıa de los interruptores formando
una fuente de tensión dependiente (de una señal de control) equivalente. En cuanto a las
otras dos formas restantes de la Figura 1.1; en el sistema de almacenamiento por bateŕıas
BT (del inglés, Batery Energy Storage System o BESS) es necesario que el comportamiento
del convertidor de potencia sea bidireccional de tal forma que opere como rectificador o inversor
según sea la polaridad de la señal de tensión y la dirección de la señal de corriente [9, p. 200],
mientras que en el sistema de generación fotovoltaico PV es necesario integrar un regulador
para el seguimiento del punto máximo de potencia (del inglés, Maximum Power Point Tracker
o MPPT)[9, p. 475-476] ya que la cantidad de enerǵıa producida por un panel solar depende
de la temperatura del entorno y de la irradiancia solar.

En el bloque de la derecha se observa la topoloǵıa de los interruptores del inversor. Como se
mencionó anteriormente este arreglo es idéntico al que se puede encontrar en un rectificador de
puente completo pero, controlando apropiadamente la secuencia de conmutación, es posible
emplearlo como un inversor monofásico.

En la Figura 1.1 se utiliza una representación del interruptor ideal unipolar de un tiro [10] (del
ingles, Single-Pole Single-Throw o SPST), sin embargo, en la realidad se emplean dispositivos
semiconductores de estado sólido controlados seleccionados a partir de la potencia de operación
y la velocidad de conmutación.

Existen dos clases de dispositivos semiconductores que pueden emplearse en la construcción de
un inversor [11]: Los tiristores solo cuentan con dos estados, el “apagado” y el “encendido”, este
último estado se produce cuando se aplica corriente eléctrica en alguna de sus terminales; Por
otro lado, los transistores responden cuando se aplica tensión eléctrica en la compuerta (gate)
y puede cambiar de un estado a otro de forma suave o permanecer en un punto intermedio
como una resistencia interna variable.

En la construcción de un inversor popularmente se emplea como dispositivos semiconductores
de estado sólido controlados los MOSFET (Metal-Oxide Switching Field Effect Transistor) o
los IGBT (Insulated Gate Bipolar Transistor), ambos de la familia de transistores [12]. Los
MOSFET pueden conmutar a una velocidad superior mientras que los IGBT son capaces
de soportar una tensión eléctrica mayor y conducir una corriente eléctrica de gran magnitud.
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Como su nombre lo indica, los dispositivos semiconductores están fabricados a partir de esta
clase de materiales, en esencia, silicio (Si) dopado con arsénico (As) o fósforo (P) para el tipo-N
y silicio (Si) dopado con aluminio (Al) o galio (Ga) para el tipo-P, sin embargo, han emergido
nuevas tecnoloǵıas en la fabricación de materiales más nobles para este tipo de aplicaciones
como el carburo de silicio (SiC) y el nitruro de galio (GaN).

Tabla 1.1
Estados de conmutación

En la Tabla 1.1 se describen los diferentes casos para el estado de los interruptores, los dos
primeros son los más importantes a considerar:

1. Cuando TA
(1+) y TA

(2−) están cerrados donde vo(t) = +ViDC .

2. Cuando TA
(1−) y TA

(2+) están cerrados donde vo(t) = −ViDC .

3. Cuando TA
(1+) y TA

(2+) están cerrados donde vo(t) = 0.

4. Cuando TA
(1−) y TA

(2−) están cerrados donde vo(t) = 0.

Si se utiliza apropiadamente cada uno de los escenarios que se enumeran anteriormente en
combinación con una señal de control para la conmutación interruptores, se genera una señal
alternante que se asemeja a la señal que emplea en un esquema de suministro de enerǵıa en
corriente alterna AC como se muestra en los incisos a) y en b) de la Figura 1.1.

En cuánto a los escenarios restantes donde no se especifica algún valor para vo(t), se consideran
no son deseables ya que producen un cortocircuito en cualquiera de las dos ramas.

7
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Figura 1.2
El convertidor de potencia bidireccional

Para comprender el funcionamiento de un convertidor de potencia bidireccional es útil retomar
el ejemplo de la Figura 1.1 donde el sistema de almacenamiento por bateŕıas BT es utilizado
como fuente de alimentación de tal forma que el convertidor de potencia debe de tener la
capacidad de operar como inversor a la hora de suministrar enerǵıa para alimentar la carga o
como rectificador a la hora absorber enerǵıa para cargar el banco como se explicó anteriormente.
Este comportamiento se puede visualizar en la Figura 1.2 [9, p. 202] donde es importante
tener en consideración la polaridad de la tensión vo y la dirección de la corriente io para obtener
cada uno de los escenarios de operación:

I De 0.00 a 0.25 [seg] se tiene que vo > 0 y io > 0 tal que opera como inversor.

II De 0.25 a 0.50 [seg] se tiene que vo > 0 y io < 0 tal que opera como rectificador.
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III De 0.50 a 0.75 [seg] se tiene que vo < 0 y io < 0 tal que opera como inversor.

IV De 0.75 a 1.00 [seg] se tiene que vo < 0 y io > 0 tal que opera como rectificador.

Aunque se conoce el funcionamiento del convertidor de potencia bidireccional, de ahora en
adelante únicamente se tendrá en consideración el escenario tal que opera como inversor (es
decir, dentro de los cuadrantes: I y III). Para lograr la transferencia de enerǵıa desde la fuente
de alimentación hacia la carga de consumo es necesario coordinar el comportamiento de los
interruptores de estado sólido empleando las combinaciones apropiadas que se observan en la
Tabla 1.1.

En comunicaciones, espećıficamente en el área orientada al procesamiento de señales, la modu-
lación es una técnica que permite producir una variación caracteŕıstica de una señal moduladora
a través de una señal portadora [13]. En la actualidad, esta técnica se encuentra presente en
nuestro entorno porque se utiliza para transmitir y recibir información en todo momento a
través del espectro electromagnético en un ancho de banda definido que puede seleccionarse
mediante un filtro de señal emulando un canal de comunicación [14]. Independientemente de las
aplicaciones que tiene para la transmisión y recepción de información, la modulación se utiliza
también para generar una señal de control que permita seleccionar el estado de conmutación
para los interruptores de estado sólido en un inversor considerando las combinaciones apropiadas
de la Tabla 1.1.

Existen múltiples técnicas para coordinar los estados de conmutación de un inversor, dos de
ellas se mencionan a continuación [9, p. 200-221]:

• La modulación por ancho de pulsos o PWMs para un inversor de onda cuadrada
es el esquema de conmutación más simple.

Aunque la forma de onda de vo(t) no es sinusoidal como es de esperarse en un esquema de
suministro de enerǵıa en corriente alterna AC, es adecuada para ciertas aplicaciones.

Realizando un análisis a frecuencia fundamental o frecuencia nominal f0 se puede observar que
la tensión máxima en vo(t) está dada por (1.1):

(1.1) (‖vo (t) ‖)f0
= 4ViDC

π

• La modulación por ancho de pulsos sinusoidal o SPWM emplea una señal de
modulación o señal de referencia m(t), generalmente, con una forma de onda sinusoidal, y una

9
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señal portadora p(t) con forma de onda triangular tal que la comparación de ambas señales
permite generar una señal de control u(t) para establecer el comportamiento de la conmutación
de los interruptores con el objetivo de regular la tensión vo(t) a través de la señal de modulación
o señal de referencia m(t).

Existen dos variantes para esta última técnica de modulación y la principal diferencia se puede
observar mediante un análisis en el dominio armónico.

El dominio armónico es una herramienta matemática que permite analizar y describir el
comportamiento de cualquier señal bajo su naturaleza periódica y recurrente [15].

El espectro armónico [16] es una representación donde se puede observar la descomposición de
una señal periódica a través de sus componentes armónicas. Las componentes armónicas de
una señal periódica se extraen utilizando la Serie de Fourier (en honor a J. Fourier) que
permite descomponer una señal compleja en una serie de señales “simples”.

Para determinar la Serie de Fourier de una señal modulada (considere un peŕıodo T = 2π
para simplificar el argumento de las funciones trigonométricas) se utiliza (1.2):

(1.2) F (t) = 1
2 a0 +

∞∑
k=1

(ak cos (kt) + bk sin (kt))

ak = 1
π

∫ 2π

0
f (t) cos (kt) dt(1.2a)

bk = 1
π

∫ 2π

0
f (t) sin (kt) dt(1.2b)

La modulación por ancho de pulsos sinusoidal o SPWM es una técnica de modulación
que se utiliza ampliamente hoy en d́ıa para coordinar los estados de conmutación de un inversor
y para el presente trabajo de tesis no es la excepción. Cabe recalcar que existen dos formas de
implementar esta técnica de modulación como se mencionó anteriormente:

• La técnica de conmutación bipolar.

• La técnica de conmutación unipolar.

Antes de describir las formas para implementar la modulación por ancho de pulsos
sinusoidal o SPWM hay considerar lo siguiente: [2, p. 357-361] [9, p. 211-221]:

10
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• La señal moduladora m(t) generalmente tiene una forma de onda sinusoidal definida por
(1.3) donde ma es ı́ndice de modulación en amplitud; mientras que ωm es la velocidad angular
de la señal moduladora tal que ωm = 2πfm o ωm = 2π

Tm
donde fm es la frecuencia y Tm es el

peŕıodo respectivamente, φ es la fase (desplazamiento en el tiempo).

(1.3) m (t) = ma sin(ωmt+ φ)

• La señal portadora p(t) tiene una forma de onda triangular definida a través de una
función periódica por partes que se muestra en (1.4):

(1.4) p (t) =
4fp (t+ φ)− (1 + 4n) ; para kTp ≤ t < Tp

2 + kTp,

−4fp (t+ φ) + (1 + 4n) ; para Tp
2 + kTp ≤ t < (k + 1)Tp

El dominio y el rango de la señal portadora p(t) es: D : [0,+∞) y R : [−1, 1] respectivamente.
La periodicidad de la señal se define a través de k tal que k ⊂ N := {1, 2, 3, · · · }.

Se denota fp y Tp como la frecuencia y el peŕıodo de la señal portadora respectivamente tal
que fp = 1

Tp
o Tp = 1

fp
, φ es la fase (desplazamiento en el tiempo).

• ma denota el ı́ndice de modulación por amplitud y establece una relación unitaria entre
la amplitud de la señal moduladora m(t) y la señal portadora p(t) tal que:

ma = ‖m (t) ‖∞
‖p (t) ‖∞

(1.5a)

(‖vo (t) ‖∞)fm = maViDC(1.5b)

• mf denota el ı́ndice de modulación en frecuencia y establece una relación entre la
frecuencia de la señal moduladora m(t) y la señal portadora p(t) tal que:

(1.6) mf = fp
fm

= Tm
Tp

• Los interruptores de estado sólido tienen que ser capaces de conducir corriente eléctrica
en ambas direcciones para esta técnica de modulación.

• Cabe señalar que la señal de referencia m(t) no necesariamente tiene una forma de onda
sinusoidal.

11
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En la técnica de modulación bipolar la señal de control oscila entre {−1, 1} donde se utiliza
una señal moduladora m(t) con forma de onda sinusoidal y una señal portadora p(t) con forma
de onda triangular. La coordinación de los interruptores de estado sólido, considerando la
Figura 1.1, se describe en (1.7):

(1.7a)
vo (t) = +ViDC ; para m (t) > p (t)
vo (t) = −ViDC ; para m (t) < p (t)

(1.7b)
TA

(1+) y TA
(2−) están en la posición: CLSE ; para m (t) > p (t)

TA
(1−) y TA

(2+) están en la posición: CLSE ; para m (t) < p (t)

En la técnica de modulación unipolar la señal de control oscila entre {0, 1} donde se utiliza
una señal moduladora m(t) con forma de onda sinusoidal y dos señales portadoras p1(t) y
p2(t) con forma de onda triangular desfasadas [πrad] una de la otra. La coordinación de los
interruptores de estado sólido, considerando la Figura 1.1, se describe en (1.8):

(1.8)

TA
(1+) está en la posición: CLSE ; para m (t) > p1 (t)

TA
(2−) está en la posición: CLSE ; para m (t) > p2 (t)

TA
(1−) está en la posición: CLSE ; para m (t) < p1 (t)

TA
(2+) está en la posición: CLSE ; para m (t) < p2 (t)

Esta técnica de modulación reduce la cantidad de armónicos y permite diseñar un filtro de
acoplamiento bajo una especificación más relajada. La técnica de modulación unipolar
dentro de la modulación por ancho de pulsos sinusoidal o SPWM es la que se utilizará
a lo largo del presente trabajo de tesis.

Considerando el bloque: “Topoloǵıa de los interruptores” de la Figura 1.1, la tensión en las
terminales va y vb oscila entre los valores de {0, 1} o propiamente entre {0,+ViDC} como se indicó
anteriormente. Por lo tanto, la tensión en vo(t) está dada por la expresión vo(t) = va(t)− vb(t)
como en la Figura 1.4.
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Utilizando un ma = 0.75 y un mf = 21, en la Figura 1.3 se observa la implementación de la
técnica de modulación bipolar.

Figura 1.3
La técnica de conmutación bipolar, ma = 0.75 y mf = 21
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Con los mismos parámetros, en la Figura 1.4 se observa la implementación de la técnica de
modulación unipolar.

Figura 1.4
La técnica de conmutación unipolar, ma = 0.75 y mf = 21

14



Caṕıtulo 1. Introducción

Considere que la señal portadora p(t) está sincronizada como se muestra en la Figura 1.3
y en la Figura 1.4, además, seleccionando un ı́ndice de modulación en frecuencia mf impar
para que la señal de control u(t) exhiba una simetŕıa impar. Entonces la Serie de Fourier
de la señal de control u(t) para la conmutación de los interruptores de cualquiera de las dos
formas de modulación puede determinarse analizando cada uno de los pulsos presentes en la
señal mediante (1.9):

(1.9) vo (t) =
∞∑
n=1

Vl sin(nωmt)

Para ello, es necesario determinar el coeficiente de Fourier Vk de cada pulso usando (1.10a) y
después (1.10b) donde i es el número total de pulsos en un peŕıodo T .

Vk = 2
π

∫ T

0
v (t) sin(nωmt) d(ωmt)(1.10a)

Vl =
i∑

k=1
Vk(1.10b)

En primer lugar se muestra el espectro armónico de la técnica de modulación bipolar en la
Figura 1.5, considere que está normalizado a la frecuencia de la señal moduladora fm.

En segundo lugar también observa el espectro armónico de la técnica de modulación unipolar
en la Figura 1.6 donde desaparecen las componentes de orden impar de mffm.

Debido a la presencia de componentes armónicas de alta frecuencia se añade un filtro de
acoplamiento en las terminales de salida del inversor. Cabe señalar que se diseña como un
filtro pasa-bajas o PB de tal manera que las atenúe para conservar únicamente la componente
fundamental fm en la medida de lo posible.

La arquitectura de un inversor se puede abstraer a partir de cuatro bloques con una función
diferente cada uno. En la Figura 1.7 se observa que, además de considerar la fuente de
alimentación y la topoloǵıa de los interruptores, el filtro de acoplamiento y la carga de consumo
también forman parte de la arquitectura del inversor.

Dependiendo de la aplicación a la que está sujeto el inversor, en el método de diseño del filtro
de acoplamiento se puede integrar la carga de consumo como un solo bloque de tal forma que
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Figura 1.5
Espectro armónico de la técnica de conmutación bipolar

Figura 1.6
Espectro armónico de la técnica de conmutación unipolar

en su respuesta en frecuencia se obtenga la curva caracteŕıstica de un filtro pasa-bajas o PB
como ocurre para el presente trabajo de tesis.

Como parte de la estrategia para obtener el modelo matemático, es posible integrar la fuente
de alimentación y la topoloǵıa de los interruptores en un solo bloque (únicamente cuando se
emplea una fuente ideal ID) de tal forma que se obtiene una fuente de tensión controlada
equivalente en como se observa en la Figura 1.8.
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Figura 1.7
Arquitectura de un inversor

Figura 1.8
Fuente de tensión controlada equivalente

En función de la técnica de modulación que se utilice, el śımbolo empleado para la fuente de
tensión controlada equivalente obedece lo siguiente:

(a) La técnica de modulación unipolar.

(b) La técnica de modulación bipolar.
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1.2 Contribución

Recientemente en los sistemas robóticos (sistemas electromecánicos), ante la presencia de
múltiples agentes en un mismo entorno, se desarrolló un esquema de control de agentes
interconectados orientado a la sincronización de los estados entre ellos; adicionalmente y de
forma paralela, el controlador es capaz de realizar la tarea de seguimiento de trayectoria y
la tarea de estimación de parámetros. El modelado matemático de esta clase de sistemas
dinámicos utiliza el principio de variación de las funciones de enerǵıa.

Utilizando esta aproximación, se emplea el mismo esquema de control de agentes interconectados
para un sistema eléctrico o sistema de potencia, propiamente para los convertidores de potencia
instalados en una microrred eléctrica. En él, se garantiza la estabilidad del sistema dinámico y
el alcance de los objetivos de control.

De forma general, el objetivo de control establece que la señal de la tensión eléctrica en el
punto de conexión común o PCCs está definida por la trayectoria deseada.

El controlador para un solo agente que se utiliza en el presente trabajo de tesis está inspirado
en el controlador adaptivo de Slotine; está sintonizado para realizar dos tareas de control en
espećıfico como se muestra a continuación donde se garantiza un comportamiento estable
globalmente y asintóticamente:

1. El seguimiento de una trayectoria deseada q?(t) para establecer el comportamiento de
los estados.

2. La estimación de parámetros desconocidos θ para compensar incertidumbres o pertur-
baciones en el modelo matemático

Dado que el controlador para múltiples agentes es una extensión del controlador para un
solo agente; también goza de los mismos beneficios. Adicionalmente, el controlador para
múltiples agentes considera la tarea de control asociada a la sincronización del comportamiento
de los estados donde se garantiza que:

1. Es estable globalmente y exponencialmente para el caso sin adaptabilidad.

2. Es estable globalmente y asintóticamente para el caso con adaptabilidad.
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1.3 Objetivo general

Proponer un esquema de control de agentes interconectados que permita la sincronización del
comportamiento de los estados entre los convertidores de potencia que están instalados en una
microrred eléctrica para asegurar que la tensión en el punto de conexión común o PCCs
está definida por la trayectoria deseada.

1.4 Objetivos particulares

1. Utilizar el modelado matemático por enerǵıa para los convertidores de potencia instalados
en una microrred eléctrica.

2. Utilizar la teoŕıa de grafos para establecer la interacción que existe entre los convertidores
de potencia.

3. Desarrollar el controlador para un solo agente que sea capaz de completar la tarea de
control para el seguimiento de una trayectoria y la tarea de estimación de parámetros.

4. Complementar el controlador para que, además, sea capaz de garantizar la sincronización
entre los convertidores de potencia instalados en una microrred eléctrica.

5. Simular y validar el controlador.

6. Considerar diferentes escenarios de operación.
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Modelo matemático de los
convertidores de potencia

El modelado matemático consiste en codificar y decodificar la realidad donde un fenómeno
natural es reducido a una expresión numérica con una estructura definida [17].

Existen múltiples compromisos que es necesario considerar a la hora de determinar el modelo
matemático de un sistema dinámico porque pueden presentarse interacciones de la realidad
muy complicadas para ser tomadas en cuenta. El primer compromiso es identificar las partes
esenciales de un sistema dinámico e incluirlo en el modelo matemático mientras que las partes
que no cumplen con este calificativo son excluidas. El segundo compromiso está relacionado
con la manipulación de la expresión que vale la pena considerar [18].

En el presente trabajo de tesis es necesario validar si los convertidores de potencia instalados
en una microrred eléctrica cuentan con las caracteŕısticas y propiedades adecuadas para poder
implementar el esquema de control propuesto; de la misma forma, determinar la estabilidad en
conjunto y simular de forma numérica.

La obtención del modelo matemático de un sistema dinámico se basa en la observación de su
comportamiento en conjunto y depende de una representación aproximada, pero suficientemente
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Caṕıtulo 2. Modelo matemático de los convertidores de potencia

comprensible, de las caracteŕısticas más importantes teniendo en consideración la aplicación a
la que está sujeto el sistema dinámico [10, p. 9-10].

2.1 Modelado matemático por enerǵıa

La intención de imitar la teoŕıa de control para los sistemas lineales invariantes en el tiempo
o LTIs en una clase general de sistemas dinámicos no es trivial. La extensión de conceptos
elementales como controlabilidad y observabilidad para sistemas no-lineales o NLSs es dif́ıcil
debido a que el comportamiento en conjunto es complejo por si mismo.

La śıntesis de un controlador para esta última clase de sistemas solo es posible para casos
muy particulares y generalmente no existe alguna aplicación donde se pueda emplear. Por otro
lado, el desarrollo tecnológico que se ha tenido en los últimos años ha suscitado problemas en
ingenieŕıa donde es necesario tener en consideración los efectos no-lineales.

Una aproximación para resolver este problema consiste en partir de una clase de sistemas
dinámicos donde se conoce ampliamente su solución, por ejemplo para los sistemas lineales
invariantes en el tiempo o LTIs, y extenderla para sistemas no-lineales o NLSs incorporando
de forma progresiva los efectos no-lineales que los caracteriza.

En esa dirección, se parte de una clase bien definida de sistemas dinámicos denominados
Sistemas-EL que poseen una estructura particular y que abarcan un gran número de aplica-
ciones en la actualidad; por mencionar algunas, principalmente en las ramas de electricidad,
electrónica, mecánica y robótica [19, p. vii-viii].

Para el modelado matemático de sistemas eléctricos con parámetros concentrados, por lo
general, se utiliza cualquiera de estas dos aproximaciones:

1. La obtención de las ecuaciones de movimiento utilizando las leyes de Kirchhoff (ley
de tensiones en malla LVKs y ley de corrientes en nodo LCKs).

2. La aplicación del problema clásico de variaciones para las funciones de enerǵıa de un
sistema dinámico.

La segunda aproximación permite obtener el modelo matemático con los beneficios que se
mencionan a continuación [19, p. 3-5, 15-18]:

22
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• Dado que el modelado matemático se realiza en términos de la enerǵıa, es posible
considerar sistemas dinámicos de naturaleza mixta; por ejemplo: en un manipulador robótico
los actuadores son elementos eléctricos que controlan el movimiento y los eslabones son
elementos mecánicos que conforman su estructura y geometŕıa.

• Automáticamente se obtiene la función de almacenamiento y la función de disipación en
términos de enerǵıa a partir de los Parámetros-EL (definido más adelante).

• El modelo matemático está basado en una representación del intercambio de enerǵıa,
entonces permite la descomposición como la interconexión de sub-sistemas más simples.

• La estructura del modelo matemático se conserva de forma que dos Sistemas-EL
interconectados forman siempre un Sistema-EL (definido más adelante).

2.1.1 Cálculo de variaciones

Una forma de obtener la Ecuación de Euler-Lagrange, como se mencionó anteriormente, es
mediante el problema clásico de variaciones [20].

El cálculo de variaciones es una rama de las matemáticas que lidia con el problema de
encontrar la extrema de un funcional continuo y definido sobre algún espacio funcional
mediante variaciones infinitesimales [21]. La extrema corresponde al máximo o al mı́nimo de
un funcional, el cual mapea un conjunto de funciones a un escalar real [22, p.3-4].

PB 2.1.1. Supóngase que la función W(t; z, ż) es continuamente diferenciable dos veces con
respecto de todos sus argumentos. De entre todas las funciones z = z(t) que son continuamente
diferenciables dos veces en el intervalo [a, b] con z(a) y z(b) definidos, encuentre la extrema
del funcional W(z) [20, p. 3]:

(2.1) W (z) :=
∫ b

a
W (t; z, ż) dt

T- 2.1.2. La función w = w(t) que permite encontrar la extrema del funcional W(r)
necesariamente satisface la Ecuación de Euler-Lagrange en el intervalo [a, b] [20, p. 3]:
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(2.2) ∂W
∂w
− d

dt

(
∂W
∂ẇ

)
= 0

2.1.2 Coordenadas generalizadas

La configuración de un sistema f́ısico generalmente se describe a través de un conjunto de
coordenadas [19, p. 483-486]. Sin embargo, desde un punto de vista dinámico donde existe
movimiento, el sistema f́ısico puede describirse a través de un conjunto de part́ıculas que están
sujetas a dos fenómenos que definen una serie de ligaduras:

1. El entorno en el que se encuentra el sistema f́ısico.

2. La dependencia entre una part́ıcula y otra dentro del conjunto.

Para sistemas estáticos el conjunto de coordenadas de configuración es suficiente para
describirlo, por el contrario, para sistemas dinámicos es necesario un conjunto adicional de
coordenadas que proveen la información relacionada con el movimiento del sistema de
part́ıculas dentro del entorno f́ısico como la velocidad (momento) y la aceleración (fuerza).

Las ligaduras pueden reducir la cantidad de coordenadas empleadas para describir el sistema
dinámico porque proveen de una relación de dependencia de una part́ıcula con otra o de las
part́ıculas con su entorno. Esto motiva a diferenciar entre ligaduras holónomas y ligaduras
no holónomas [19, p. 483-486][20, p. 37-38].

Para un sistema dinámico que tenga únicamente ligaduras holónomas es posible seleccionar un
conjunto de coordenadas independientes tal que las ecuaciones asociadas a esas restricciones no
sean necesarias. Esto quiere decir que para n coordenadas y m restricciones, un conjunto (n−m)
de coordenadas generalizadas q = (q1, q2, · · · , q(n−m))ᵀ puede obtenerse. Las coordenadas
generalizadas constituyen al conjunto de variables 2(n−m) que describen el movimiento del
sistema dinámico (considerando posición y velocidad).

Entonces, es posible transformar el conjunto de coordenadas de configuración a un conjunto de
coordenadas generalizadas como:
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(2.3)

z1 = z1 (q1, · · · , qn; t)
z2 = z2 (q1, · · · , qn; t)

...

zN = zN (q1, · · · , qn; t)

Donde el mı́nimo de coordenadas generalizadas o el mı́nimo de variables que describen el
movimiento de un sistema dinámico N = (n−m) se conoce como grados de libertad.

D- 2.1.3. Sea un sistema de part́ıculas y sus posiciones dadas por zi(t) con i = {1, 2, · · · , N};
las ligaduras holónomas son las que pueden expresarse como:

(2.4) W (z1, · · · , zN ; t) = 0

D- 2.1.4. Sea un sistema de part́ıculas y sus posiciones dadas por zi(t) con i = {1, 2, · · · , N};
las ligaduras no holónomas son las que no pueden expresarse como (2.4).

2.1.3 Principio de d’Alambert

D- 2.1.5. Un desplazamiento virtual δr ocurre cuando un sistema de coordenadas se
desplaza una distancia infinitesimal para el mismo instante de tiempo.

D- 2.1.6. El trabajo virtual δW parte de la definición original de trabajo W ≡
∫
Fdr,

pero sobre un desplazamiento virtual tal que δW = F δr.

Utilizando los fundamentos de la mecánica clásica, el principio de d’Alambert establece
que solo es necesario considerar las fuerzas que actúan sobre el sistema de part́ıculas y permite
descartar aquellas fuerzas que están asociadas a una ligadura partiendo de los conceptos de
desplazamiento virtual y trabajo virtual [23, p. 13-16].

T- 2.1.7. El principio de d’Alambert (en honor a J. d’Alambert) establece que la suma
de la diferencia de las derivadas del momento lineal miv̇i y las fuerzas externas Fi que actúan
en un sistema de part́ıculas proyectadas en un desplazamiento virtual δri son cero de forma
consistente con las ligaduras presentes [24].
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(2.5)
∑
i

(miv̇i − Fi) δri = 0

Cabe señalar que para ligaduras holónomas, únicamente es necesario considerar las fuerzas que
actúan sobre el sistema de part́ıculas para un conjunto apropiado de coordenadas generalizadas
[20, p. 39-40]. De forma general, esto puede interpretarse f́ısicamente como se muestra a
continuación:

Sean F e las fuerzas que actúan sobre el sistema de part́ıculas y sea F l las fuerzas asociadas a
una ligadura tal que Fi = F e

i +F l
i . Considerando que la única fuerza que puede producir trabajo

es aquella que va en dirección del desplazamiento, utilizando los conceptos de desplazamiento
virtual y trabajo virtual en (2.5) se sabe que:

0 =
∑
i

(
miv̇i −

(
F e
i + F l

i

))
δri

Sin embargo, dado que las fuerzas asociadas a una ligadura F l
i actúan en dirección perpendicular

al desplazamiento virtual δri no producen trabajo virtual δW = F l
i δr = 0 para mantener las

restricciones del movimiento de part́ıculas. Entonces, las fuerzas que actúan sobre el sistema
de part́ıculas son las únicas que producen trabajo de forma que:

0 =
∑
i

(miv̇i − F e
i ) δri

T- 2.1.8. Asumiendo que las ligaduras son holónomas en un sistema de part́ıculas, el
principio de d’Alambert establece que dicho sistema de part́ıculas es equivalente al sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias que se observa en (2.6), es decir la Ecuación de Euler-
Lagrange para i = {1, 2, · · · , N} [20, p. 39-42][Apéndice A.1].

(2.6) d
dt

(
∂T
∂q̇i

)
− ∂T
∂qi
−Qi = 0

Donde Qi = Q′i +Q′′i representa la fuerza generalizada para i = {1, 2, · · · , n} debido a la
transformación a coordenadas generalizadas.

• Q′i Fuerza conservativa.

• Q′′i Fuerza no conservativa.
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N- 2.1.9. Para sistemas eléctricos, las leyes de Kirchhoff (en honor a G. Kirchhoff)
describen el sistema dinámico en coordenadas generalizadas q = (q1, q2, q3, · · · )ᵀ [19, p. 486].

N- 2.1.10. El espacio n-dimensional que es un sub-espacio del espacio N -dimensional (3N -
dimensional para sistemas mecánicos) donde existe la solución a la Ecuación de Euler-
Lagrange se conoce como espacio de configuración y solo puede estar parametrizada
mediante las coordenadas generalizadas q = (q1, q2, · · · , qN)ᵀ [20, p. 42].

2.1.4 Principio de Hamilton

D- 2.1.11. El lagrangiano L(t; q, q̇) es una función escalar que se define como la diferencia
entre enerǵıa cinética T y enerǵıa potencial V [20, p. 40].

(2.7) L (t; q, q̇) := T − V

D- 2.1.12. Se define como acción al funcional S(q) en el intervalo de tiempo [t1, t2] dado
por [20, p. 42-45]:

(2.8) S (q) :=
∫ t2

t1
L (t; q, q̇) dt

T- 2.1.13. El principio de Hamilton (en honor a W. Hamilton) establece que la evolución
de q(t) de un sistema dinámico descrito por coordenadas generalizadas q = (q1, q2, · · · , qN)ᵀ
entre dos estados q(t1) y q(t2) es un punto estacionario donde la variación de la acción
S(q) es cero como se observa a continuación [25][26]:

(2.9) δS(q)
δq

= 0

T- 2.1.14. La trayectoria correcta del movimiento de un sistema dinámico con ligaduras
holónomas y fuerzas conservativas en el intervalo de tiempo [t1, t2] es la solución de un punto
estacionario de la acción S(q) mediante el cálculo de variaciones. En efecto, la trayectoria
correcta del movimiento de q = q(t) con q = (q1, q2, · · · , qN )ᵀ que va de q1 = q(t1) a q2 = q(t2)
es una condición necesaria y suficiente para satisfacer la Ecuación de Euler-Lagrange [20,
p. 42-45][Apéndice A.2]:
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(2.10) d
dt

(
∂L
∂q̇

)
− ∂L
∂q

= 0

2.1.5 Sistemas Euler-Lagrange

N- 2.1.15. Un Sistema Euler-Lagrange (de ahora en adelante Sistema-EL) se construye
a partir de un conjunto de ecuaciones que derivan de la Ecuación de Euler-Lagrange
utilizando un marco de referencia en coordenadas generalizadas q ∈ RN como se muestra a
continuación [27-36]:

d
dt

(
∂L (q, q̇)

∂q̇

)
− ∂L (q, q̇)

∂q
= 0 ; cuando solo existen fuerzas conservativas(2.11)

d
dt

(
∂L (q, q̇)

∂q̇

)
− ∂L (q, q̇)

∂q
= Q′′ ; cuando existen fuerzas no conservativas(2.12)

N- 2.1.16. Completando la ecuación (2.7) de la D- 2.1.11 que se observa anteriormente, el
lagrangiano L(q, q̇) : RN × RN → R está dado por:

(2.13) L (q, q̇) := T (q, q̇)− V (q)

D- 2.1.17. La variable Q′′ representa la intervención de fuerzas no conservativas en el
Sistema-EL como: fuerzas externas F , fuerzas disipativas G(q̇) = ∂D(q̇)

∂q̇
(asociado a la co-

función de disipación de Rayleigh como se describirá más adelante), la acción de control τ y
las perturbaciones µ [19, p. 18][20, p. 42].

(2.14) Q′′ := F − G(q̇) + τ + µ

N- 2.1.18. Sustituyendo (2.13) y (2.14) en (2.11) y (2.12); y posteriormente, simplificar cada
expresión considerando únicamente los términos que aparecen en el modelo matemático de
los convertidores de potencia que se obtienen para el presente trabajo de tesis (eliminando la
acción de control τ y las perturbaciones µ), se tiene:
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d
dt

(
∂T (q, q̇)

∂q̇

)
− ∂T (q, q̇)

∂q
+ ∂V (q)

∂q
= 0 ; para la ecuación (2.11)(2.15)

d
dt

(
∂T (q, q̇)

∂q̇

)
− ∂T (q, q̇)

∂q
+ ∂V (q)

∂q
= F − ∂D

∂q̇
; para la ecuación (2.12)(2.16)

T- 2.1.19. La enerǵıa cinética denotada por T (q, q̇) en la expresión anterior se define en
la ecuación (2.17) donde M(q) : RN → RN×N es la matriz de inercia/masa generalizada y
tiene las propiedades de ser una matriz diagonal por lo tanto simétrica, positiva definida (ver
D- 3.1.7) y acotada de ser positiva definida [19, p. 17][20, p. 42].

T (q, q̇) = 1
2 q̇

ᵀM (q) q̇(2.17a)

T (qi, q̇i) = 1
2

N∑
i=1

Mi (qi) |q̇i|2(2.17b)

AS 2.1.20. La enerǵıa potencial está denotada por V(q) : RN → R y se asume que está
acotada inferiormente tal que ∃c ∈ R donde V(q) > c ∀ q ∈ RN .

T- 2.1.21. Por otro lado, la co-función de disipación de Rayleigh (en honor a L. Rayleigh)
D(q̇) ∈ RN×N considera los efectos de las fuerzas no conservativas que generan pérdidas
de enerǵıa proporcionales a la primera derivada de las coordenadas generalizadas q̇ ∈ RN

(velocidad generalizada) como la la fuerza de fricción que es proporcional al rozamiento B (en
un sistema mecánico) o la corriente a través de un resistor proporcional a la resistencia R (en
un sistema eléctrico) como se observa en la ecuación (2.18) para el último caso [37, 38]:

D (q̇) = 1
2 q̇

ᵀRq̇(2.18a)

D (q̇i) = 1
2

N∑
i=1

Ri|q̇i|2(2.18b)

D- 2.1.22. Por último, el término F ∈ RN contiene las fuerzas externas proyectadas en el
marco de las coordenadas generalizadas donde F = (F1,F2, · · · ,FN)ᵀ.
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2.1.6 Parámetros Euler-Lagrange

D- 2.1.23. Un Sistema-EL queda definido por sus Párametros-EL (Parámetros Euler-
Lagrage) como [19, p. 18]:

Σ′(q, q̇) := {T (q, q̇) ,V (q)} ; para la ecuación (2.15)(2.19)

Σ′′(q, q̇) := {T (q, q̇) ,V (q) ,D (q̇) ,F} ; para la ecuación (2.16)(2.20)

AS 2.1.24. En cuanto a la generalidad del modelo matemático, es importante recalcar que
la co-función de disipación de Rayleigh siempre es una función cuadrática tal que [B] y [R]
son constantes para sistemas mecánicos y sistemas eléctricos respectivamente. También es
necesario considerar que la acción de control τ y las perturbaciones µ ingresan al modelo
matemático de forma aditiva, sin embargo esto no siempre ocurre para todos los sistemas
dinámicos.

2.1.7 Propiedades adicionales

Después de haber analizado los fundamentos detrás del modelado matemático por enerǵıa de
un sistema dinámico, para la implementación del esquema de control propuesto es necesario
además tener en consideración algunas propiedades adicionales que son particulares de un
Sistema-EL.

Los siguientes enunciados son esenciales ya que permiten verificar si el modelo matemático es
válido para la implementación del esquema de control en lazo cerrado con el sistema dinámico;
por ello, se remplaza el término F que está asociado a las fuerzas generalizadas por el término
τ que está asociado a la acción de control.

PP 2.1.25. El Sistema-EL de la N- 2.1.18 mediante una manipulación apropiada puede
tener una representación alternativa como se muestra en (2.21) donde C(q, q̇) : RN × RN →
RN×N se conoce como la matriz de fuerzas centŕıfugas/de coriolis y G(q) = ∂V(q)

∂q
es una fuerza

o par (generalizado) que aparece debido a la presencia de campos de potencia [39, 40].
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(2.21) τ = M (q) q̈ + C (q, q̇) q̇ + G (q)

PP 2.1.26. El Sistema-EL de la forma (2.21) puede ser parametrizado linealmente mediante
una matriz de regresión de funciones conocidas Φ(q, q̇, q̈) y un vector que contiene los parámetros
desconocidos θ tal que Φ ∈ RN×R y θ ∈ RR para la implementación de una ley de estimación
en el esquema de control como se verá más adelante [19, p. 29][39-42].

(2.22) M (q) q̈ + C (q, q̇) q̇ + G (q) = Φ (q, q̇, q̈)θ

D- 2.1.27. Un Sistema-EL es completamente actuado si rank(q) = rank(τ ), es decir, que
tiene el mismo número de estados que de entradas de control.

PP 2.1.28. En el Sistema-EL de la forma (2.21) es necesario que la matriz de fuerzas
centŕıfugas/de coriolis C(q, q̇) esté definida de tal forma que se cumpla cualquiera de las dos
ecuaciones (2.23) y (2.24) (son ecuaciones equivalentes); esta propiedad es fundamental para
demostrar la estabilidad del controlador para un solo agente [39-42].

Ṁ (q) = C(q, q̇) + Cᵀ(q, q̇)(2.23)

Ψ = Ṁ− 2C(q, q̇) forma una matriz antisimétrica tal que Ψ = −Ψᵀ(2.24)

Se puede encontrar una demostración formal de la PP 2.1.28 en [43][44]. Sin embargo y en
términos generales, f́ısicamente se puede interpretar que el cambio de enerǵıa cinética en el
sistema dinámico debe de ser igual a la enerǵıa potencial que proveen los actuadores y a la
enerǵıa almacenada en los campos de potencia [41]:

1
2
d

dt

(
q̇ᵀ [M (q)] q̇

)
= q̇ᵀ

[
τ −G (q)

]

Esto implica que la relación (2.25) se cumple en todo momento para (2.26) como se observa a
continuación:

q̇ᵀ
[
Ṁ (q)− 2C (q, q̇)

]
q̇ ≡ 0
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2.1.8 Parámetros para los convertidores de potencia

Los Parámetros-EL de un inversor están directamente asociados a los elementos pasivos
que conforman el filtro de acoplamiento. Para determinar los Parámetros-EL es necesario
utilizar la información presentada anteriormente y que puede localizarse a partir de la lista de
identificadores que se muestra a continuación:

• T- 2.1.15.

• AS 2.1.16.

• T- 2.1.17.

• D- 2.1.18.

Las expresiones que determinan el modelo matemático por enerǵıa del inversor se observan en
la Tabla 2.1:

T (qi, q̇i) = 1
2
∑
i=1

Li|q̇Li |2(2.25)

V(qi) = 1
2
∑
i=1

qCi
Ci

(2.26)

D(q̇i) = 1
2
∑
i=1

Ri|q̇Ri |2(2.27)

F = (F1,F2, . . . ,Fn)ᵀ(2.28)

Tabla 2.1
Parámetros-EL de un inversor
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2.2 Clases de inversores
Los inversores se clasifican de acuerdo a la función que cumplen dentro de un sistema de
potencia. La clase del inversor está determinada por los parámetros que regulan (es decir, cómo
visualiza el sistema de potencia al inversor en el bus de corriente alterna AC) y se asocia al
filtro de acoplamiento que integre el inversor dentro de su arquitectura como se observó en la
Figura 1.7. De ahora en adelante se considera que la fuente de alimentación y la topoloǵıa de
los interruptores se agrupan en un solo bloque como en la Figura 1.8.

Para el presente trabajo de tesis se obtiene el modelo matemático y se analiza la implementación
del controlador para tres clases de inversores [5, p. 13-16]:

El inversor formador de red integra un filtro de acoplamiento del tipo filtro-LC y tiene
la función de establecer las condiciones de operación del sistema de potencia en términos de
tensión V y fase φ. Es necesario al menos un inversor de esta clase para que una microrred
eléctrica pueda operar de forma aislada del sistema de potencia.

Figura 2.1
Inversor formador de red

El inversor alimentador integra un filtro de acoplamiento del tipo filtro-L y tiene la función
de inyectar potencia aparente (P y Q) al sistema de eléctrico. Cabe mencionar que una
microrred eléctrica no puede operar de forma aislada del sistema de potencia si está constituida
únicamente por convertidores de potencia de esta clase.

Figura 2.2
Inversor alimentador
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El inversor de soporte debe de integrar un filtro de acoplamiento de segundo orden al menos,
aunque puede ser uno de orden superior. Es el de mayor grado de complejidad porque es capaz
de cubrir cualquiera de los dos roles que se describieron anteriormente. Utiliza un esquema de
control más complejo para establecer las condiciones de operación del sistema de potencia (V
y φ) como en el inversor formador de red o para inyectar potencia aparente (P y Q) como
en el inversor alimentador según se necesite.

Para representarlo, se utiliza un filtro de acoplamiento del tipo filtro-LC (de 2do. Orden), sin
embargo, más adelante se considera uno de orden superior.

Figura 2.3
Inversor de soporte para definir las condiciones de operación (V y φ)

Figura 2.4
Inversor de soporte para inyectar potencia aparente (P y Q)

2.3 Diseño y sintonización del filtro de acoplamiento

Un filtro de acoplamiento se diseña para manipular el espectro en frecuencia de una señal
[45, p. 1-1]. Se utilizan comúnmente para amplificar o atenuar un ancho de banda; aśı como
para aislar un sector del espectro en frecuencia formando un canal para el intercambio de
información a través de una señal.

Para la sintonización de un filtro de acoplamiento es necesario evaluar la respuesta en frecuencia
ante una señal de excitación que produce un barrido armónico.
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Una herramienta muy útil para diseñar un filtro de acoplamiento mediante la respuesta en
frecuencia es el diagrama de Bode [46][47, p. 25] (en honor a H.W. Bode) donde se utilizan
dos gráficas que permite visualizar el comportamiento del filtro de acoplamiento en términos
de magnitud |H(̂ω)| y fase ∠H(̂ω).

De igual forma, existen métodos de aproximación que permiten sintonizar un filtro de acopla-
miento con caracteŕısticas bien definidas.

2.3.1 Caracterización

Un filtro lineal con entrada x(t) y salida y(t) puede caracterizarse por la ecuación diferencial
de la forma que se muestra en (2.29) donde los coeficientes an−i y bm−j con i = {1, 2, · · · , n} y
j = {1, 2, · · · ,m} tal que n ≥ m están asociados a los elementos que almacenan enerǵıa en el
sistema dinámico [45, p. 1-3]:

(2.29)
n∑
i=0

an−i
d(n−i)y (t)

dt(n−i) =
m∑
j=0

bm−j
d(m−j)x (t)

dt(m−j)

2.3.2 Transformada directa e inversa de Laplace

Una herramienta matemática esencial para diseñar un filtro lineal es la transformada directa
de Laplace y la transformada inversa de Laplace (en honor a P.S. Laplace) porque
permite transformar una ecuación diferencial en una ecuación algebraica y viceversa para una
manipulación mas sencilla de la expresión original [45, p. 1-3 a 1-4].

Estas operaciones mapean una ecuación diferencial en el dominio del tiempo t a una ecuación
algebraica en el dominio de la frecuencia compleja s = σ± ̂ω y viceversa; para la transformada
directa de Laplace se utiliza la expresión (2.30a) tal que F (s) = L{f(t)} y para la transformada
inversa de Laplace se utiliza la expresión (2.30b) tal que f(t) = L−1{F (s)}.

X (s) =
∫ ∞
−∞

x (t) e−stdt(2.30a)

x (t) = 1
2π̂

∫ σ+̂∞

σ−̂∞
X (s) estds ; donde σ es una constante positiva(2.30b)
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Por simplicidad, de ahora en adelante considere que σ = 0 para que la relación entre el dominio
de Laplace y el dominio de la frecuencia se reduzca a s = ̂ω.

2.3.3 Función de transferencia

Aplicando la transformada directa de Laplace a la ecuación diferencial (2.29) se obtiene una
expresión algebraica como (2.31).

(2.31)
n∑
i=0

(
an−is

n−i
)
Y (s) =

m∑
j=0

(
bm−js

m−j
)
X (s)

Entonces, la igualdad (2.31) puede expresarse como la razón de dos polinomios Y (s) y X(s)
donde se observa la relación entre la señal de salida y la señal de entrada del filtro lineal. A
esta relación se le conoce como función de transferencia y es la representación estructurada
del filtro lineal tal como (2.32) [45, p. 1-5][46]:

(2.32) H (s) = L{h (t)} = Y (s)
X (s) = K

∑m
j=0 (bm−jsm−j)∑n
i=0 (an−isn−i)

2.3.4 Polos y ceros

Realizando una factorización del polinomio X(s) (el del denominador) y del polinomio Y (s)
(el del numerador) se obtiene [45, p. 1-11 a p. 1-14]:

(2.33) Y (s)
X (s) = K




∏m−2p
j=1

(b)︷ ︸︸ ︷(
s+ z̆Rj

)
∏n−2q
i=1 (s+ p̆Ri)︸ ︷︷ ︸

(a)




∏m
j=m−2p

(d)︷ ︸︸ ︷(
s+ z̆Cj

) (
s+ z̆∗Cj

)
∏n
i=n−2q (s+ p̆Ci)

(
s+ p̆∗Ci

)
︸ ︷︷ ︸

(c)





Recibe el nombre de polo cada uno de los factores que permiten obtener el polinomio X(s) (el
del denominador), mientras que recibe el nombre de cero cada uno de los factores que permiten
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obtener el polinomio Y (s) (el del numerador); además, se clasifican de acuerdo al conjunto
numérico que pertenecen, es decir:

(a) (s+ p̆Ri) es un polo real tal que p̆Ri ∈ R.

(b) (s+ z̆Rj) es un cero real tal que z̆Rj ∈ R.

(c) (s+ p̆Ci)(s+ p̆∗Ci) es un polo complejo donde p̆Ci ∈ C y p̆∗Ci ∈ C es el conjugado.

(d) (s+ z̆Cj)(s+ z̆∗Cj) es un cero complejo donde z̆Cj ∈ C y z̆∗Cj ∈ C es el conjugado.

El número de factores del polinomio X(s) (el del denominador) está denotado por n, mientras
que el número de factores del polinomio Y (s) (el del numerador) está denotado por m.

Si bien un polo o un cero real aporta únicamente con un solo factor, un polo o cero complejo
para filtros reales contribuye siempre con un par de factores.

Para el diseño de un filtro pasivo, es necesario que la función de transferencia tenga algunas
caracteŕısticas particulares de tal forma que el comportamiento de la respuesta en frecuencia
sea el que se espera. Para diseño del filtro de acoplamiento del presente trabajo de tesis, la
función de transferencia que lo describe debe ser:

• La función de transferencia es estable, es decir la señal de salida del filtro lineal está
acotada para una señal de entrada acotada, donde p̆Ri ∧ <{p̆Ci} > 0 ∀ i := {1, 2, · · · , n}.

• La función de transferencia es de fase mı́nima para no producir una alteración en el
comportamiento de la fase del filtro lineal, tal que z̆Rj ∧ <{z̆Cj} > 0 ∀ j := {1, 2, · · · ,m}.

• La función de transferencia es estrictamente propia de forma que n > m como se indicó
en la Sección 2.3.1.

• La función de transferencia es causal donde la señal de salida depende únicamente de la
señal de entrada, una consecuencia del enunciado anterior.

La representación de la función de transferencia como se muestra en (2.33) es de gran utilidad
porque áısla los factores que conforman a los polinomios del numerador y denominador. Esta
representación permite predecir con mayor facilidad la respuesta en frecuencia del filtro lineal
utilizando un diagrama de Bode.
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El mapa de polos y ceros es otra herramienta que permite visualizar la ubicación de los
polos y ceros en el plano complejo C . Es posible determinar la respuesta en frecuencia a través
de una metodoloǵıa diferente, sin embargo, se omite este análisis porque es suficiente con el
diagrama de Bode para el propósito del presente trabajo de tesis.

2.3.5 Diagrama de Bode

La ganancia K de la ecuación (2.33) es una constante y traslada verticalmente el eje de
referencia horizontal de la gráfica en términos de la amplitud |H(̂ω)| a través de:

(2.34) K = 20 log10 (H (0))

La gráfica en términos de la amplitud |H(̂ω)| ilustra la atenuación o la amplificación de una
señal armónica en función de la velocidad angular ω. En el eje de las ordenadas se utiliza
la escala [B] (bel) como una relación entre la potencia de salida y la potencia de entrada Po

Pi
.

Considerando que en 1 [B] hay 10 [dB] (decibeles) la relación está dada por [46]:

(2.35) |H(̂ω)| = 10 log10

(
Po

Pi

)
[dB]

Sin embargo, usualmente se manipulan señales de tensión o de corriente que se relacionan con
la potencia elevando al cuadrado cualquiera de estas dos cantidades tal que:

|H(̂ω)| = 10 log10

(
V 2

o
V 2
i

)
[dB] = 10 log10

(
Vo

Vi

)2
[dB] = 20 log10

(
Vo

Vi

)
[dB](2.36a)

|H(̂ω)| = 10 log10

(
I2

o
I2

i

)
[dB] = 10 log10

(
Io

Ii

)2
[dB] = 20 log10

(
Io

Ii

)
[dB](2.36b)

La gráfica en términos de fase ∠H(̂ω) ilustra el cambio de fase de una señal armónica en
función de la velocidad angular ω. En el eje de las ordenadas se utiliza una escala que permita
medir ángulos, por ejemplo, la escala sexagesimal en [ ◦], pero también puede utilizarse la escala
circular en [πrad] [46].
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Caṕıtulo 2. Modelo matemático de los convertidores de potencia

En el eje de las abscisas de ambas gráficas se utiliza una escala logaŕıtmica de la velocidad
angular ω en [ rad

s ]. Esta escala avanza por década [déc] donde 1 [déc] es un cambio en la
velocidad angular ω por un factor de 10. Ejemplificando: Sea ω0 = 1 [ rad

s ]; entonces −1 [déc]
quedaŕıa expresado como ω−1

0 = 1× 10−1 [ rad
s ] y −2 [déc] seŕıa ω−2

0 = 1× 10−2 [ rad
s ], mientras

que +1 [déc] quedaŕıa expresado como ω+1
0 = 1× 101 [ rad

s ] y +2 [déc] seŕıa ω+2
0 = 1× 102 [ rad

s ]
[46].

2.3.6 Respuesta en frecuencia

Un filtro lineal produce atenuación o una amplificación del ancho de banda deseado dentro
del espectro en frecuencia. Se denomina ω1 a la velocidad angular de corte donde comienza el
efecto del filtro lineal tal que ω1 = 2πf1 donde f1 es la frecuencia de corte. Existen dos tipos
de filtros lineales de esta clase:

• Un filtro lineal que amplifica el ancho de banda antes de ω1 y atenúa el ancho de banda
después de ω1; denominado pasa-bajas o PB para HPB(s).

• Un filtro lineal que atenúa el ancho de banda antes de ω1 y amplifica el ancho de banda
después de ω1; denominado pasa-altas o PA para HPA(s).

Para comprender mejor el efecto de un filtro lineal en la respuesta en frecuencia de una
señal es de gran utilidad analizar individualmente los factores que constituyen a su función de
transferencia, es decir, los polos (s− pj) y ceros (s− zi); este efecto puede clasificarse en dos
categoŕıas que se asocian al orden del filtro lineal [46].

• Respuesta en frecuencia de 1er. orden (1◦) para H(1◦)(s).

• Respuesta en frecuencia de 2do. orden (2◦) para H(2◦)(s).

Utilizando una combinación de la respuesta en frecuencia que produce un filtro lineal en
términos de su tipo o del orden, se puede obtener el comportamiento deseado.

Para generalizar, r ⊂ N := {1, 2, 3, · · · } denota que un factor en la función de transferencia
se repite tal que crece el orden del polinomio en una multiplicidad de r donde la forma de
la respuesta en frecuencia no cambia pero si su valor (es decir, un polo (s − pj)r o un cero
(s− zi)r se repiten r-veces en la función de transferencia H(s)).
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En la Figura 2.5 se observa la respuesta en frecuencia de dos filtros simples HPB
(1◦)(s)

(pasa-bajas PB, 1er. orden (1◦)) y HPA
(1◦)(s) (pasa-altas PA, 1er. orden (1◦)).

HPB
(1◦)(s) = K

(s+ p̆R)r = K

(s+ ω1)r(2.37)

HPA
(1◦)(s) = K (z + z̆R)r = K (s+ ω1)r(2.38)

Figura 2.5
Respuesta en frecuencia: HPB

(1◦)(s) y HPA
(1◦)(s)
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En la Figura 2.6 se observa la respuesta en frecuencia de dos filtros simples HPB
(2◦)(s)

(pasa-bajas PB, 2do. orden (2◦)) y HPA
(2◦)(s) (pasa-altas PA, 2do. orden (2◦)).

HPB
(2◦)(s) = K

((s+ p̆C) (s+ p̆∗C))r = Kω2r
1

(s2 + 2ζω1s+ ω2
1)r ; para 0 < ζ < 1(2.39)

HPA
(2◦)(s) = K ((s+ z̆C) (s+ z̆∗C))r = Kω2r

1

(
s2 + 2ζω1s+ ω2

1

)r
; para 0 < ζ < 1(2.40)

Figura 2.6
Respuesta en frecuencia: HPB

(2◦)(s) y HPA
(2◦)(s)
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Caṕıtulo 2. Modelo matemático de los convertidores de potencia

En la Tabla 2.2 se muestra una comparación de las caracteŕısticas más importantes de la
respuesta en frecuencia para los filtros simples que se mostraron anteriormente. En cuanto a
la notación utilizada tenga en consideración su significado de acuerdo a lo que se muestra a
continuación:

• ∆|H(̂ω)|/1 [déc] El cambio ideal de la atenuación o de la amplificación en
función de la velocidad angular ω por 1 [déc].

• |H(̂ω1)| Corrección de la atenuación o de la amplificación exactamente
en la velocidad angular de corte ω1.

• ∆∠H(̂ω)/2 [déc] El cambio ideal de la fase en función de la velocidad angular
desde ω−1

1 hasta ω+1
1 , es decir, por 2 [déc].

• ∠H(̂ω−1
1 ) y ∠H(̂ω+1

1 ) Corrección del cambio de la fase en cuando la velocidad
angular de corte es ω = ω−1

1 y ω = ω+1
1 .

Tabla 2.2
Tabla comparativa de los filtros simples

Es necesario complementar la Tabla 2.2 dado la respuesta en frecuencia para un filtro simple
como HPB

(2◦)(s) y HPA
(2◦)(s) depende del factor de amortiguamiento ζ y requiere un análisis más a

detalle para para r = 1 como se observa en la Tabla 2.3 y la Tabla 2.4 respectivamente; en
cuanto a la notación utilizada ahora considere lo siguiente:
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• ωmáx/mı́n
ω1

Relación entre la velocidad angular ωmáx/mı́n y la la velocidad
angular de corte ω1.

• |H(2◦)(̂ω1)| Corrección de la atenuación o de la amplificación exactamente
en la velocidad angular de corte ω1 para σ ± ̂ω con σ = 0.

• ωmáx/mı́n Ubicación en el eje de las abscisas donde se presenta la mayor
amplificación o la mayor atenuación según sea el caso.

• |H(2◦)(̂ωmáx/mı́n)| Corrección de la atenuación o de la amplificación exactamente
en la velocidad angular de corte ωmáx/mı́n según sea el caso.

Tabla 2.3
Corrección de la gráfica en mágnitud para HPB

(2◦)(s)

Tabla 2.4
Corrección de la gráfica en mágnitud para HPA

(2◦)(s)
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De la Tabla 2.3 y de la Tabla 2.4 se observa que si se utiliza un factor de amortiguamiento
de ζ = 0.7071 se presenta una respuesta en frecuencia máximamente plana para el ancho de
banda antes de ω1. Este comportamiento de la curva es similar a un filtro simple HPB

(1◦)(s) o
HPA

(1◦)(s) con r = 2 pero utilizando polos o ceros complejos tal que pj, zi ∈ C.

Las ecuaciones (2.33), (2.34), (2.37) y (2.39) son de utilidad para introducir el método de
aproximación que se desea utilizar para diseñar un filtro de acoplamiento.

2.3.7 Aproximación de Butterworth

Es posible sintonizar un filtro de acoplamiento en términos de la magnitud combinando en
cascada la respuesta en frecuencia de los filtros simples HPB

(1◦)(s), HPA
(1◦)(s), HPB

(2◦)(s) y HPA
(2◦)(s);

sin embargo, existen métodos de aproximación que permiten obtener la función de transferencia
de un filtro lineal utilizando un proceso bien definido.

La aproximación de Butterworth (en honor a S. Butterworth) es un método estructurado
para sintonizar un filtro de acoplamiento. El beneficio de utilizar un método de aproximación
se observa en la obtención de una función de transferencia con caracteŕısticas bien definidas y
particularidades consistentes para el proceso de diseño.

La idea es en formar una barrera de división entre el ancho de banda que se desea amplificar y
el ancho de banda que se desea atenuar con una transición de un sector a otro lo más pequeño
posible [45, p. 2-8]. En principio, se utiliza la función de transferencia normalizada ȞPB

(n◦)(s) de
un filtro lineal del tipo pasa-bajas PB y de orden definido (n◦).

Entre más grande sea el orden definido (n◦) del filtro lineal, más pronunciada será la
barrera de división en la respuesta en frecuencia. Por otro lado, es posible obtener un efecto
distinto en la respuesta en frecuencia (no solo del tipo pasa-bajas o del tipo pasa-altas, si no
también band-pass o band-reject).

La aproximación de Butterworth sintoniza la curva de la respuesta en frecuencia en términos
de la magnitud a partir de una función de transferencia ȞPB

(n◦)(s) [48]:

|ȞPB
(n◦)(̂ω)| = 1√

1 + ω2n
(2.41)

|ȞPB
(n◦)(̂ω)|2 = 1

1 + ω2n ; donde |ȞPB
(n◦)(̂ω)|2 = ȞPB

(n◦)(̂ω)ȞPB
(n◦)(−̂ω)(2.42)
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Recordando que s = ̂ω y aislando ω para sustituirlo en la ecuación (2.42) se obtiene ω = s
̂

donde:

ȞPB
(n◦)(s)ȞPB

(n◦)(−s) = 1
1 +

(
s
̂

)2n

Los polos de ȞPB
(n◦)(s)ȞPB

(n◦)(−s) son aquellos que hacen que la función de transferencia tienda a
infinito tal que ȞPB

(n◦)(s)ȞPB
(n◦)(−s)→∞ donde 1 + ( s

̂
)2n = 0, es decir:

s2n = − (̂)2n

De la fórmula de Euler (en honor L. Euler) se sabe que −1 = e̂π(2i−1) y ̂ = e
̂π
2 donde

i ⊂ N := {1, 2, 3, · · · } por lo tanto la ecuación anterior se convierte en:

s2n = e̂π(2i−1+n)

Aislando s de la expresión anterior, se obtiene una ecuación que permite encontrar los polos de
la función de transferencia normalizada ȞPB

(n◦)(s)ȞPB
(n◦)(−s):

si = e
̂π
2n (2i−1+n) ; para i := {1, 2, · · · , 2n}

Los polos se localizan alrededor del ćırculo unitario en del plano complejo C equidistantes uno
de otro.

Para que la función de transferencia del filtro lineal sea estable, se descartan los polos si ∈
ȞPB

(n◦)(−s) tal que <{si} > 0 y se conserva únicamente aquellos polos que si ∈ ȞPB
(n◦)(s) tal que

<{si} < 0 reduciendo a la mitad la cantidad de polos de forma que ahora i := {1, 2, · · · , n}
está asociado al orden definido (n◦).

Entonces la aproximación de Butterworth parte de una función de transferencia normalizada
ȞPB

(n◦)(s) como se muestra en (2.43) y (2.44):

ȞPB
(n◦)(s) = 1

(s− s1) , (s− s2) · · · (s− si) · · · (s− sn) ; donde si ∈ C(2.43)

ȞPB
(n◦)(s) = 1

B̌(n◦) (s)
; donde s ∈ C(2.44)
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Para la aproximación de Butterworth, se le conoce a B̌(n◦)(s′) como el polinomio caracteŕıstico
normalizado de orden definido (n◦) y puede determinarse utilizando el procedimiento que se
ilustra anteriormente en color gris o utilizando la Tabla 2.5 como se realiza para el diseño del
filtro de acoplamiento del inversor en el presente trabajo de tesis.

Tabla 2.5
Algunos ejemplos de B̌(n◦)(s′)

El método de aproximación para encontrar la función de transferencia que describe el filtro de
acoplamiento consiste en:

1. Determinar la función de transferencia del filtro de acoplamiento donde el orden definido
(n◦) está dado por la cantidad de elemento pasivos que almacenan enerǵıa.

2. Ya que se conoce el orden definido (n◦), se selecciona de la Tabla 2.5 el polinomio
caracteŕıstico normalizado B̌(n◦)(s′) apropiado.

3. Para desnormalizar B̌(n◦)(s′) se remplaza s′ por s
ω1

donde ω1 es la velocidad angular de
corte donde comienza el efecto de atenuación o amplificación.

4. Se asocia el polinomio caracteŕıstico desnormalizado a la función de transferencia original
del filtro de acoplamiento para determinar sus parámetros.

2.3.8 Procedimiento de diseño y sintonización

Se considera el diseño de un filtro de acoplamiento para cada clase de inversor, respetando
lo que se muestra en la Figura 2.1 y en la Figura 2.2 para el inversor formador de red
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e inversor alimentador respectivamente. Sin embargo, para el inversor de soporte se
considera en su lugar un filtro de acoplamiento del tipo filtro-LCL de 3er. orden (3◦).

La metodoloǵıa de sintonización del filtro de acoplamiento requiere definir con antelación la
velocidad angular de corte ω1 y la carga de consumo RL.

La selección de la velocidad angular de corte ω1 se realiza en función de la frecuencia de corte
f1. Se utilizaron dos estrategias para escoger f1 donde ω1 = 2πf1:

a) La frecuencia de corte f1 se define como 1 [déc] por encima de la frecuencia de la señal
moduladora fm tal que f1 = fm × 10+1.

b) La frecuencia de corte f1 se define como 1 [déc] por debajo de la frecuencia de la señal
portadora fp tal que f1 = fp × 10−1, donde fp = mffm.

La frecuencia nominal de la red f0 en México es de 60 [Hz], por lo tanto, la frecuencia de la señal
moduladora fm conserva este valor de forma que fm = f0. En [9, p. 207-208] se menciona que
un ı́ndice de modulación en frecuencia mf = 21 es el umbral entre un valor pequeño y un valor
grande; utilizando este valor, la frecuencia de la señal portadora fp está dada por fp = mffm
donde fp = 1260 [Hz]. Por lo tanto, el 1er. armónico para la modulación unipolar aparece
en la frecuencia 2520 [Hz]. Este último valor se considera que está muy cercano a f0 = fm,
por lo que es necesario seleccionar un mf de valor más grande para que fp aumente de forma
proporcional.

Entonces, de ahora en adelante y para el presente trabajo de tesis, se considera que mf = 101 de
forma que fp = 6060 [Hz]. Ahora el 1er. armónico para la misma técnica de modulación aparece
hasta la frecuencia 12120 [Hz]. Por lo tanto, la velocidad angular de la señal moduladora
es ωm = 376.99 [ rad

s ] y la velocidad angular de la señal portadora es ωp = 38076.10 [ rad
s ].

Para efectos de sintonización del filtro de acoplamiento se utiliza la opción a), por lo tanto
f1 = 600 [Hz] y ω1 = 3769.91 [ rad

s ].

Por otro lado, la carga de consumo RL determina el rango de operación del inversor. Para
efectos de diseño puede definirse de dos formas.

a) Se selecciona la carga de consumo en términos de la potencia real Po y la potencia
reactiva Qo que debe de suministrar el inversor.

b) Se selecciona directamente el valor de la impedancia que representa la carga de consumo
conectada al inversor.
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La tensión nominal de la red VsAC en México es de 127 [VRMS ], por lo que la tensión máxima
está dada por ‖VsAC‖∞ =

√
2VsAC, es decir 180 [Vp]. Si se utiliza una fuente ideal ID como

fuente de alimentación ViDC que suministra 220 [V], entonces se calcula el ı́ndice de modulación
en amplitud mediante ma = ‖VsAC‖∞

ViDC
tal que ma = 0.8181.

Para definir la carga de consumo se establece que el inversor debe de suministrar una potencia
real Po dada por 5 [kW]. Entonces, la carga de consumo que absorbe dicha potencia está dada
por la ley de potencia mediante la expresión RL = V 2

sAC
Po

. Por lo tanto la carga de consumo
RL es de 3.2258 [Ω].

Tabla 2.6
Parámetros para el diseño del filtro de acoplamiento

Los parámetros que se utilizan para el diseño del filtro de acoplamiento se resumen en la Tabla
2.6 que se muestra arriba.

Cabe señalar que algunos de estos parámetros también serán utilizados para la validación de
los modelos matemáticos en la Sección 2.4.

2.3.8.1 Filtro-LC

Se presenta el diseño del filtro de acoplamiento del tipo filtro-LC para un inversor formador
de red; se caracteriza por ser pasa-bajas (PB) y de 2do. Orden (2◦).
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Figura 2.7
Respuesta en frecuencia en magnitud de un filtro-LC

1. Determinar la función de transferencia del filtro de acoplamiento donde el orden definido
(n◦) está dado por la cantidad de elemento pasivos que almacenan enerǵıa.

Figura 2.8
Topoloǵıa de un filtro-LC

La función de transferencia del inductor Lf y del capacitor Cf (los elementos pasivos que
almacenan enerǵıa) dada por las ecuaciones (2.45) y (2.46) respectivamente.

v (t) = Lf
di (t)

dt

V (s) = sLfI (s)

(2.45) V (s)
I (s) = sLf

i (t) = Cf
dv (t)

dt

I (s) = sCfV (s)

(2.46) V (s)
I (s) = 1

sCf
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Una forma para determinar la función de trasferencia de un filtro-LC es a través de un divisor
de tensión:

Vo (s) = Z1

sL1 + Z1
Vi (s) ;donde Z1 : RL||sCf

Z1 =
RL × 1

sCf

RL + 1
sCf

= RL

1 + sRLCf

(2.47) Vo (s)
Vi (s) =

(
1

L1Cf

)
s2 +

(
1

RLCf

)
s+

(
1

L1Cf

)
2. Ya que se conoce el orden definido (n◦), se selecciona de la Tabla 2.5 el polinomio
caracteŕıstico normalizado B̌(n◦)(s′) apropiado.

(2◦) B̌(2◦) (s′) = s′2 + 1.4142 : s′ + 1

3. Para desnormalizar B̌(n◦)(s′) se remplaza s′ por s
ω1

donde ω1 es la velocidad angular de
corte donde comienza el efecto de atenuación o amplificación.

B̌(2◦)
(
s
ω1

)
=
(
s
ω1

)2
+ 1.4142

(
s
ω1

)
+ 1

(2.48) B̌(2◦)
(
s
ω1

)
= s2 + (1.4142ω1) s+ ω2

1

4. Se asocia el polinomio caracteŕıstico desnormalizado a la función de transferencia original
del filtro de acoplamiento para determinar sus parámetros.

1.4142ω1 = 1
RLCf

(2.49a)

ω2
1 = 1

L1Cf
(2.49b)

Cf = 1
1.4142ω1RL

(2.50a)

L1 = 1
ω2

1Cf
(2.50b)

2.3.8.2 Filtro-L

Se presenta el diseño del filtro de acoplamiento del tipo filtro-L para un inversor alimentador;
se caracteriza por ser pasa-bajas (PB) y de 1er. Orden (1◦).
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Figura 2.9
Respuesta en frecuencia en magnitud de un filtro-L

1. Determinar la función de transferencia del filtro de acoplamiento donde el orden definido
(n◦) está dado por la cantidad de elemento pasivos que almacenan enerǵıa.

Figura 2.10
Topoloǵıa de un filtro-L

Una forma para determinar la función de trasferencia de un filtro-L es a través de un divisor
de tensión:

Vo (s) = RL

sL1 +RL

Vi (s)

(2.51) Vo (s)
Vi (s) =

(
RL
L1

)
s+

(
RL
L1

)
2. Ya que se conoce el orden definido (n◦), se selecciona de la Tabla 2.5 el polinomio
caracteŕıstico normalizado B̌(n◦)(s′) apropiado.
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(1◦) B̌(1◦) (s′) = s′ + 1

3. Para desnormalizar B̌(n◦)(s′) se remplaza s′ por s
ω1

donde ω1 es la velocidad angular de
corte donde comienza el efecto de atenuación o amplificación.

B̌(1◦)
(
s
ω1

)
=
(
s
ω1

)
+ 1

(2.52) B̌(1◦)
(
s
ω1

)
= s+ ω1

4. Se asocia el polinomio caracteŕıstico desnormalizado a la función de transferencia original
del filtro de acoplamiento para determinar sus parámetros.

(2.53) ω1 = RL

L1
(2.54) L1 = RL

ω1

2.3.8.3 Filtro-LCL

Se presenta el diseño del filtro de acoplamiento del tipo filtro-LCL para un inversor de
soporte; se caracteriza por ser pasa-bajas (PB) y de 3er. Orden (3◦).

Figura 2.11
Respuesta en frecuencia en magnitud de un filtro-LCL

1. Determinar la función de transferencia del filtro de acoplamiento donde el orden definido
(n◦) está dado por la cantidad de elemento pasivos que almacenan enerǵıa.
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Figura 2.12
Topoloǵıa de un filtro-LCL

Para determinar la función de trasferencia de un filtro-LCL es necesario conocer la tensión en
V1(s) mediante una ley de corrientes de Kirchhoff o LCKs:

Vi (s)− V1 (s)
sL1

= V1 (s)− Vo (s)
sL2

+ V1 (s)
1
sCf

Vi (s)
sL1

+ Vo (s)
sL2

= V1 (s)
( 1
sL1

+ 1
sL2

+ sCf

)
V1 (s)

(
s2L1L2Cf + L1 + L2

sL1L2

)
= L2Vi (s) + L1Vo (s)

sL1L2

V1 (s) = L2Vi (s) + L1Vo (s)
s2L1L2Cf + L1 + L2

Una vez que se conoce la tensión en V1(s), entonces es posible conocer la función de transferencia
del filtro-LCL a través de un divisor de tensión:

Vo (s) = RL

sL2 +RL

V1 (s)

Vo (s) = RL

sL2 +RL

L2Vi (s) + L1Vo (s)
s2L1L2Cf + L1 + L2

(2.55) Vo (s)
Vi (s) =

RL
L1L2Cf

s3 +
(
RL
L2

)
s2 +

(
L1+L2
L1L2Cf

)
s+

(
RL

L1L2Cf

)
2. Ya que se conoce el orden definido (n◦), se selecciona de la Tabla 2.5 el polinomio
caracteŕıstico normalizado B̌(n◦)(s′) apropiado.

(3◦) B̌(3◦) (s′) = (s′ + 1)
(
s′2 + s′ + 1

)
= s′3 + 2s′2 + 2 s′ + 1
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3. Para desnormalizar B̌(n◦)(s′) se remplaza s′ por s
ω1

donde ω1 es la velocidad angular de
corte donde comienza el efecto de atenuación o amplificación.

B̌(3◦)
(
s
ω1

)
=
(
s
ω1

)3
+ 2

(
s
ω1

)2
+ 2

(
s
ω1

)
+ 1

(2.56) B̌(3◦)
(
s
ω1

)
= s3 + (2ω1) s2 +

(
2ω2

1

)
s+ ω3

1

4. Se asocia el polinomio caracteŕıstico desnormalizado a la función de transferencia original
del filtro de acoplamiento para determinar sus parámetros.

2ω1 = RL

L2
(2.57a)

2ω2
1 = L1 + L2

L2L2Cf
(2.57b)

ω3
1 = RL

L1L2Cf
(2.57c)

L2 = RL

2ω1
(2.58a)

L1 = 3L2(2.58b)

Cf = 2
ω2

1L1
(2.58c)

2.3.8.4 Tabla de resultados

Para conocer el valor de los elementos pasivos que almacenan enerǵıa en el filtro de acoplamiento
de cada clase de inversor se utilizan los parámetros de diseño de la Tabla 2.6 y las expresiones:
(2.49), (2.50), (2.53), (2.54), (2.57) y (2.58) según sea el caso. El resultado de este procedimiento
se muestra a continuación:

Tabla 2.7
Parámetros de cada uno de los filtros de acoplamiento
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2.4 Determinación del modelo matemático

Ahora que se procede a conocer el modelo matemático para cada clase de inversor, es
importante recordar que el principal objetivo de un modelo matemático es reducir a una
expresión numérica con una estructura definida el comportamiento en conjunto de un sistema
dinámico.

Particularmente para el presente proyecto de tesis, adicionalmente se desea conocer si los
convertidores de potencia instalados en una microrred eléctrica cuentan con las caracteŕısticas
y propiedades adecuadas para poder implementar el esquema de control propuesto, aśı como
determinar la estabilidad y simular de forma numérica.

2.4.1 Procedimiento

Cabe resaltar que se utilizan las dos aproximaciones que se mencionaron al inicio de este
caṕıtulo para determinar el modelo matemático de cada clase de inversor:

1. Se obtiene el sistema de ecuaciones a partir de las leyes de Kirchhoff pero ajustando
el conjunto de estados en términos de las coordenadas generalizadas.

2. Se obtiene el sistema de ecuaciones a partir del problema clásico de variaciones para las
funciones de enerǵıa formando un Sistema-EL a partir de los Parámetros-EL.

En la primera aproximación cabe señalar que el modelo matemático no adquiere las caracteŕısti-
cas necesarias para validar si se puede utilizar con el esquema de control propuesto porque el
conjunto de ecuaciones queda expresado a través de los estados asociados a los elementos que
almacenan enerǵıa iLf (t) y vCf (t) de forma que:

vLf (t) = Lf
diLf (t)

dt(2.59a)

iCf (t) = Cf
dvCf (t)

dt(2.59b)
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Para la implementación del esquema de control propuesto es necesario que el modelo matemático
esté expresado en coordenadas generalizadas q(t) y sus derivadas {q̇, q̈}. Por lo tanto, se busca
una relación entre los estados asociados a los elementos que almacenan enerǵıa y las coordenadas
generalizadas como:

Se tiene que iLf (t) = q̇Lf (t) ; por lo tanto
diLf (t)

dt = q̈Lf (t)(2.60a)

Se sabe que vCf (t) =
qCf (t)
Cf

donde Cf
d
(
qCf (t)
Cf

)
dt(2.60b)

En cuanto a la segunda aproximación, se utiliza el formato que se muestra a continuación para
determinar los Parámetros-EL utilizando (2.25), (2.26), (2.27) y (2.28):

Posteriormente, se procede a construir el Sistema-EL utilizando la expresión (2.16); cabe
señalar que el término ∂T (q,q̇)

∂q
es 0 para cualquier clase de inversor de tal forma que la

expresión original puede ser reducida eliminando dicho término obteniendo lo que se muestra a
continuación:

(2.16) ẋ = d
dt

(
∂T (q, q̇)

∂q̇

)
+ ∂V (q)

∂q
= F − ∂D

∂q̇
; para la ecuación (2.12)

2.4.1.1 Inversor formador de red

Utilizando ambas aproximaciones, se determina el modelo matemático de un inversor forma-
dor de red que integra un filtro de acoplamiento del tipo filtro-LC.

1. Se obtiene el sistema de ecuaciones a partir de las leyes de Kirchhoff pero ajustando
el conjunto de estados en términos de las coordenadas generalizadas.
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Figura 2.13
Inversor formador de red (utilizando la primera aproximación)

En la Figura 2.13 se observan dos estados iL1 y vCf , por lo tanto se espera que el modelo
matemático esté constituido por un sistema de dos ecuaciones diferenciales.

Utilizando la ley de corrientes de malla o LCKs en iL1 :

(2.61a) vj (t) = R1iL1 + L1
diL1

dt + vCf

Expresando la ecuación en términos de coordenadas generalizadas q:

vj (t) = R1q̇L1 + L1
dq̇L1

dt +
qCf
Cf

Utilizando la ley de tensiones en nodo o LVKs de vCf :

(2.61b) iL1 = Cf
dvCf
dt +

vCf
RL

Expresando la ecuación en términos de coordenadas generalizadas q:

q̇L1 =
dqCf
dt +

qCf
RLCf

Realizando una manipulación algebraica de las expresiones que se muestran anteriormente
dejando del lado derecho la derivada de la coordenada generalizada se tiene:

dq̇L1

dt = vj (t)
L1
− R1

L1
q̇L1 −

qCf
L1Cf

(2.62a)

dqCf
dt = q̇L1 −

qCf
RLCf

(2.62b)
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2. Se obtiene el sistema de ecuaciones a partir del problema clásico de variaciones para las
funciones de enerǵıa formando un Sistema-EL a partir de los Parámetros-EL.

Figura 2.14
Inversor formador de red (utilizando la segunda aproximación)

En la Figura 2.14 se observan las dos coordenadas generalizadas q̇L1 y qCf , por lo tanto se
espera que el modelo matemático esté constituido por un sistema de dos ecuaciones.

Ahora, utilizando los Parámetros-EL en combinación con la Ecuación Euler-Lagrange
que se muestra en (2.16) se obtiene la ecuación:

L1q̈L1 = vj (t)−R1q̇L1 −RL

(
q̇L1 − q̇Cf

)
(2.63a)

qCf
Cf

= RL

(
q̇L1 − q̇Cf

)
(2.63b)

Realizando una manipulación algebraica de la expresión que se muestra anteriormente dejando
del lado derecho la derivada de la coordenada generalizada se tiene:

q̈L1 = vj (t)
L1
− R1

L1
q̇L1 −

RL

L1

(
q̇L1 − q̇Cf

)
(2.64a)

q̇Cf = q̇L1 −
qCf
RLCf

(2.64b)
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Se observa que ambas aproximaciones del modelo matemático, (2.62) y (2.64) respectivamente,
son equivalentes.

El comportamiento de las señales q̇L1 y qCf se observa en la Figura 2.19 y en la Figura 2.20
respectivamente.

2.4.1.2 Inversor alimentador

Utilizando ambas aproximaciones, se determina el modelo matemático de un inversor ali-
mentador que integra un filtro de acoplamiento del tipo filtro-L.

1. Se obtiene el sistema de ecuaciones a partir de las leyes de Kirchhoff pero ajustando
el conjunto de estados en términos de las coordenadas generalizadas.

Figura 2.15
Inversor alimentador (utilizando la primera aproximación)

En la Figura 2.15 se observa un solo estado iL1 , por lo tanto se espera que el modelo
matemático esté constituido por un sistema de una ecuación diferencial.

Utilizando la ley de corrientes de malla o LCKs en iL1 :

(2.65) vj (t) = R1iL1 + L1
diL1

dt +RLiL1

Expresando la ecuación en términos de coordenadas generalizadas q:

vj (t) = R1q̇L1 + L1
dq̇L1

dt +RLq̇L1
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Realizando una manipulación algebraica de las expresiones que se muestran anteriormente
dejando del lado derecho la derivada de la coordenada generalizada se tiene:

(2.66) dq̇L1

dt = vj (t)
L1
−
(
R1 +RL

L1

)
q̇L1

2. Se obtiene el sistema de ecuaciones a partir del problema clásico de variaciones para las
funciones de enerǵıa formando un Sistema-EL a partir de los Parámetros-EL.

Figura 2.16
Inversor alimentador (utilizando la segunda aproximación)

En la Figura 2.16 se observan la única coordenada generalizada q̇L1 , por lo tanto se espera
que el modelo matemático esté constituido por un sistema de una ecuación.

Ahora, utilizando los Parámetros-EL en combinación con la Ecuación Euler-Lagrange
que se muestra en (2.16) se obtiene el sistema de ecuaciones:

(2.67) L1q̈L1 = vj (t)−R1q̇L1 −RLq̇L1

Realizando una manipulación algebraica de las expresiones que se muestran anteriormente
dejando del lado derecho la derivada de la coordenada generalizada se tiene:

(2.68) q̈L1 = vj (t)
L1
−
(
R1 +RL

L1

)
q̇L1
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Se observa que ambas aproximaciones del modelo matemático, (2.66) y (2.68) respectivamente,
son idénticas.

El comportamiento de la señal q̇L1 se observa en la Figura 2.21 utilizando una simulación por
ordenador.

2.4.1.3 Inversor de soporte

Utilizando ambas aproximaciones, se determina el modelo matemático de un inversor de
soporte que integra un filtro de acoplamiento del tipo filtro-LCL.

1. Se obtiene el sistema de ecuaciones a partir de las leyes de Kirchhoff pero ajustando
el conjunto de estados en términos de las coordenadas generalizadas.

Figura 2.17
Inversor de soporte (utilizando la primera aproximación)

En la Figura 2.17 se observan tres estados iL1 , vCf e iL2 , por lo tanto se espera que el modelo
matemático esté constituido por un sistema de tres ecuaciones diferenciales.

Utilizando la ley de corrientes de malla o LCKs en iL1 :

(2.69a) vj (t) = R1iL1 + L1
diL1

dt + vCf

Expresando la ecuación en términos de coordenadas generalizadas q:

vj (t) = R1q̇L1 + L1
dq̇L1

dt +
qCf
Cf

Utilizando la ley de tensiones en nodo o LVKs de vCf :

(2.69b) iL1 = iL2 + Cf
dvCf
dt
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Expresando la ecuación en términos de coordenadas generalizadas q:

q̇L1 = q̇L2 +
dqCf
dt

Utilizando la ley de corrientes de malla o LCKs en iL2 :

(2.69c) 0 = (R2 +RL) iL2 + L2
diL2

dt − vCf

Expresando la ecuación en términos de coordenadas generalizadas q:

0 = R2q̇L2 +RLq̇L2 + L2
dq̇L2

dt −
qCf
Cf

Realizando una manipulación algebraica de las expresiones que se muestran anteriormente
dejando del lado derecho la derivada de la coordenada generalizada se tiene:

dq̇L1

dt = vj (t)
L1
− R1

L1
q̇L1 −

qCf
L1Cf

(2.70a)

dqCf
dt = q̇L1 − q̇L2(2.70b)

dq̇L2

dt = −
(
R2 +RL

L2

)
q̇L2 +

qCf
L2Cf

(2.70c)

2. Se obtiene el sistema de ecuaciones a partir del problema clásico de variaciones para las
funciones de enerǵıa formando un Sistema-EL a partir de los Parámetros-EL.

Figura 2.18
Inversor de soporte (utilizando la segunda aproximación)

En la Figura 2.18 se observan las tres coordenadas generalizadas q̇L1 , qCf y q̇L2 , por lo tanto
se espera que el modelo matemático esté constituido por un sistema de tres ecuaciones.

62
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Ahora, utilizando los Parámetros-EL en combinación con la Ecuación Euler-Lagrange
que se muestra en (2.16) se obtiene el sistema de ecuaciones:

L1q̈L1 = vj (t)−R1q̇L1(2.71a)
qCf
Cf

= 0(2.71b)

L2q̈L2 = −R2q̇L2 −RLq̇L2(2.71c)

Realizando una manipulación algebraica de las expresiones que se muestran anteriormente
dejando del lado derecho la derivada de la coordenada generalizada se tiene:

q̈L1 = vj (t)
L1
− R1

L1
q̇L1(2.72a)

q̇Cf = 0(2.72b)

q̈L2 = −
(
R2 +RL

L2

)
q̇L2(2.72c)

Antes de continuar, para este caso en particular es necesario hacer un par de observaciones
para ambas aproximaciones del modelo matemático:

• Aunque el modelo matemático expresado en (2.70) se compone de tres ecuaciones, cabe
señalar que únicamente se debe de considerar solo dos de ellas. Dado que las ecuaciones (2.70a)
y (2.70c) son de carácter diferencial y la ecuación restante (2.70b) es de carácter algebraico,
esta última no forma parte del modelo matemático.

• Por otro lado, en el modelo matemático expresado en (2.72) se tiene que la ecuación
(2.72b) anula la coordenada generalizada qCf y, por lo tanto, su derivada q̇Cf . Analizando el
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circuito eléctrico, a simple vista puede observarse que esto no ocurre en ningún momento. Una
forma de resolver esto consiste en modificar las referencias de corriente utilizadas en la Figura
2.18, sin embargo, esta solución no se profundiza a detalle dado que ya se cuenta con un
modelo matemático.

Por lo tanto y para concluir el procedimiento para determinar el modelo matemático del
inversor de soporte es importante señalar que de ahora en adelante se utilizará el que se
observa nuevamente a continuación en (2.70). Adicionalmente y para efectos de validación, el
comportamiento de la señal q̇L2 se observa en la Figura 2.22.

dq̇L1

dt = vj (t)
L1
− R1

L1
q̇L1 −

qCf
L1Cf

(2.70a)

dq̇L2

dt = −
(
R2 +RL

L2

)
q̇L2 +

qCf
L2Cf

(2.70b)

2.4.1.4 Tabla de resultados

Finalmente y a modo de resumen, en la Tabla 2.8, se observa el modelo matemático que se
utilizará para cada clase de inversor:
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Tabla 2.8
Modelo matemático de cada clase de inversor

2.4.2 Validación

Es necesario realizar la validación del modelo matemático obtenido para cada clase de inversor
que se tiene en consideración. Para ello, se realizan dos simulaciones por ordenador de un
mismo modelo matemático a la par empleando diferentes herramientas del software Powersim
PSIM 9.1.1 con el fin de comparar ambos resultados.

Adicionalmente, en una sección más adelante se hace un análisis a frecuencia fundamental de
dos clases de inversores conectados entre śı en paralelo con la carga de consumo.

La señal en color naranja es el resultado de la simulación por ordenador empleando únicamente
elementos lógicos y aritméticos.

La señal en color morado es el resultado de la simulación por ordenador empleando los
componentes eléctricos.

Utilizando los parámetros de cada uno de los filtros de acoplamiento que se observan en la
Tabla 2.7 y el modelo matemático de cada clase de inversor de la Tabla 2.8, se procede a
realizar la validación mediante la simulación por ordenador como se describió anteriormente,
utilizando además, los parámetros que se muestran a continuación:
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Tabla 2.9
Parámetros para la simulación por ordenador

Figura 2.19
Comportamiento de la señal q̇L1 en el inversor formador de red

Figura 2.20
Comportamiento de la señal qCf en el inversor formador de red
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En la Figura 2.19 y en la Figura 2.20 se observa el comportamiento de las señales q̇L1 y
qCf , que corresponde a las coordenadas generalizadas que definen al modelo matemático del
inversor formador de red. Nótese la presencia de componentes armónicas, principalmente
en el comportamiento de la corriente eléctrica.

Figura 2.21
Comportamiento de la señal q̇L1 en el inversor alimentador

Figura 2.22
Comportamiento de la señal q̇L2 en el inversor de soporte

Por otra parte y a modo de comparación, el comportamiento de la corriente eléctrica a través
del inductor L1 del inversor alimentador en la Figura 2.21 es muy similar al del inversor
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Caṕıtulo 2. Modelo matemático de los convertidores de potencia

formador de red. Sin embargo, debido a la presencia del inductor adicional L2 del inversor
de soporte en la Figura 2.22, el comportamiento de la corriente eléctrica a través de él
sustancialmente atenúa las componentes armónicas porque el filtro de acoplamiento es de un
orden superior.
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Caṕıtulo 3

Fundamentos de la teoŕıa de
estabilidad y de la teoŕıa de
grafos

En este caṕıtulo se introducen los fundamentos utilizados para respaldar el esquema de control
de agentes interconectados, es decir, la teoŕıa que permite la obtención del controlador y
analizar su estabilidad considerando que el sistema en cuestión tiene la estructura de un
Sistema-EL en función de sus Parámetros-EL.

Cabe señalar que en este caṕıtulo no se realiza una demostración formal del origen del
controlador para un solo agente o para múltiples agentes que se propone en el presente
trabajo de tesis, sino que se formalizan las herramientas matemáticas que son esenciales y que
permiten, posteriormente, obtenerlo a partir de un análisis de la estabilidad del mismo.

Dado que el controlador propuesto en principio está diseñado para sistemas no-lineales o
NLSs, en la Sección 3.1 se establece la clase de sistema dinámico que se estudiará a lo largo
de este caṕıtulo, mencionando las caracteŕısticas y las propiedades necesarias para respaldar
el criterio de estabilidad en la Sección 3.5 y el análisis por contracción en la Sección 3.6.
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También se define cuando una función o matriz (cuadrada) se considera de signo definido; de
la misma forma se hace una pequeña revisión de álgebra lineal.

En la Sección 3.2 se expone la teoŕıa de grafos como herramienta que permite visualizar
la relación binaria entre un par de elementos, de la mano con el formalismo matemático de
la matriz laplaciana L . De esta forma, se describe el intercambio de información entre los
agentes interconectados en un sistema dinámico [49, p. 9][50, p. 5].

En la Sección 3.3 se introduce el concepto de acoplamiento difuso, que básicamente establece
una forma de interacción para un grupo de agentes en función de la diferencia ponderada
del comportamiento de sus estados y que es el punto de partida para la interpretación del
fenómeno de sincronización [51, 52].

En la Sección 3.4 se introduce también el fenómeno de sincronización donde se exhibe un
comportamiento colectivo y coherente de un grupo de agentes. En los esquemas de control, este
fenómeno se emplea con el objetivo de completar una actividad o tarea que tradicionalmente
un agente no puede realizar por śı solo [53, p. 179][54, p. xi].

De forma elemental y puntal en la Sección 3.5 se exhibe el criterio de estabilidad Lyapunov
que permitirá en el Caṕıtulo 4 garantizar que el controlador para un solo agente es estable
globalmente y asintóticamente para el seguimiento de una trayectoria deseada aprovechando
la estructura que posee el modelo matemático [55, p. 577][56, p. 182-187].

Expuesto de la misma manera en la Sección 3.6, el análisis por contracción es empleado
en el Caṕıtulo 5 para garantizar que el controlador para múltiples agentes es estable
globalmente y exponencialmente para la sincronización del comportamiento de los estados
utilizando un análisis basado en el cálculo de variaciones [57][58].

3.1 Introducción

Los sistemas no-lineales o NLSs pueden clasificarse a través de su estructura matemática, los
Sistemas-EL son un claro ejemplo de ello.

Sin embargo, los Sistemas-EL solo reflejan una porción en particular del tipo de sistemas
dinámicos que se estudiarán a lo largo de este caṕıtulo; establecer las caracteŕısticas y pro-
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piedades de los sistemas dinámicos sirve como punto de partida para respaldar el criterio de
estabilidad y el análisis por contracción como se observa a continuación [55, p. 562][56, p. 183]:

Considere el sistema dinámico (3.1) donde f : D→ Rn es un mapeo uniformemente continuo
y D ⊆ Rn es un conjunto abierto y acotado; además se tiene que x(t) ∈ Rn ∧ t ≥ 0.

(3.1) ẋ = f (t,x)

Ante una condición inicial dada por x0 = x(t0), la trayectoria para el sistema dinámico en
(3.1) queda expresada por x(t) := x(t;x0, t0) como se muestra en (3.2).

(3.2) ẋ = f (t0,x0) donde la trayectoria queda expresada por x (t) := x (t;x0, t0)

D- 3.1.1. Tenga en consideración la notación especial para algunos vectores y matrices que
se utilizarán en lo sucesivo:

0n := (0, 0, · · · , 0)ᵀn(3.3a)

1n := (1, 1, · · · , 1)ᵀn(3.3b)

0n×m :=


0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0


n×m

(3.3c)

1n×m :=


1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
. . .

...

1 1 · · · 1


n×m

(3.3d)

D- 3.1.2. De la misma forma, a manera de recordatorio, se define a la matriz identidad In
como se muestra continuación:

(3.4) In := diag (1, 1, · · · , 1)n
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Existe una clase en particular de matrices W de dimensiones de n× n o matrices cuadradas
que es importante definir:

D- 3.1.3. Se dice que una matriz cuadrada W que está constituida por elementos aij ∈ C
es hermı́tica si W = W∗ de forma que aij = a∗ji ∀ i 6= j [55, p. 115].

A partir de la definición de una matriz hermı́tica, es posible particularizar para el caso cuando
aij ∈ R en lugar de aij ∈ C donde se le conoce como matriz simétrica.

D- 3.1.4. En cambio, se dice que una matriz cuadrada W que está constituida por elementos
aij ∈ R es simétrica si W = Wᵀ de forma que aij = aji ∀ i 6= j.

D- 3.1.5. Se define que λi(W) es el i-ésimo eigenvalor y que νi(W) es el i-ésimo eigenvector
(derecho) de la matriz cuadrada W para i := {1, 2, · · · , n}; además, se asocia el i-ésimo
eigenvalor λi al i-ésimo eigenvector (derecho) νi de forma que en todo momento se cumple la
relación Wνi = λiνi [55, p. 44].

D- 3.1.6. Se dice que una matriz cuadrada W es no singular si se cumple que el det(W) 6= 0
[55, p. 21].

D- 3.1.7. Sea una función V (t,x) ∈ Rn especificado en el dominio dado por D : ‖x‖ ≤ h

de forma que x ∈ Rn ∧ t ≥ t0 donde h > 0 y sea otra función U (x) ∈ Rn especificada también
para el dominio D : ‖x‖ ≤ h; entonces la función V (t,x) se le considera de signo definido a
partir de la función U (x) como [55, p. 562]:

Si U (0) = 0, y además...

U (x) � 0 ∀ ‖x‖ � 0 ∧ V (t,x) � U (x) ∀ t ≥ t0(3.5a)
Se dice que V (t,x) es positiva definida
U (x) ≺ 0 ∀ ‖x‖ � 0 ∧ V (t,x) � U (x) ∀ t ≥ t0(3.5b)
Se dice que V (t,x) es negativa definida
U (x) � 0 ∀ ‖x‖ � 0 ∧ V (t,x) � U (x) ∀ t ≥ t0(3.5c)
Se dice que V (t,x) es semipositiva definida
U (x) � 0 ∀ ‖x‖ � 0 ∧ V (t,x) � U (x) ∀ t ≥ t0(3.5d)
Se dice que V (t,x) es seminegativa definida

72
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D- 3.1.8. Sea una matriz W simétrica y no singular donde sus elementos aij ∈ R; se dice
que W es de signo definido si:

xᵀ W x > 0 ∀ x 6= 0 ≡ λi(W) > 0 ∀ i := {1, 2, · · · , n}(3.6a)
Se dice que W es positiva definida
xᵀ W x < 0 ∀ x 6= 0 ≡ λi(W) < 0 ∀ i := {1, 2, · · · , n}(3.6b)
Se dice que W es negativa definida
xᵀ W x ≥ 0 ∀ x 6= 0 ≡ λi(W) ≥ 0 ∀ i := {1, 2, · · · , n}(3.6c)
Se dice que W es semipositiva definida
xᵀ W x ≤ 0 ∀ x 6= 0 ≡ λi(W) ≤ 0 ∀ i := {1, 2, · · · , n}(3.6d)
Se dice que W es seminegativa definida

PP 3.1.9. En una matriz simétrica W de orden n se cumple que λi(W) ∈ R ∧ νi(W) ∈ Rn

para i := {1, 2, · · · , n} [55, p. 46].

PP 3.1.10. En una matriz simétrica W de orden n es posible ordenar los eigenvalores como
λ1(W) ≤ λ2(W) ≤ · · ·λn(W) ≤ donde λmı́n = λ1(W) y λmáx = λn(W) [50, p. 18].

PP 3.1.11. En una matriz simétrica W los eigenvectores que corresponden a eigenvalores
diferentes son linealmente independientes [55, p. 47].

PP 3.1.12. En una matriz simétrica W los eigenvectores que son linealmente independientes
son ortogonales entre śı [55, p. 48].

La información que se ha expuesto anteriormente será utilizada en las secciones restantes de
este caṕıtulo. De la misma forma, permitirá garantizar la estabilidad en el controlador para
un solo agente o para múltiples agentes según sea el caso, considerando la tarea de control que
se realice.

Ahora, espećıficamente en el controlador para múltiples agentes será necesario también
presentar el lema de Barbalat en el L- 3.1.13 y la descomposición espectral en el
T- 3.1.14 para garantizar que la sincronización del comportamiento de los estados en el
controlador para múltiples agentes es estable globalmente y exponencialmente.
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L- 3.1.13. El lema de Barbalat establece que para un sistema dinámico g(t) donde
g : D→ R es un mapeo globalmente y uniformemente continuo, continuamente diferenciable
una vez tal que D ∈ C1, y además D : [0,∞); entonces la ecuación (3.7) se cumple si el
ĺımt→∞

∫∞
0 g(t)dt = α tal que α ∈ R ∧ α <∞ [8, p. 323].

(3.7) ĺım
t→∞

g (t) = 0

T- 3.1.14. Sea {λ1, λ2, · · · , λn} el conjunto de eigenvalores diferentes entre śı y sea también
{ν1, ν2, · · · , νn} el conjunto de eigenvectores ortogonales entre śı de una matriz simétrica W
de orden n; entonces la representación que se muestra en (3.8) es válida y se le conoce como
descomposición espectral donde Λ := diag(λ1, λ2, · · · , λn) y N := [ν1 ν2 · · · νn] [55, p. 48].

(3.8) W = NΛN−1

3.2 Teoŕıa de grafos

Un grafo es un diagrama que representa las relaciones binarias entre un par de elementos a
través de puntos y ĺıneas, tiene un gran número de aplicaciones en diversas áreas de la lógica y
la matemática [59]. De forma general, un grafo consta de dos conjuntos, el primer conjunto es
el de los nodos o vértices y el segundo conjunto es el de los arcos o aristas.

Formalmente, un grafo G es el par ordenado G = (V ,E ) donde V = {v1, v2, · · · , vP} es el
conjunto de nodos y E ⊆ V ×V es el conjunto de arcos. Por otro lado, un grafo finito es aquel
que tiene una cantidad determinada de nodos y en consecuencia, un cantidad determinada de
arcos; se utiliza P para describir esta cantidad [49, p. 8][50, p. 5]. En el presente trabajo de
tesis, los nodos de un grafo se emplean para indicar la presencia de un convertidor de potencia
y los arcos de un grafo ilustran el acoplamiento o la interacción que existe entre ellos [50, p. 2].

3.2.1 Caracteŕısticas elementales

Se dice que un grafo es homogéneo si todos sus nodos son iguales, mientras que se dice que un
grafo es heterogéneo si al menos uno de sus nodos es distinto a los demás [39].
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Un arco dirigido es un enlace de transmisión para vi y es un enlace de recepción para vj donde
se traza una flecha de vi hacia vj. En el arco (vi, vj) se dice que vi es la parte negativa y que
vj es la parte positiva. Si se tiene que {(vi, vj), (vj, vi)} ∈ E , entonces se forma un arco no
dirigido y es representado por una linea simple o una flecha bidireccional [49, p. 8]. Teniendo
esto en consideración, se dice que un grafo es dirigido si al menos contiene un arco dirigido
(propiamente también es llamado digrafo); en caso contrario, se dice que un grafo es no dirigido
si únicamente contiene arcos no dirigidos (a esta clase se les conoce simplemente como grafo)
[49, p. 8][50, p. 7].

Figura 3.1
Ilustración de los tipos de arcos en un grafo

Un grafo conectado es aquel en el que existe una trayectoria (dirigida o no dirigida) de arcos
entre cualquier par de nodos [49, p. 9]. En un grafo ponderado, los arcos tienen un valor
numérico para denotar, por ejemplo, la fuerza del acoplamiento o la intensidad de la interacción
entre dos sistemas dinámicos, en caso contrario se consideran arcos de valor unitario [50, p. 6].

La distancia d entre cualquier par de nodos está dada por el número de arcos (en un grafo no
ponderado) o la adición del valor numérico de cada arco (en un grafo ponderado) a lo largo de
una trayectoria dirigida; por otro lado, el diámetro dmáx de un grafo es la distancia más grande
que existe entre cualquier par de nodos [50, p. 7].

Un grafo es fuertemente conectado si existe una trayectoria entre cualquier par de nodos,
pero teniendo en consideración la dirección o el sentido de los arcos. Por otro lado, un grafo
es débilmente conectado si solo puede formarse una trayectoria entre cualquier par de nodos
cambiando los arcos dirigidos por arcos no dirigidos.

Se dice que vi es vecino de vj si vi env́ıa información a vj donde (vi, vj) ∈ E . Sin embargo, esto
no quiere decir que vj sea vecino de vi, para ello, también es necesario que vj env́ıe información
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a vi para que (vj, vi) ∈ E . El conjunto Ni y el conjunto Nj almacenan los nodos que son
vecinos a vi y vj respectivamente; es decir, el sub́ındice de Nx indica que el nodo vx es el
enlace de transmisión mientras que el contenido del conjunto corresponde a todos los enlaces
de recepción asociados al nodo vx [49, p. 8].

Para el caso espećıfico de un grafo no ponderado existe la operación |Nx| que indica la
cardinalidad del conjunto de vecindad Nx [49, p. 9].

El grado de salida do(vx) corresponde a el total de enlaces de transmisión que egresan de vx,
mientras que el grado de entrada di(vx) corresponde a el total de enlaces de recepción que
ingresan hacia vx. En caso de que los arcos estén ponderados, se contabiliza la ponderación
total de todos los enlaces según sea el caso [50, p. 9].

Un grafo se considera regular si todos los nodos tienen la misma cantidad de vecinos; de forma
que |Ni| = |Nj| = · · · = |NP | [39].

Un grafo se considera balanceado si el grado de salida do(vx) es igual al grado de entrada di(vx)
para todos los nodos; de forma que do(vx) = di(vx) ∀ x = {1, 2, · · · , P} [50, p. 9].

3.2.2 Caracteŕısticas matemáticas

La matriz laplaciana L es un formalismo matemático que permite describir completamente
un grafo G = (V ,E ) fusionando el álgebra lineal con la teoŕıa de grafos [50, p. 8].

Esta representación puede ser utilizada para encontrar múltiples propiedades que posee un
grafo de acuerdo a su topoloǵıa.

D- 3.2.1. Considere un grafo G = (V ,E ) donde V = {v1, v2, · · · , vP} y E ⊆ V × V ,
entonces la matriz laplaciana L ∈ RP×P está dada por [49, p. 9][44]:

Para un grafo G = (V ,E ) no ponderado:

(3.9a) l ij :=



|Ni| ; si i = j,

−1 ; si j ∈ Ni,

0 ; en cualquier otro caso
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Para un grafo G = (V ,E ) ponderado:

(3.9b) l ij :=



do (vi) ; si i = j,

−$ ; si (vi, vj) ∈ E ,

0 ; en cualquier otro caso

D- 3.2.2. Es posible definir la matriz laplaciana en términos de la matriz de grado y la
matriz de adyacencia [50, p. 9]:

(3.10) L := D −A

D- 3.2.3. La matriz de grado D ∈ RP×P es una matriz diagonal que contiene el grado
de salida de cada uno de los nodos do(vi) [50, p. 9]:

Para un grafo G = (V ,E ) no ponderado:

(3.11a) D = diag (|Ni|) ∀ i = {1, 2, · · · , P}

Para un grafo G = (V ,E ) ponderado:

(3.11b) D = diag (do (vi)) ∀ i = {1, 2, · · · , P}

D- 3.2.4. La matriz de adyacencia A ∈ RP×P es una matriz cuadrada que indica si un
nodo es adyacente a otro [50, p. 9]:

Para un grafo G = (V ,E ) no ponderado:

(3.12a) aij =
1 ; si j ∈ Ni,

0 ; en cualquier otro caso

Para un grafo G = (V ,E ) ponderado:

(3.12b) aij =
$ ; si (vi, vj) ∈ E ,

0 ; en cualquier otro caso
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Si el conjunto de nodos puede expresarse como V = {v1, v2, · · · , vx, · · · , vP}, de la misma forma
el conjunto de arcos puede expresarse como E = {e1, e2, · · · , ey, · · · , eM}; donde E ⊆ V × V y
por lo tanto ey = (vi, vj)∀y donde y := {1, 2, · · · ,M} y M ≤ P ×P . Teniendo en consideración
esto, es posible obtener una expresión matemática para describir un grafo asociando la
incidencia entre el nodo vx y el arco ey.

La matriz de incidencia K establece una relación entre el conjuntos de nodos V y el
conjunto de arcos E .

D- 3.2.5. Considere un grafo G = (V ,E ) donde V = {v1, v2, · · · , vP} y E = {e1, e2, · · · , eM},
entonces la matriz de incidencia K ∈ RP×M está dada por [50, p. 9]:

Para un grafo G = (V ,E ) no ponderado:

(3.13a) kij =



−1 ; si el arco j comienza en el nodo i,
1 ; si el arco j termina en el nodo i,

0 ; en cualquier otro caso

Para un grafo G = (V ,E ) ponderado:

(3.13b) kij =



−$ ; si el arco j comienza en el nodo i,
$ ; si el arco j termina en el nodo i,

0 ; en cualquier otro caso

N- 3.2.6. De forma particular, es posible determinar la matriz laplaciana mediante la
matriz de incidencia utilizando la expresión (3.14). Queda a criterio del lector profundizar
en las caracteŕısticas elementales del grafo, aśı como la arbitrariedad de la selección del sentido
de los arcos dirigidos para que la expresión (3.14) sea válida [50, p. 9].

(3.14) L = K K ᵀ
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Figura 3.2
Ejemplos de diferentes de grafos

a) Grafo caracterizado por ser: homogéneo, dirigido, conectado y débilmente conectado.

b) Grafo caracterizado por ser: heterogéneo, no dirigido, conectado y fuertemente conectado, además balanceado y regular.

c) Grafo caracterizado por ser: heterogéneo, no dirigido, conectado y completo.

d) Grafo caracterizado por ser: homogéneo, dirigido, no conectado y ponderado.
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A continuación se construye la matriz laplaciana L de cada uno de los grafos G = (V ,E )
que se observan en la Figura 3.2 utilizando la D- 3.2.1:

a) L =



2 −1 0 −1 0
0 1 −1 0 0
0 −1 1 0 0
0 0 0 1 −1
0 0 0 −1 1



c) L =



7 −1 . . . −1 −1
−1 7 . . . −1 −1
...

...
. . .

...
...

−1 −1 . . . 7 −1
−1 −1 . . . −1 7



b) L =



2 −1 . . . 0 −1
−1 2 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 2 −1
−1 0 . . . −1 2



d) L =



0 0 0 0 0
0 +β −β 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 +δ −δ
0 0 0 0 0



N- 3.2.7. En lo sucesivo, se particularizará el análisis únicamente para grafos no dirigidos
y no ponderados G = (V ,E ) porque son de especial interés para el presente trabajo de tesis.

PP 3.2.8. La matriz laplaciana L de un grafo no dirigido G = (V ,E ) tiene la propiedad
de ser simétrica y semipositiva definida [49, p. 10].

D- 3.1.5 Se define que λi(L ) es el i-ésimo eigenvalor y que νi(L ) es el i-ésimo eigenvector
(derecho) de la matriz laplaciana L para i := {1, 2, · · · , P}; además, se asocia el i-ésimo
eigenvalor λi al i-ésimo eigenvector (derecho) νi de forma que en todo momento se cumple la
relación L νi = λiνi [55, p. 44]

PP 3.1.10 En una matriz laplaciana L de orden P es posible ordenar los eigenvalores como
λ1(L ) ≤ λ2(L ) ≤ · · ·λP (L ) ≤ donde λmı́n = λ1(L ) y λmáx = λP (L ) [50, p. 18].

T- 3.2.9. El Teorema de Gerschgorin identifica una región en C que contiene todos los
eigenvalores de la matriz laplaciana L donde se tiene que [60][61, p. 388-393]:

(3.15)
⋃
i

x : |Lii − x| ≤
∑
j 6=i
|Lji|


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PP 3.2.10. Del T- 3.2.9 se sabe que los eigenvalores de la matriz laplaciana L se localizan
en una región centrada en máx(do(vi))± ̂0 de radio máx(do(vi)) [62][50, p. 12]:

(3.16) λmáx ≤ 2 máx(do(vi))

PP 3.2.11. De acuerdo con la D- 3.1.5 y la expresión (3.9), se observa que en la matriz
laplaciana L la adición de los elementos en un renglón es cero de forma que ∑j l ij = 0; por
lo tanto, siempre existe un primer eigenvalor λmı́n = 0 asociado al eigenvector ν1 = 1 que
corresponde al espacio nulo o al kernel de la matriz laplaciana L tal que [50, p. 14][62]:

(3.17) L 1 = 0

PP 3.2.12. El segundo eigenvalor más pequeño λ2(L ) está asociado la conectividad algebraica
de la matriz laplaciana L . Es posible inferir una caracteŕıstica particular del grafo G = (V ,E )
donde se sabe que λ2(L ) > 0 si, y solo śı, el grafo es conectado; adicionalmente, se puede
encontrar que la localización de los eigenvalores obedece la desigualdad [50, p. 19]:

(3.18) λmı́n = 0 ≤ λ2 ≤
P

P − 1 mı́n(do(vi)) ≤
P

P − 1 máx(do(vi)) ≤ λmáx

3.3 Acoplamiento difuso

El concepto de acoplamiento difuso aparece durante el estudio de los esquemas de control de
agentes interconectados para sistemas dinámicos idénticos uno de otro [51][52]. La difusión es
una forma de interacción en donde existe una propagación del comportamiento dinámico hacia
los agentes más cercanos, semejante al movimiento de entes en un punto de alta concentración
a un punto de baja concentración.

En un esquema de control de agentes interconectados, el fenómeno de sincronización es una
consecuencia del acoplamiento difuso entre los sistemas dinámicos [51].
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Los sistemas dinámicos están difusamente acoplados si interactúan uno con otro a través de la
expresión (3.19) donde ξ > 0 es una constante positiva que describe la fuerza de la interacción
y yi, yj denota la señal de respuesta de los sistemas dinámicos i y j respectivamente como se
muestra a continuación [51]:

(3.19) ui = ξ (yj − yi)

De igual manera, se dice que el esquema de control de agentes interconectados está difusamente
acoplada si los sistemas dinámicos interactúan uno con otro a través de la expresión (3.20)
donde adicionalmente $ corresponde a la ponderación de la interconexión y Ni es el conjunto
de vecindad del sistema dinámico i [51]:

(3.20) ui = ξ
∑
j∈Ni

$ij (yj − yi)

3.4 Sincronización

La sincronización corresponde a la coordinación de una serie de eventos, cronometrados y
definidos, para que un grupo de agentes actúe como un solo sistema dinámico [54, p. 7].

Tradicionalmente, en un sistema dinámico compuesto por múltiples agentes, el controlador
de un solo agente únicamente conoce el comportamiento de sus estados. Esto quiere decir que
cualquier incertidumbre o perturbación que se presente en el sistema dinámico será corregido
únicamente por el agente afectado, degradando la coordinación y disminuyendo el desempeño.
En consecuencia, los agentes restantes no responden a la incertidumbre o perturbación porque
el controlador es incapaz de conocer cuándo y cómo se presenta este fenómeno indeseable.

La sincronización asegura que el comportamiento de los estados en todos los agentes presentes
en un sistema dinámico estén gobernados por una restricción en común [54, p. 19].

La sincronización basada en el acoplamiento cruzado establece que la acción de control
que efectúe el controlador de cada agente i está determinada por: en primer lugar, un lazo
de retroalimentación para conocer el error entre el comportamiento de los estados xi y la
trayectoria deseada x?; y en segundo lugar, dos lazos de retroalimentación adicionales para
conocer el error respecto al comportamiento de los estados de los agentes adyacentes xj (el
agente antecesor i− 1 y el agente posterior i+ 1) [54, p. 7].
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Figura 3.3
Sincronización basada en el acoplamiento cruzado

El controlador para un solo agente tradicionalmente tiene como principal objetivo de control
que el comportamiento de los estados de un sistema dinámico x ∈ RN efectúen el seguimiento
de una trayectoria deseada x? ∈ RN , donde se utiliza la definición del error de seguimiento
ε(t) de forma que eventualmente ε(t)→ 0.

ε (t) = x? (t)− x (t)(3.21a)

ĺım
t→∞

ε (t) = 0(3.21b)

Considere ahora un sistema dinámico compuesto por múltiples agentes donde se tiene el objetivo
de control adicional de efectuar la sincronización del comportamiento de los estados de cada
agente. Para ello, es necesario encontrar la restricción asociada a la sincronización que asegure
el comportamiento coordinado de los estados en todos los agentes [54, p. 20-21].

La restricción asociada a la sincronización puede aparecer de distintas maneras y depende
generalmente del objetivo de control. Como se mencionó anteriormente, usualmente se desea que
el comportamiento de los estados xi ∈ RN de cada agente i con i = {1, 2, · · · , N} efectúen el
seguimiento una trayectoria deseada x? ∈ RN ; sin embargo, a veces es necesario considerar un
desfasamiento en el comportamiento de los estados para algunas situaciones en particular, como
por ejemplo: durante la creación de una formación para un grupo de veh́ıculos no tripulados en
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movimiento o cuando un objeto con una geometŕıa definida es cargado utilizando una serie
manipuladores robóticos.

En la Figura 3.4 se observan dos manipuladores robóticos donde la restricción asociada a la
sincronización queda determinada por la geometŕıa del objeto que cargan [54, p. 22-23].

Una vez que se tiene el conocimiento de la restricción asociada a la sincronización es posible
definir el objetivo asociado a la sincronización [54, p. 21].

Figura 3.4
Sincronización de dos manipuladores robóticos

Si bien existe un método formal para conocer el objetivo asociado a la sincronización conside-
rando el ejemplo del sistema dinámico de los dos manipuladores en [54, p. 22-23], sin pérdida de
la generalidad es sencillo observar que ante la presencia de una incertidumbre o perturbación
x′i(t), existe un efecto directo en el estado de referencia x0(t), independientemente del mani-
pulador robótico i con i = {1, 2} donde ocurra el fenómeno indeseable; para prevenir que el
objeto caiga, es necesario que el controlador tenga como objetivo de control la sincronización
del comportamiento de los estados de los agentes presentes. En este ejemplo en particular
es necesario que el error de seguimiento ε1(t) del primer manipulador robótico sea igual al
error de seguimiento ε2(t) del segundo manipulador robótico para mitigar los efectos x′i(t) en
el escenario que se ha descrito.
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Entonces la expresión que se muestra a continuación describe el objetivo asociado a la sincro-
nización:

ε1 (t) = ε2(t)

Realizando una manipulación algebraica del objetivo asociado a la sincronización se obtiene

una expresión que es de mayor utilidad:

ε1 (t)− ε2 (t) = 0

Aśı como se utiliza la definición del error de seguimiento ε(t) como una medida de la evolución
del seguimiento de una trayectoria deseada, se puede definir el error de sincronización ε(t)
como una medida de la evolución de la sincronización del comportamiento de los estados de
todos los agentes.

Cabe señalar que el error de sincronización ε(t) se debe de definir en función de la restricción
asociada a la sincronización y del objetivo asociado a la sincronización [54, p. 26].

El controlador para múltiples agentes también tiene como objetivo de control que el com-
portamiento de los estados del agente i dados por xi ∈ RN efectúen la sincronización con el
comportamiento de los estados del agente j dados por xj ∈ RN , donde se utiliza la definición
del error de sincronización εi(t) de forma que eventualmente εi(t)→ 0.

εi (t) =
∑
j∈Ni

[εi (t)− εj (t)](3.22a)

ĺım
t→∞

εi (t) = 0(3.22b)

Entonces el controlador considera un objetivo dual en donde busca que el error de seguimiento
y el error de sincronización sean cero, tal que εi(t) → 0 y que εi(t) → 0; De esta forma se
efectúa el seguimiento de una trayectoria deseada y la sincronización del comportamiento de
los estados de todos los agentes [54, p. 27].

Si bien la definición del error de seguimiento εi y del error de sincronización εi parecen ser
exclusivas para el ejemplo de los dos manipuladores robóticos que se observa en la Figura 3.4
(y en consecuencia, de la selección de la restricción asociada a la sincronización y del objetivo
asociado a la sincronización), pueden aplicarse a otra clase de sistemas dinámicos.
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La sincronización basada en el acoplamiento cruzado es descrita por grafo con una topoloǵıa
en forma de anillo como se muestra en el inciso b) de la Figura 3.2.

Bajo esta premisa, el esquema de control que se utiliza para el presente proyecto de tesis
se caracteriza por formar un grafo con una topoloǵıa en forma de anillo. Adicionalmen-
te, el controlador que se utiliza de ahora en adelante se basa en el objetivo dual que se
mencionó anteriormente, donde se emplean las definiciones del error de seguimiento y del
error de sincronización que se presentaron a lo largo de esta sección porque están alineadas
con la contribución de este trabajo.

3.5 Criterio de estabilidad de Lyapunov

El análisis de estabilidad de un sistema dinámico es una parte esencial en la ingenieŕıa de
control, y para el presente trabajo de tesis no es la excepción. Existen múltiples metodoloǵıas
para determinar si un sistema dinámico es estable y difieren entre ellas de acuerdo a las
condiciones con las que se realiza el análisis. El criterio de estabilidad de Lyapunov
(en honor a A. M. Lyapunov) tradicionalmente realiza este estudio entorno a los puntos de
equilibrio del sistema dinámico y permite demostrar si la solución está acotada [8, p. 111-112].

Un punto de equilibrio es estable si todas las soluciones que comienzan en una vecindad de dicho
punto permanecen cerca de él; caso contrario, es inestable. El criterio de estabilidad de
Lyapunov es una herramienta fundamental para los sistemas no-lineales o NLSs y establece
condiciones suficientes para diferentes definiciones de estabilidad [8, p. 112].

D- 3.5.1. Se dice que x0 = 0 es el punto de equilibrio trivial al origen si el sistema
dinámico (3.1) satisface [55, p. 562]:

(3.23) 0 = f (t0,0) donde la trayectoria queda expresada por x (t) := x (t; 0, t0)

D- 3.5.2. Se dice que x0 = x0 es un punto de equilibrio si el sistema dinámico (3.1)
también satisface [55, p. 562]:

(3.24) 0 = f (t0,x0) donde la trayectoria queda expresada por x (t) := x (t;x0, t0)
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Sin pérdida de la generalidad, cualquier punto de equilibrio puede trasladarse al origen a través
de un cambio de variable. Tomando esto en cuenta, considere ahora el cambio de variable
y = x − x0 de forma que con la nueva variable y el sistema dinámico (3.2) tiene el punto
de equilibrio en el origen, de esta forma es posible estudiar la estabilidad de los puntos de
equilibrio en el origen independientemente de donde se encuentren localizados originalmente [8,
p. 112].

Si se tiene que:

(3.25a) ẋ = ẏ

De la expresión anterior:

(3.25b) f (t,x) = f (t,y + x0) donde f (t,y + x0) := g (t,y)

Se dice queV (t,x) es una función diferenciable a lo largo de la trayectoria del sistema dinámico
(3.1) dada por x (t;x0, t0) y se calcula como [55, p. 563]:

De forma compacta:

(3.26a) d
dt V (t,x) = ∂

∂t
V (t,x) +

n∑
i=1

∂

∂xi
V (t,x)

Expandiendo los términos:

(3.26b) d
dt V (t,x) = ∂

∂t
V (t,x (t;x0, t0)) +

n∑
i=1

∂

∂xi
V (t,x (t;x0, t0))

D- 3.5.3. La estabilidad del punto de equilibrio trivial al origen del sistema dinámico
(3.1) puede considerarse de diferentes formas, dos de ellas son [55, p. 563-564]:

• Es estable localmente si para cualquier constante η > 0 existe un tiempo t′0 ≥ t0 ≥ 0 y
una vecindad ϑ(t′0, η) tal que ∀ t ≥ t0 se tiene que la norma acotada de la solución ‖x(t;x0, t0)‖
es menor que η, es decir que se cumple la desigualdad ‖x(t;x0, t0)‖ < η siempre que se tenga
x0 = x0(t′0) ∧ ‖x0‖ < ϑ.

• Es estable localmente y asintóticamente si es estable localmente y además se
tiene que el ĺımt→∞ ‖x(t;x0, t0)‖ = 0.
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T- 3.5.4. El teorema de Lyapunov (en honor a A.M. Lyapunov) formaliza el estudio de
la estabilidad del punto de equilibrio trivial al origen del sistema dinámico (3.1) cuando
se tiene el conocimiento de alguna trayectoria de la forma x(t) := x(t;x0, t0) en una función
candidata o función de Lyapunov V (t,x) que cumple con las condiciones (i)-(iv); el resultado
queda determinado ya sea por la condición (v) o por la condición (vi) que se observan a
continuación [55, p. 566-569]:

(i) La función candidata V (t,x) está definida para ‖x‖ < h ∧ t ≥ t0.

(ii) Cuando x = 0, se tiene que la función candidata cumple que V (t,0) = 0.

(iii) V (t,x) es continua.

(iv) V (t,x) es positiva definida.

(v) Es estable localmente si se tiene que V (t,x) decrece o no incrementa en t ≥ t0 ∀ x0

donde ‖x‖ < h.

(vi) Es estable localmente y asintóticamente si se tiene queV (t,x) decrece monotónica-
mente hasta llegar a cero donde ĺımt→∞V (t,x) = 0.

D- 3.5.5. El punto de equilibrio de la D- 3.5.3 es estable globalmente y asintótica-
mente si ĺımt→∞ x(t) = 0 para cualquier x0 = x(t0) de norma acotada [55, p. 576].

T- 3.5.6. El teorema de Barbashin-Krasovskii (en honor a E.A. Barbashin y N.N.
Krasovskii) amplia el resultado del T- 3.5.4 donde el estudio de la estabilidad del punto de
equilibrio trivial al origen del sistema dinámico (3.1) cuando la solución conocida de la forma
x(t) := x(t;x0, t0) en una función candidata o función de Lyapunov V (t,x) que cumple con
las condiciones (i)-(iv) y (vi) es ahora estable globalmente y asintóticamente si además
V (t,x) es radialmente no acotada tal que el ĺım‖x‖→∞ V (t,x) =∞ [55, p. 577].

N- 3.5.7. Observe que para utilizar el criterio de estabilidad de Lyapunov no es
necesario que la función candidata o función de Lyapunov V (t,x) sea diferenciable.

N- 3.5.8. Por otro lado, si la función candidata o función de Lyapunov V (t,x) es diferen-
ciable, entonces se tiene que V̇ (t, ẋ) = V̇ (t,f(t,x)). Por lo tanto, ya no es necesario tener el
conocimiento de alguna solución de la forma x(t) := x(t;x0, t0) para realizar el estudio de la
estabilidad del punto de equilibrio trivial al origen del sistema dinámico (3.1); el resultado
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queda determinado por V (t,x) = V̇ (t,f(t,x)) ya sea por la condición (v) o por la condición
(vi) como se hace en el T- 3.5.4.

3.6 Análisis por contracción

El análisis por contracción permite estudiar la estabilidad de un sistema dinámico sin la
necesidad de conocer algún punto de equilibrio o alguna solución nominal; un sistema dinámico
es estable en una región de operación si las condiciones iniciales o las alteraciones temporales
“desaparecen” [57][58].

Esto quiere decir cualquier trayectoria que tenga el comportamiento de los estados converge
a una única solución. Básicamente el comportamiento de los estados es independiente de
las condiciones iniciales o las alteraciones temporales, entonces es posible realizar un análisis
diferencial para conocer si un sistema no-lineales o NLSs es estable; bajo esta última premisa,
es útil considerar que el concepto de convergencia es homólogo al concepto de estabilidad,
es decir, un sistema contractivo es un sistema estable [57, p. 1-8].

3.6.1 Sistemas dinámicos en una región de contracción

Para el desarrollo del análisis por contracción tenga en consideración también la información
recuperada de otras secciones que se muestra a continuación:

D- 2.1.5 Un desplazamiento virtual δx ocurre cuando un sistema de coordenadas se
desplaza una distancia infinitesimal para el mismo instante de tiempo.

De ahora en adelante se utiliza δx en lugar de δr

De la D- 2.1.5 se tiene que δx define una forma diferencial tangencial lineal y δxᵀδx define
una forma cuadrática tangencial asociada.

Considere dos trayectorias vecinas en el sistema dinámico (3.1) como se muestra en la Figura
3.5; por otro lado, se tiene que δx corresponde a un desplazamiento virtual entre las dos
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trayectorias vecinas y que ‖δx‖2
2 = δxᵀδx es la longitud de separación cuadrada definida

a través de la norma euclideana.

Figura 3.5
Dos trayectorias vecinas en el sistema dinámico (3.2)

A partir de las propiedades del sistema dinámico en (3.1), se puede asumir que es continuamente
diferenciable; por lo tanto, para la forma diferencial tangencial lineal δx:

d(δx)
dt = ∂f (t,x)

∂x
δx(3.27)

= δẋ

Si se hace lo mismo para la forma cuadrática tangencial asociada δxᵀδx se obtiene la tasa de
cambio como se muestra a continuación:

(3.28) d(δxᵀδx)
dt = d(‖δx‖2

2)
dt = 2 (δxᵀδẋ) = 2 δxᵀ ∂f (t,x)

∂x
δx

D- 3.6.1. Se le conoce como matriz jacobiana (en honor a C.G. Jacob Jacobi) a la matriz
cuyos elementos son las derivadas parciales de primer orden de una función vectorial de varias
variables; considerando el sistema dinámico que se muestra en (3.1), queda expresada de forma
expĺıcita como se observa a continuación [63]:
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∂f (t,x)
∂x

=



∂f1(t,x)
∂x1

∂f1(t,x)
∂x2

· · · ∂f1(t,x)
∂xn

∂f2(t,x)
∂x1

∂f2(t,x)
∂x2

· · · ∂f2(t,x)
∂xn

...
...

. . .
...

∂fn(t,x)
∂x1

∂fn(t,x)
∂x2

· · · ∂fn(t,x)
∂xn

(3.29)

= F (t,x)

D- 3.6.2. Cualquier matriz cuadrada W puede escribirse como la adición de su parte
simétrica Wsim y su parte antisimétrica Want donde [64]:

(3.30) W = Wsim + Want

Wsim = 1
2 (W + Wᵀ)(3.30a)

Want = 1
2 (W−Wᵀ)(3.30b)

Analizando la expresión (3.28) y teniendo en consideración la D- 3.6.1 y la D- 3.6.2: se
observa que el término ∂f(t,x)

∂x
corresponde a la matriz jacobiana F(t,x) (de acuerdo con

(3.29)); si originalmente no forma una matriz simétrica, entonces puede conocerse parte simétrica
a través de Fsim(t,x) = 1

2 [F(t,x) + Fᵀ(t,x)] (similar a (3.30a)).

Si se tiene que λmáx(t,x) = λn(Fsim(t,x)) donde:

(3.31a) d(δxᵀδx)
dt ≤ 2 λmáx (t,x) δxᵀδx

Entonces:

(3.31b) ‖δx‖2
2 ≤ ‖δx0‖e

∫ t
0 λmáx(t,x)dt

Se asume que λmáx(t,x) es uniformemente continua y definida negativa tal que de la D- 3.1.7
se selecciona una función constante U(x) = β donde ∃β > 0 ∀x ∧ t ≥ 0 tal que λmáx(t,x) ≤
−β < 0; entonces para cualquier desplazamiento virtual δx se tiene que la longitud de separación
cuadrada ‖δx‖2

2 converge exponencialmente a cero.
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D- 3.6.3. Sea el sistema dinámico (3.1), se dice que una región (un conjunto abierto y
conexo) del espacio de estados es una región de contracción si se cumple que [57, p. 4]:

Considere que ∃β ∈R > 0 ∀x ∧ t ≥ 0 es una función constante

Fsim (t,x) = 1
2

[(
∂f (t,x)
∂x

)
+
(
∂f (t,x)
∂x

)T ]
� −βI ≺ 0(3.32)

Figura 3.6
Región de contracción en el sistema dinámico (3.1)

Considere ahora una vecindad centrada en alguna trayectoria x0 de radio constante η denotada
por ϑ(x, η) que permanece en la región de contracción en todo momento; dado que la longitud
de separación cuadrada ‖δx‖2

2 decrece de forma exponencial tal que el ĺımt→∞ ‖δx‖2
2 = 0 en la

región de contracción, esto implica que cualquier otra trayectoria x′(t;x′0, t0) que comience
en la vecindad ϑ(x, η) permanece también dentro de ella en todo momento y converge
localmente y exponencialmente a la primera trayectoria x(t;x0, t0) dada.

T- 3.6.4. Sea el sistema dinámico (3.2) y una vecindad centrada en alguna trayectoria de
radio constante; si una trayectoria adicional comienza dentro de la vecindad y se mantiene en la
región de contracción en todo momento, entonces la trayectoria adicional permanece dentro
de la vecindad y converge localmente y exponencialmente a la trayectoria original. Si
todo el espacio de estados es una región de contracción entonces cualquier otra trayectoria
adicional converge globalmente y exponencialmente a la trayectoria original [57, p. 4].
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Caṕıtulo 3. Fundamentos de la teoŕıa de estabilidad y de la teoŕıa de grafos

El T- 3.6.4 establece condiciones suficientes para el criterio de convergencia, sin embargo,
es posible extenderlo a través de una generalización de la longitud de separación cuadrada donde
se obtienen condiciones necesarias y suficientes; de forma general se presenta el procedimiento
para lo anterior y que puede encontrarse en [57, p. 1-8].

Cabe señalar que muchos conceptos no se exponen apropiadamente dado que exceden los
ĺımites del presente trabajo de tesis como: análisis generalizado de eigenvalores, análisis de
métricas, tensores, espacios topólogicos, entre otros; queda a criterio del lector profundizar en
ellos para comprender la justificación detrás del análisis por contracción.

El desplazamiento virtual δx entre dos trayectorias vecinas puede ser expresado también
como una transformación en coordenadas diferenciales donde Θ(t,x) es una matriz cuadrada.

(3.33) δw = Θ (t,x) δx

Esto lleva a una generalización de la longitud de separación cuadrada ‖δx‖2
2 = δxᵀδx donde

Υ(t,x) = Θᵀ(t,x)Θ(t,x) es una métrica caracterizada por ser simétrica, continuamente
diferenciable, y que se asume uniformemente continua y definida positiva; de tal forma que si
δw converge exponencialmente a 0 implica que δx también lo haga a 0.

‖δw‖2
2 = δwᵀδw(3.34)

= δxᵀΥ (t,x) δx

De forma similar al procedimiento realizado en (3.27), la derivada en el tiempo de (3.33) está
dada por:

(3.35) δẇ = d(δw)
dt = Θ̇δx+ Θδẋ =

(
Θ̇ + Θ ∂f (t,x)

∂x

)
Θ−1δw

Continuando con el procedimiento, a partir de lo que se hace (3.28), la derivada en el tiempo
de (3.34) queda expresada como:

(3.36) d(δwᵀδw)
dt = d(‖δw‖2

2)
dt = 2 (δwᵀδẇ) = 2 δwᵀ

(
Θ̇ + Θ ∂f (t,x)

∂x

)
Θ−1δw
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Entonces la ecuación (3.36) describe la tasa de cambio de la longitud de separación
cuadrada a través de las coordenadas diferenciales δw; de ah́ı, el término F′(t, δw,x) =
(Θ̇ + Θ ∂f(t,x)

∂x
)Θ−1δw se asocia a la matriz jacobiana y se le conoce formalmente como la

derivada covariante (ver [57, p. 6]) de f(t,x) a través de las coordenadas diferenciales δw.

Homólogo al razonamiento que se hace en la D- 3.6.3 y en el T- 3.6.4, se tiene que δw,
y por ende, δx, convergen localmente y exponencialmente a 0 en alguna región de
contracción del espacio de estados que se puede encontrar cuando la derivada covariante
F′(t, δw,x) es uniformemente continua y negativa definida.

La ecuación (3.35) puede ser expresada en las coordenadas originales δx como se muestra a
continuación:

(3.37) Θᵀδẇ = Θᵀ d(δw)
dt = Υδẋ+ ΘᵀΘ̇δx =

(
Υ ∂f (t,x)

∂x
+ ΘᵀΘ̇

)
δx

Se le conoce formalmente a Υδẋ+ ΘᵀΘ̇δx como el covariante diferencial de velocidad
(ver [57, p. 8]); entonces, la tasa de cambio para la longitud de separación está dada por:

(3.38) d(δwᵀδw)
dt = δxᵀ

[(
∂f (t,x)
∂x

)T
Υ + Υ̇ + Υ

(
∂f (t,x)
∂x

)]
δx

Recordando que la tasa de cambio dela longitud de separación a partir de la ecuación (3.34)
quedaŕıa definida como:

(3.39) d(δwᵀδw)
dt = d(δxᵀΥ (t,x) δx)

dt ; Υ (t,x) = Θᵀ (t,x) Θ (t,x)

D- 3.6.5. Sea el sistema dinámico (3.1), se dice que una región (un conjunto abierto y
conexo) del espacio de estados es una región de contracción si se cumple que [57, p. 8]:

Considere que ∃β ∈R > 0 ∀x ∧ t ≥ 0 es una función constante(
∂f (t,x)
∂x

)T
Υ + Υ̇ + Υ

(
∂f (t,x)
∂x

)
� −βΥ(3.40)

Aśı como la D- 3.6.5 es una generalización de la D- 3.6.3, el T- 3.6.6 es también una
generalización del T- 3.6.4.
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T- 3.6.6. Sea el sistema dinámico (3.1) y una vecindad centrada en alguna trayectoria de
radio constante respecto a una métrica Υ(t,x) caracterizada por ser simétrica, continuamente
diferenciable, y que se asume uniformemente continua y definida positiva; si una trayectoria
adicional comienza dentro de la vecindad y se mantiene en la región de contracción en
todo momento, entonces la trayectoria adicional permanece dentro de la vecindad y converge
localmente y exponencialmente a la trayectoria original. Si todo el espacio de estados es
una región de contracción respecto a la métrica Υ(t,x), entonces cualquier otra trayectoria
adicional converge globalmente y exponencialmente a la trayectoria original [57, p. 8].

3.6.2 Combinación de sistemas dinámicos

El análisis por contracción para sistemas no-lineales o NLSs tiene beneficio en en particular
de que puede extenderse para diferentes combinaciones de un número arbitrario de sistemas
dinámicos; por mencionar algunos ejemplos de combinaciones, los sistemas dinámicos pueden
conectarse en serie o paralelo. Esto quiere decir que si en al menos dos sistemas dinámicos se
ha identificado una región de contracción donde cualquier trayectoria converge exponen-
cialmente (ya sea localmente o globalmente) una con otra, entonces para una combinación
en espećıfico de ambos, la propiedad de convergencia se conserva [65, 66].

A continuación se presenta el desarrollo para una combinación jerárquica de dos sistemas
dinámicos, que es el caso que es de especial interés para el presente trabajo de tesis.

Considere dos sistemas dinámicos de la forma (3.1) denotados por i := {1, 2} tal que se tiene
ẋ1 = f1(t,x1) y ẋ2 = f2(t,x2) posiblemente de diferente dimensión ni y de diferente métrica
Υi conectados en serie donde el comportamiento dinámico queda expresado en coordenadas
virtuales de la forma [66]:

(3.41)
[
δẇ1

δẇ2

]
=
[
W11 0
W21 W22

] [
δw1

δw2

]

Analizando el formato del sistema dinámico (3.41), se observa claramente que la primera
ecuación no depende de la segunda. Utilizando la D- 3.6.3 se puede demostrar que W11δw1

converge exponencialmente a 0 si W11 es negativa definida; y lo mismo puede ocurrir para
W22δw2 si las condiciones también se cumplen. Por otro lado, W21δw1 es una perturbación
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que se desvanece de forma exponencial, por lo tanto, el sistema dinámico 3.41 converge
exponencialmente a 0 [57].

T- 3.6.7. El sistema dinámico (3.41) es un sistema contractivo siempre y cuando W21

este acotado [65, 66].

Este resultado puede extenderse para sistemas dinámicos de más de dos ecuaciones, utilizándolo
de forma recursiva como se muestra anteriormente.

EM3.6.8. En el control por modos deslizantes puede interpretarse una combinación jerárquica
para la variable compuesta ς de magnitudes f́ısicas como posición x̃ y velocidad ˙̃x (en términos
del error) como ς = ˙̃x+ γx̃ donde el T- 3.6.7 provee de un marco de referencia para realizar
el análisis por contracción de dos ecuaciones como [65, 66]:

ς̇ = τ(ς, t) Sistema contractivo debido a la selección de la ley de control(3.42a)

ς = ˙̃x+ γx̃ Sistema contractivo por la definición de ς(3.42b)

3.6.3 Contracción parcial

El concepto de contracción parcial permite extender el análisis por contracción cuando
no se puede encontrar una región de contracción. Originalmente se desea saber si cualquier
trayectoria de un sistema dinámico converge exponencialmente (ya sea localmente o
globalmente) una con otra; sin embargo, la contracción parcial realiza una interpretación
más relajada donde busca convergencia a propiedades espećıficas (como igualdad en las
componentes de los estados o permanencia en una subvariedad) [58].

La contracción parcial es una herramienta especialmente poderosa para estudiar el fenómeno
de sincronización en un esquema de control de agentes interconectados.

Considere el sistema original en (3.43a) y el sistema auxiliar en (3.43b); cabe señalar que el
sistema dinámico (3.43b) es un sistema contractivo con respecto a y.

ẋ = f (x,x, t)(3.43a)

ẏ = f (y,x, t)(3.43b)
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T- 3.6.9. Si en una solución en particular del sistema auxiliar (3.44) se verifica una propiedad
espećıfica de diferenciabilidad y/o suaviadad, entonces para cualquier trayectoria del sistema
original (3.44) se valida la misma propiedad pero de forma exponencial y se categoriza como
un sistema parcialmente contractivo [58].

Como se mencionó anteriormente, la permanencia en una subvariedad es otra de las propiedades
espećıficas que puede verificar el concepto de contracción parcial. En [67, p. 121] y en [68]
se puede encontrar un par de ejemplos de la forma de verificar la existencia una subvariedad
lineal e invariante del espacio de estados.

3.6.4 Sincronización y contracción parcial

Ahora se extiende el concepto de contracción parcial como una interpretación del fenómeno de
sincronización; considere dos sistemas dinámicos acoplados ẋ1 = f(x1, t) y ẋ2 = f(x2, t).

T- 3.6.10. Si se satisface la expresión (3.44) y se tiene que f(x1, t) es un sistema con-
tractivo independientemente de métrica que se seleccione, entonces x1 y x2 convergen
exponencialmente independientemente de las condiciones iniciales o alteraciones temporales
[67, p. 56].

(3.44) ẋ1 − f (x1, t) = ẋ2 − f (x2, t)

Matemáticamente, la sincronización concurrente verifica la existencia una subvariedad
lineal e invariante del espacio de estados [67, p. 56].
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Caṕıtulo 4

Esquema de control para el
caso de un solo agente

La śıntesis de un controlador para sistemas no-lineales o NLSs generalmente solo es posible para
casos muy particulares. Esto se debe evidentemente a la complejidad del modelo matemático
del sistema dinámico que incorpora elementos no-lineales, pero también principalmente a que
no existe una estructura definida para el modelo matemático en muchos casos.

Independientemente de ello, se ha logrado identificar una clase en particular de sistemas
no-lineales o NLSs que se estudiaron en el Caṕıtulo 2 denominados Sistemas-EL. Bajo está
premisa, dado que ahora se conoce una estructura en particular, se facilita el desarrollo de
metodoloǵıas para la śıntesis de controladores.

Como se mencionó previamente, esta clase de sistemas dinámicos abarcan una amplia gama de
aplicaciones en diferentes ramas de la ingenieŕıa, incluyendo la electricidad y la electrónica.

Gran parte del desarrollo de las metodoloǵıas para la śıntesis de controladores en los Sistemas-
EL se ha suscitado en la rama de la robótica; sin embargo, dado que se maneja un estructura en
particular con caracteŕısticas bien definidas, debe de ser posible utilizarlo en algún otro tipo de
sistema dinámico siempre que se tenga en consideración los requisitos para su implementación.
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El controlador propuesto está orientado espećıficamente a manipuladores robóticos donde
se utiliza un modelo matemático por enerǵıa formando un Sistema-EL en función de sus
Parámetros-EL. A pesar de ello y retomando lo anterior, dado que se considera una es-
tructura en particular, esto no impide que se pueda utilizar también, por ejemplo, para los
convertidores de potencia instalados en una microrred eléctrica donde ya se obtuvo el modelo
matemático por enerǵıa para diferentes clases de inversores en el Caṕıtulo 2.

Posteriormente, se extiende el desarrollo para incluir la sincronización del comportamiento de
los estados como una tarea de control adicional.

El controlador para un solo agente que se utiliza en el presente trabajo de tesis está inspirado
en el controlador adaptivo de Slotine (en honor a J.J. Slotine) [41, 42]; está sintonizado para
realizar dos tareas de control en espećıfico como se muestra a continuación donde se garantiza
un comportamiento estable globalmente y asintóticamente:

1. El seguimiento de una trayectoria deseada q?(t) para establecer el comportamiento de
los estados.

2. La estimación de parámetros desconocidos θ para compensar incertidumbres o pertur-
baciones en el modelo matemático

4.1 Controlador para un solo agente

Antes de presentar el controlador para un solo agente considere algunas de las propiedades
que posee un Sistema-EL en términos de sus Parámetros-EL.

PP 2.1.25 El Sistema-EL de la N- 2.1.18 mediante una manipulación apropiada puede
tener una representación alternativa como se muestra en (2.21) donde C(q, q̇) : RN × RN →
RN×N se conoce como la matriz de fuerzas centŕıfugas/de coriolis y G(q) = ∂V(q)

∂q
es una fuerza

o par (generalizado) que aparece debido a la presencia de campos de potencia [39, 40].

(2.21) M (q) q̈ + C (q, q̇) q̇ + G (q) = τ
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PP 2.1.26 El Sistema-EL de la forma (2.21) puede ser parametrizado linealmente mediante
una matriz de regresión de funciones conocidas Φ(q, q̇, q̈) y un vector que contiene los parámetros
desconocidos θ tal que Φ ∈ RN×R y θ ∈ RR para la implementación de una ley de estimación
en el esquema de control como se verá más adelante [19, p. 29][39-42].

(2.22) M (q) q̈ + C (q, q̇) q̇ + G (q) = Φ (q, q̇, q̈)θ

Sea una trayectoria deseada q?(t) ∈ RN y sean algunos o todos los parámetros desconocidos
θ ∈ RR, se deriva una ley de control que permite realizar el seguimiento de la trayectoria
deseada en (4.1) y una ley de estimación que a la vez puede ejecutar la estimación de los
parámetros desconocidos en (4.2) donde A y B son matrices constantes y positivas definidas.

τ (t) = M̂ (q) q̈′ + Ĉ (q, q̇′) q̇ + Ĝ (q)−Bς(4.1)

˙̂
θ (t) = −AΦᵀ (q, q̇, q̇′, q̈′) ς(4.2)

De la ley de control en (4.1), el operador ·̂ se emplea para distinguir a un objeto matemático
donde se realizó una estimación parámetros; es decir, M̂(q)q̈′ + Ĉ(q, q̇)q̇′ + Ĝ(q) (ignore por
el momento {q̇′(t), q̈′(t)}) denota que en el Sistema-EL se ha sustituido el valor actual de los
parámetros desconocidos θ por la estimación de los parámetros desconocidos θ̂(t).

Por otro lado, de la ley de estimación en (4.2) se tiene que ˙̂
θ(t) contiene el comportamiento

dinámico de la estimación de los parámetros desconocidos.

El operador ·̃ se emplea para denotar el error de una variable como una relación entre un valor
actual y, un valor deseado o un valor estimado. En consecuencia, es posible definir que q̃(t) es
el error de seguimiento para el comportamiento de la posición y θ̃(t) es el error de estimación
como se muestra a continuación:

q̃ (t) = q (t)− q? (t)(4.3a)

θ̃ (t) = θ̂ (t)− θ(4.3b)
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Teniendo en consideración la ecuación (4.3b), para el Sistema-EL también es posible definir
que:

(4.4) M̃(q) = M̂(q)−M(q) ; C̃(q, q̇) = Ĉ(q, q̇)−C(q, q̇) ; G̃(q) = Ĝ(q)−G(q)

La ley de control garantiza que el error de seguimiento para el comportamiento de la posición
converge tal que el ĺımt→∞ q̃(t) = 0, de esta forma, no existe error en estado estable. Esto es
posible si el comportamiento de los estados se restringe a permanecer en una superficie deslizante
que modifica la trayectoria deseada de la velocidad q̇?(t) en términos del error de seguimiento
para el comportamiento de la posición como se muestra en (4.5) donde Γ es una matriz
constante y positiva definida.

(4.5) ˙̃q(t) + Γq̃(t) = 0

Entonces, teniendo en consideración la expresión anterior, se define q′(t) y sus derivadas {q̇′, q̈′}
como coordenadas auxiliares en (4.6).

(4.6) q′ (t) = q? (t)− Γ
∫ t

0
q̃ (t) dt

q̇′ (t) = q̇? (t)− Γq̃ (t)(4.6a)

q̈′ (t) = q̇? (t)− Γ ˙̃q (t)(4.6b)

Por otro lado, la parametrización lineal del en términos de la ecuación (2.22) de la PP 2.1.26
para el Sistema-EL en coordenadas auxiliares quedaŕıa como:

(4.7) M̃ (q) q̈′ + C̃ (q, q̇) q̇′ + G̃ (q) = Φ (q, q̇, q̇′, q̈′) θ̃

Finalmente, ς puede interpretarse como una medida de la precisión del seguimiento de la
trayectoria deseada q?(t) y se asemeja a lo que se observó en el EM3.6.8.

ς = q̇ (t)− q̇′ (t)(4.8)

= ˙̃q (t) + Γ ˙̃q (t)
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En la Figura 4.1 se observa el diagrama de bloques del controlador para un solo agente que
integra la ley de control y la ley de estimación que se utiliza en el presente trabajo de tesis.

Figura 4.1
Controlador para un solo agente

Cabe señalar que el controlador para un solo agente no requiere de la estimación del
comportamiento de la aceleración q̈(t) para determinar la acción de control τ (t). Cada uno de
los dos lazos que aparecen en el diagrama de bloques de la Figura 4.1 es responsable de una
tarea de control diferente como de describe a continuación:

1. Un lazo de retroalimentación de acción proporcional-derivativa diseñado para garantizar
la estabilidad del sistema y el seguimiento de una trayectoria.

2. Un lazo de realimentación diseñado para compensar el comportamiento dinámico del
sistema completo de la mano con una ley de estimación para la estimación de los parámetros
desconocidos y compensar la incertidumbre paramétrica como un control adaptivo para
aumentar la robustez del modelo matemático.

4.2 Demostración

La śıntesis del controlador para un solo agente utiliza el criterio de estabilidad de
Lyapunov como herramienta matemática que permite deducir la ley de control y la ley de
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estimación, además de garantizar que es estable globalmente y asintóticamente; por ello,
tenga en consideración lo que se revisó en la Sección 3.5:

• T- 3.5.4.

• T- 3.5.6.

• N- 3.5.7.

• N- 3.5.8.

Adicionalmente tenga en cuenta la PP 2.1.28 que permitirá reducir y simplificar las ecuaciones
para obtener el controlador propuesto.

PP 2.1.28 En el Sistema-EL de la forma (2.21) es necesario que la matriz de fuerzas
centŕıfugas/de coriolis C(q, q̇) esté definida de tal forma que se cumpla cualquiera de las dos
ecuaciones (2.23) y (2.24) (son ecuaciones equivalentes); esta propiedad es fundamental para
demostrar la estabilidad del controlador para un solo agente [39-42].

(2.23) Ṁ (q) = C(q, q̇) + Cᵀ(q, q̇)

(2.24) Ψ = Ṁ− 2C(q, q̇) forma una matriz antisimétrica tal que Ψ = −Ψᵀ

Considere la función candidata en (4.9) con las caracteŕısticas que se mencionan en el T- 3.5.4
y en la N- 3.5.7 donde K es una matriz constante y definida positiva. Adicionalmente, tenga
en cuenta la definición de q̃(t) como el error de seguimiento en (4.3a) y de θ̃(t) como el
error de estimación en (4.3b).

(4.9) V (t) = 1
2
(

˙̃qᵀM (q) ˙̃q + q̃ᵀKq̃ + θ̃ᵀAθ̃
)

Dado que V (t) es diferenciable, es posible utilizar la N- 3.5.8 para verificar la estabilidad;
diferenciando V (t) se tiene que:

(4.10) V̇ (t) = ˙̃qᵀM (q) ¨̃q + 1
2

˙̃qᵀṀ (q) ˙̃q + q̃ᵀKq̃ + θ̃ᵀAθ̃
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Si el Sistema-EL queda descrito por:

(4.11) M (q) q̈ + C (q, q̇) q̇ + G (q) = τ

Entonces despejando M(q) q̈ se tiene que:

(4.12) M (q) q̈ = τ −C (q, q̇) q̇ −G (q)

Se realiza una manipulación de la derivada de la función candidata como se muestra a
continuación:

V̇ (t) = ˙̃qᵀM(q̈ − q̈?) + 1
2

˙̃qᵀṀ ˙̃q + q̃ᵀKq̃ + θ̃ᵀAθ̃(4.13a)

= ˙̃qᵀMq̈ − ˙̃qᵀMq̈? + 1
2

˙̃qᵀṀ ˙̃q + q̃ᵀKq̃ + θ̃ᵀAθ̃(4.13b)

Para realizar el estudio de la estabilidad como se describe en la N- 3.5.8, se sustituye
la ecuación (4.12) en la expresión anterior; de la misma forma, observe como se emplea la
PP 2.1.28 en las ecuaciones (4.14a) y (4.14b) para reducir y simplificar el procedimiento que
se está realizando para obtener el controlador propuesto.

V̇ (t) = ˙̃qᵀ [τ −Cq̇ −G]− ˙̃qᵀMq̈? + ˙̃qᵀ
[1
2 Ṁ + (−C + C)

]
˙̃q + q̃ᵀKq̃ + θ̃ᵀAθ̃(4.14a)

= ˙̃qᵀ [τ −Cq̇ −G]− ˙̃qᵀMq̈? + ˙̃qᵀ
[
�������1
2
(
Ṁ− 2C

)
+ C

]
˙̃q + q̃ᵀKq̃ + θ̃ᵀAθ̃(4.14b)

= ˙̃qᵀ [τ −Cq̇ −G]− ˙̃qᵀMq̈? + ˙̃qᵀC ˙̃q + q̃ᵀKq̃ + θ̃ᵀAθ̃(4.14c)

= ˙̃qᵀ
[
τ −Mq̈? −Cq̇ + C ˙̃q −G

]
+ q̃ᵀKq̃ + θ̃ᵀAθ̃(4.14d)

= ˙̃qᵀ [τ −Mq̈? −Cq̇ + C (q̇ − q̇?)−G] + q̃ᵀKq̃ + θ̃ᵀAθ̃(4.14e)

= ˙̃qᵀ [τ −Mq̈? −��Cq̇ +��Cq̇ −Cq̇? −G] + q̃ᵀKq̃ + θ̃ᵀAθ̃(4.14f)
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Entonces, el resultado de la derivada de la función candidata es:

(4.15) V̇ (t) = ˙̃qᵀ [τ −M (q) q̈? −C (q, q̇) q̇? −G (q)] + q̃ᵀKq̃ + θ̃ᵀAθ̃

Si se selecciona la ley de control τ (t) como:

(4.16) τ (t) = M̂ (q) q̈? + Ĉ (q, q̇) q̇? + Ĝ (q)−K q̃ −B ˙̃q

Sustituyendo el término τ (t) de la derivada de la función candidata en (4.15) por la ley de
control en (4.16) de forma que:

V̇ (t) = ˙̃qᵀ
[(

M̂q̈? + Ĉq̇? + Ĝ−Kq̃ −B ˙̃q
)
−Mq̈? −Cq̇? −G + Kq̃

]
+ θ̃ᵀA ˙̃

θ(4.17a)

= ˙̃qᵀ
[(

M̂−M
)
q̈? +

(
Ĉ −C

)
q̇? +

(
Ĝ−G

)
−B ˙̃q −�

�Kq̃ +�
�Kq̃
]

+ θ̃ᵀA ˙̃
θ(4.17b)

Si se utilizan las ecuaciones de (4.4) en (4.17b) para simplificar se tiene que:

(4.18) V̇ (t) = ˙̃qᵀ
[
M̃ (q) q̈? + C̃ (q, q̇) q̇? + G̃ (q)−B ˙̃q

]
+ θ̃ᵀA ˙̃

θ

La selección de la ley de control en (4.16) cancela los términos asociados a los parámetros
conocidos, de forma que solo los parámetros desconocidos son retenidos; utilizando la ecuación
(2.22) de la PP 2.1.26 es posible parametrizar linealmente el Sistema-EL de la expresión
(4.18) en términos de:

(4.19) M̃ (q) q̈? + C̃ (q, q̇) q̇? + G̃ (q) = Φ (q, q̇, q̇?, q̈?) θ̃

A partir de la expresión anterior, se realiza una manipulación de la derivada de la función
candidata donde:

V̇ (t) = ˙̃qᵀ
[
Φθ̃ −B ˙̃q

]
+ θ̃ᵀA ˙̃

θ(4.20a)

= ˙̃qᵀΦθ̃ − ˙̃qᵀB ˙̃q + θ̃ᵀA ˙̃
θ(4.20b)

= ˙̃qᵀΦθ̃ + θ̃ᵀA ˙̃
θ − ˙̃qᵀB ˙̃q(4.20c)

=
(

˙̃qᵀΦθ̃
)ᵀ

+ θ̃ᵀA ˙̃
θ − ˙̃qᵀB ˙̃q(4.20d)
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= θ̃ᵀΦᵀ ˙̃q + θ̃ᵀA ˙̃
θ − ˙̃qᵀB ˙̃q(4.20e)

= θ̃ᵀ
[
Φᵀ ˙̃q + A ˙̃

θ
]
− ˙̃qᵀB ˙̃q(4.20f)

Si se selecciona una ley de estimación ˙̂
θ tal que:

(4.21) Φᵀ (q, q̇, q̇?, q̈?) ˙̃q + A ˙̃
θ = 0

Entonces la ley de estimación estaŕıa dada por:

(4.22) ˙̂
θ (t) = −A−1Φᵀ (q, q̇, q̇?, q̈?) ˙̃q ; ˙̂

θ = ˙̃
θ para parámetros desconocidos constantes

Finalmente, el resultado de la derivada de la función candidata seŕıa:

(4.23) V̇ (t) = − ˙̃qᵀB ˙̃q

Donde se observa que se cumple la siguiente propiedad:

(4.24) V̇ (t) � 0

Por lo tanto, la ley de control en (4.16) y la ley de estimación en (4.22) conforma un controlador
estable globalmente.

La propiedad en (4.24) implica que el error en estado estable para el comportamiento de la
velocidad es cero; sin embargo, esto no necesariamente garantiza que ocurra lo mismo para el
comportamiento de la posición. Por lo tanto, se modifica la ley de control en (4.16) y la ley de
estimación en (4.22) para resolver este problema.

De la Sección 4.1 se sabe que si el comportamiento de los estados se restringe a permanecer
en un superficie deslizante descrita por la ecuación (4.5), se elimina el error estado estable para
el el comportamiento de la posición; para ello, considere nuevamente la definición de q′(t) y
sus derivadas {q̇′, q̈′} en (4.6) como coordenadas auxiliares.
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De la misma forma, considere también la variable compuesta ς definida en (4.8) para la selección
de la ley de control y la ley de estimación.

Sea la ley de control dada por:

(4.25) τ (t) = M̂ (q) q̈′ + Ĉ (q, q̇) q̇′ + Ĝ (q)−Bς

Y la ley de estimación expresada como:

(4.26) ˙̂
θ (t) = −A−1Φᵀ (q, q̇, q̇′, q̈′) ς ; ˙̂

θ = ˙̃
θ para parámetros desconocidos constantes

Si se utiliza la función candidata que se muestra a continuación:

(4.27) V (t) = 1
2ς
ᵀM (q) ς + 1

2 θ̃
ᵀA ˙̃
θ

El resultado la derivada de la función candidata seŕıa:

(4.28) V̇ (t) = −ςᵀBς

El error de seguimiento para el comportamiento de la posición converge a la superficie deslizante
descrita en (4.5).

Observe además que la ganancia K no aparece en la función candidata, esto se debe a que ya
está incluido en la definición de las coordenadas auxiliares q′(t) y sus derivadas {q̇′, q̈′}.

Esto implica que:

(4.29) ĺım
t→∞

q̃ = 0

Por lo tanto, se puede verificar también que se cumple la siguiente propiedad:

(4.30) V̇ (t) � 0
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4.3 Condiciones para el controlador

En la implementación del controlador para un solo agente es necesario que el modelo
matemático del sistema dinámico esté caracterizado de cierta forma. Independientemente
de que el modelo matemático posea la estructura de un Sistema-EL en términos de sus
Parámetros-EL, adicionalmente, es requisito que:

(i) El modelo matemático es únicamente una función de q(t) y sus derivadas {q̇, q̈}.

(ii) El sistema dinámico es completamente actuado.

(iii) La matriz de inercia/masa generalizada M(q) tiene las propiedades del T- 2.1.19.

(iv) La matriz de fuerzas centŕıfugas/de coriolis C(q, q̇) obedece la PP 2.1.28.

4.3.1 Sistemas dinámicos sub-actuados

Existe una clasificación para los sistemas dinámicos en términos de la relación que se tiene entre
el número de grados de libertad N = dim(q(t)) y el número de entradas de control dim(τ (t)).
Evidentemente, el número de entradas de control está asociado al número de actuadores que
posee el sistema dinámico.

En los sistemas eléctricos, un actuador corresponde a una fuente de alimentación que puede
estar asociada a distintas formas de suministro enerǵıa como se observa en la Figura 1.1.
Independientemente de la clase del inversor que se ha presentado en el Caṕıtulo 2, todos
cuentan con una, y solo una fuente de alimentación.

D- 4.3.1. Un sistema dinámico completamente actuado es aquel que tiene el mismo número
de coordenadas generalizadas que de entradas de control tal que dim(q(t)) = dim(τ (t)).

D- 4.3.2. Un sistema dinámico sub-actuado es aquel que tiene mayor número coordenadas
de generalizadas que de entradas de control tal que dim(q(t)) > dim(τ (t)).
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4.3.2 Segmentación del controlador

En la śıntesis del controlador para un solo agente es necesario que el modelo matemático del
sistema dinámico esté alineado con la PP 2.1.28; como se observó en las ecuaciones (4.14a) y
(4.14b), es fácil identificar que se utilizó la expresión (2.24), aunque hay que puntualizar, (2.23)
y (2.24) son expresiones equivalentes.

La ausencia de esta propiedad elimina la posibilidad de implementar el controlador para un
solo agente porque no se puede garantizar la estabilidad del sistema dinámico en lazo cerrado.
Cabe señalar que ningún modelo matemático para las diferentes clases de inversores que se
presentaron en el Caṕıtulo 2 están alineados con la PP 2.1.28.

Sin embargo, es posible segmentar la ley de control de forma que una parte se encargue
del algoritmo para ejecutar las tareas de control mientras que otra parte sea responsable de
modificar el sistema de ecuaciones en el modelo matemático para que adquiera caracteŕısticas
necesarias y cumpla con los requisitos que se mencionaron anteriormente.

La segmentación del controlador consiste básicamente en separar la señal de control τ (t)
como τ ′(t) = u(t) + v(t); por un lado, u(t) se encarga del algoritmo original asociado a la
ley de control para ejecutar las tareas de control mientras que v(t) modifica el sistema de
ecuaciones del modelo matemático.

4.4 Re-estructuración del modelo matemático

Considerando lo que se mencionó en la Sección 4.3.1 y la Sección 4.3.2, se puede deducir que
ninguno de los modelos matemáticos que se tienen para las diferentes clases de inversores cubren
con los requisitos mı́nimos necesarios para tener la posibilidad de implementar el controlador
para un solo agente.

Haciendo una revisión rápida de los modelos matemáticos obtenidos para las diferentes clases
de inversores se sabe lo siguiente:

• Inversor formador de red.
Modelo matemático descrito en las ecuaciones (2.62a) y (2.62a).

(i) 3 (ii) 7 (iii) 3 (iv) 7
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• Inversor alimentador.
Modelo matemático descrito en la ecuación (2.66).

(i) 3 (ii) 3 (iii) 3 (iv) 7

• Inversor de soporte.
Modelo matemático descrito en las ecuaciones (2.70a), (2.70b) y (2.70c).

(i) 3 (ii) 7 (iii) 3 (iv) 7

La re-estructuración del modelo matemático consiste en realizar las acciones pertinentes
para asegurar que el sistema de ecuaciones de los modelos matemáticos que se tienen cubran
con los requisitos mı́nimos necesarios; con base en la información presentada anteriormente, se
presta especial atención a las condiciones (ii) y (iv).

4.4.1 Procedimiento

Ahora, se desarrolla el procedimiento que rescata la posibilidad de implementar el controlador
para un solo agente.

(ii) El sistema dinámico es completamente actuado.

(iv) La matriz de fuerzas centŕıfugas/de coriolis C(q, q̇) obedece la PP 2.1.28.

Si la re-estructuración del modelo matemático permite que se cubran los requisitos mı́nimos
necesarios para alguna clase de inversor en espećıfico, será posible desarrollar la ley de control
y la ley de estimación que será empleada en la implementación del controlador para un solo
agente.

En cualquier caso, se considera que la carga de consumo RL es el parámetro desconocido para
la ley de estimación.

(ii) El sistema dinámico es completamente actuado.

Si el sistema dinámico es sub-actuado de acuerdo a lo que se menciona en la D- 4.3.2, es
posible hacer sustituciones hacia atrás en el sistema de ecuaciones del modelo matemático ;
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esto permite que se reduzca la dimensión de f(q̈, q̇, q, t) hasta que tenga la misma dimensión
que τ (t), tal que dim(f(q̈, q̇, q, t)) = dim(τ (t)).

Por otro lado, esto implica que se pierda la observación de las coordenadas generalizadas q(t)
y sus derivadas {q̇, q̈} que se hayan sido sustituidas en el modelo matemático.

(iv) La matriz de fuerzas centŕıfugas/de coriolis C(q, q̇) obedece la PP 2.1.28.

Como se describe en la Sección 4.3.2, la segmentación del controlador como τ ′(t) =
u(t) + v(t) permite cambiar la estructura del modelo matemático a través de la señal v(t) y
asegurar que esté alineado con la PP 2.1.28 para que pueda considerarse formalmente como
un Sistema-EL.

Si bien, (2.24) es la que se utiliza en la śıntesis del controlador, en la segmentación del mismo
es más sencillo utilizar (2.23) para determinar v(t).

Dado que la matriz de inercia/masa generalizada M(q) que se obtuvo en los diferentes modelos
matemáticos es constante, se tiene que Ṁ = 0; por lo tanto, para (2.23):

(4.31) 0 = C(q, q̇) + Cᵀ(q, q̇)

Entonces, para que los diferentes modelo matemáticos estén alineados con la PP 2.1.28 es
necesario que:

(4.32) v (t) = C(q, q̇)

4.4.1.1 Inversor formador de red

Se recupera el sistema ecuaciones que se obtuvo a partir de las leyes de Kirchhoff para el
inversor formador de red:

Utilizando la ley de corrientes de malla o LCKs en iL1 :

(2.61a) vj (t) = R1iL1 + L1
diL1

dt + vCf
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Utilizando la ley de tensiones en nodo o LVKs de vCf :

(2.61b) iL1 = Cf
dvCf
dt +

vCf
RL

(ii) El sistema dinámico es completamente actuado.

Se observa a continuación el procedimiento para realizar las sustituciones hacia atrás en el
sistema de ecuaciones del modelo matemático del inversor formador de red:

Derivando la ecuación (2.61b):

(4.33a) diL1

dt = Cf
d2vCf
dt2 + 1

RL

dvCf
dt2

En (2.61a) se sustituye iL1 de (2.61b) y diL1
dt de (4.33a):

(4.33b) vj (t) = R1

(
Cf

dvCf
dt +

vCf
RL

)
+ L1

(
Cf

d2vCf
dt2 + 1

RL

dvCf
dt2

)
+ vCf

Reduciendo la expresión anterior:

(4.33c) vj (t) = L1Cf
d2vCf
dt2 +

(
R1Cf + L1

RL

) dvCf
dt +

(
R1

RL

+ 1
)
vCf

En coordenadas generalizadas:

(4.33d) vj (t) = Cf
d2
( qCf
Cf

)
dt2 +

(
R1Cf + L1

RL

) d
( qCf
Cf

)
dt +

(
R1

RL

+ 1
)(qCf

Cf

)

Entonces, la re-estructuración del modelo matemático original del inversor formador de
red queda descrito ahora por una sola ecuación como:

(4.34) vj (t) = L1q̈Cf +
(
R1RLCf + L1

RLCf

)
q̇Cf +

(
R1 +RL

RLCf

)
qCf
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• Inversor formador de red.
Modelo matemático descrito en la ecuación (4.34).

(i) 3 (ii) 3 (iii) 3 (iv) 7

(iv) La matriz de fuerzas centŕıfugas/de coriolis C(q, q̇) obedece la PP 2.1.28.

A partir de la expresión (4.25), la ley de control expĺıcita τ(t) para el inversor formador de
red se muestra en (4.35):

(4.35) τ (t) = L1q̈
′
Cf

+
(
R1RLCf + L1

RLCf

)
q̇′Cf +

(
R1 +RL

RLCf

)
qCf + βςCf

De acuerdo ahora con la expresión (4.26), la ley de estimación ˙̂
θ para el inversor formador

de red se observa en (4.36):

(4.36) ˙̂GL (t) = −α
(
q̇′Cf +R1qCf

Cf

)
ςCf donde ĜL = 1

R̂L

Una vez que se ha determinado la ley de control en (4.35) y la ley de estimación en (4.36), la
segmentación del controlador τ ′(t) = u(t) + v(t) está dada por:

u (t) = L1q̈
′
Cf

+
(
R1R̂LCf + L1

R̂LCf

)
q̇′Cf +

(
R1 + R̂L

R̂LCf

)
qCf + βςCf(4.37a)

v (t) =
(
R1R̂LCf + L1

R̂LCf

)
q̇Cf(4.37b)

Por último, en (4.38) se muestra la parametrización lineal que se empleó para la ley de
estimación a partir de la PP 2.1.26:

(4.38) Φ
(
qCf , q̇

′
Cf

)
=
q̇′Cf +R1qCf

Cf
con θ = GL

• Inversor formador de red.
Considere además la segmentación del controlador en (4.37a) y (4.37b).

(i) 3 (ii) 3 (iii) 3 (iv) 3
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4.4.1.2 Inversor alimentador

Se recupera el modelo matemático del inversor alimentador que queda descrito por una
sola ecuación:

(2.66) dq̇L1

dt = vj (t)
L1
−
(
R1 +RL

L1

)
q̇L1

vj (t) = L1 q̈L1 + (R1 +RL) q̇L1

(iv) La matriz de fuerzas centŕıfugas/de coriolis C(q, q̇) obedece la PP 2.1.28.

A partir de la expresión (2.66), la ley de control expĺıcita τ(t) para el inversor alimentador
se muestra en (4.39):

(4.39) τ (t) = L1 q̈
′
L1 + (R1 +RL) q̇′L1

De acuerdo ahora con la expresión (4.26), la ley de estimación ˙̂
θ para el inversor alimentador

se observa en (4.40):

(4.40) ˙̂RL (t) = −αq̇′L1ςL1

Una vez que se ha determinado la ley de control en (4.39) y la ley de estimación en (4.40), la
segmentación del controlador τ ′(t) = u(t) + v(t) está dada por:

u (t) = L1 q̈
′
L1 +

(
R1 + R̂L

)
q̇′L1(4.41a)

v (t) =
(
R1 + R̂L

)
q̇′L1(4.41b)

Por último, en (4.42) se muestra la parametrización lineal que se empleó para la ley de
estimación a partir de la PP 2.1.26:

(4.42) Φ
(
q̇′L1

)
= q̇′L1 con θ = RL
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• Inversor alimentador.
Considere la segmentación del controlador en (4.41a) y (4.41b).

(i) 3 (ii) 3 (iii) 3 (iv) 3

4.4.1.3 Inversor de soporte

Se recupera el sistema ecuaciones que se obtuvo a partir de las leyes de Kirchhoff para el
inversor de soporte:

Utilizando la ley de corrientes de malla o LCKs en iL1 :

(2.69a) vj (t) = R1iL1 + L1
diL1

dt + vCf

Utilizando la ley de tensiones en nodo o LVKs de vCf :

(2.69b) iL1 = iL2 + Cf
dvCf
dt

Utilizando la ley de corrientes de malla o LCKs en iL2 :

(2.69c) 0 = (R2 +RL) iL2 + L2
diL2

dt − vCf

(ii) El sistema dinámico es completamente actuado.

Se observa a continuación una forma para realizar las sustituciones hacia atrás en el sistema
de ecuaciones del modelo matemático del inversor de soporte:

Se despeja iL2 de la ecuación (2.69b):

(4.43a) iL2 = iL1 − Cf
dvCf
dt

Derivando la ecuación (4.43a):

(4.43b) diL2

dt = diL1

dt − Cf
d2vCf
dt2
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En (2.69c) se sustituye iL2 de (4.43a) y diL2
dt de (4.43b):

(4.43c) 0 = (R2 +RL)
(
iL1 − Cf

dvCf
dt

)
+ L2

(
diL1

dt − Cf
d2vCf
dt2

)
− vCf

Reduciendo la expresión anterior y despejando diL1
dt :

(4.43d) diL1

dt = Cf
d2vCf
dt2 +

(
R2Cf +R1Cf

L2

) dvCf
dt +

vCf
L2
−
(
R2 +RL

L2

)
iL1

En (2.69a) se sustituye diL1
dt de (4.43d):

(4.43e) vj (t) = R1iL1 + L1

(
Cf

d2vCf
dt2 +

(
R2Cf+R1Cf

L2

) dvCf
dt + vCf

L2
−
(
R2+RL
L2

)
iL1

)
+ vCf

Reduciendo la expresión anterior:

(4.43f) vj (t) = L1Cf
d2vCf

dt2 +
(
R2L1Cf+RLL1Cf

L2

) dvCf
dt +

(
L1+L2
L2

)
vCf +

(
R1L2−L1(R2+RL)

L2

)
iL1

En coordenadas generalizadas:

(4.43g) vj(t)=L1Cf

d2
( qCf
Cf

)
dt2

+
(
R2L1Cf+RLL1Cf

L2

)d
( qCf
Cf

)
dt +

(
L1+L2
L2

)( qCf
Cf

)
+
(
R1L2−L1(R2+RL)

L2

)
(q̇L1)

La expresión final se puede ver como vj(t) = f(qCf , q̇Cf , q̈Cf ) + g(q̇L1):

(4.43h) vj (t) = L1q̈Cf +
(
R2L1+RLL1

L2

)
q̇Cf +

(
L1+L2
L2Cf

)
qCf +

(
R1L2−L1(R2+RL)

L2

)
q̇L1

En resumen, si bien la re-estructuración del modelo matemático permite alinearse con la
condición (ii) se pierde la propiedad descrita por la condición (i).

• Inversor de soporte.
Modelo matemático descrito en la ecuación (4.43h).

(i) 7 (ii) 3 (iii) 3 (iv) F
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Dado que no se tuvo éxito, se realiza nuevamente el mismo procedimiento de una forma
diferente en el sistema de ecuaciones del modelo matemátiico del inversor de soporte:

Se despeja iL1 de la ecuación (2.69b):

(4.44a) iL1 = iL2 + Cf
dvCf
dt

Derivando la ecuación (4.44a):

(4.44b) diL1

dt = diL2

dt + Cf
d2vCf
dt2

En (2.69a) se sustituye iL1 de (4.44a) y diL1
dt de (4.44b):

(4.44c) vj (t) = R1

(
iL2 + Cf

dvCf
dt

)
+ L1

(
diL2

dt + Cf
d2vCf
dt2

)
+ vCf

Reduciendo la expresión anterior y despejando diL2
dt :

(4.44d) diL2

dt = vj (t)
L1
− Cf

d2vCf
dt2 −

(
R1Cf
L1

) dvCf
dt −

vCf
L1
−
(
R1

L1

)
iL2

En (2.69c) se sustituye diL2
dt de (4.44d):

(4.44e) 0 = (R2 +RL) iL2 + L2

(
vj(t)
L1
− Cf

d2vCf
dt2 −

(
R1Cf
L1

) dvCf
dt −

vCf
L1
−
(
R1
L1

)
iL2

)
− vCf

Reduciendo la expresión anterior:

(4.44f) vj (t) = L1Cf
d2vCf

dt2 +
(
R1L1Cf
L2

) dvCf
dt + (L1 + 1) vCf +

(
R1L2−L1(R2+RL)

L2

)
iL2

En coordenadas generalizadas:

(4.44g) vj(t)=L1Cf

d2
( qCf
Cf

)
dt2

+
(
R1L1Cf

L2

)d
( qCf
Cf

)
dt +(L1+1)

( qCf
Cf

)
+
(
R1L2−L1(R2+RL)

L2

)
(q̇L2)

La expresión final se puede ver como vj(t) = f(qCf , q̇Cf , q̈Cf ) + g(q̇L2):

(4.44h) vj (t) = L1q̈Cf +
(
R1L1
L2

)
q̇Cf +

(
L1+1
Cf

)
qCf +

(
R1L2−L1(R2+RL)

L2

)
q̇L2
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Nuevamente, si bien la re-estructuración del modelo matemático permite alinearse con la
condición (ii) se pierde la propiedad descrita por la condición (i).

• Inversor de soporte.
Modelo matemático descrito en la ecuación (4.43h).

(i) 7 (ii) 3 (iii) 3 (iv) F

4.4.1.4 Tabla de resultados

Como resumen, se muestra la re-estructuración del modelo matemático para cada clase de
inversor en espećıfico, siempre y cuando sea posible implementar el controlador para un solo
agente; aśı mismo, se muestra también la ley de control y la ley de estimación que se obtuvo
según sea el caso.

Cabe aclarar que dada la naturaleza del resultado de la re-estructuración del modelo matemático
del inversor de soporte, no es posible implementar el controlador para un solo agente;
por lo tanto y de ahora en adelante, no será considerado para los caṕıtulos restantes de este
documento.
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Tabla 4.1
Implementación del controlador para un solo agente
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Caṕıtulo 5

Esquema completo de
sincronización y control

Uno de los principales objetivos de un esquema de control de agentes interconectados es la
operación en conjunto de todas las entidades presentes. Como se describió en la Sección 3.4,
el fenómeno de sincronización asegura que el comportamiento de los estados en todos los
agentes presentes en un sistema dinámico estén gobernados por una restricción en común.

Para efectuar la sincronización del comportamiento de los estados de múltiples agentes es
necesario que el controlador propuesto considere el intercambio de información.

La información se propaga a través de un acoplamiento difuso donde existe una comunicación
inmediata de la información con los agentes más cercanos, y de ah́ı, sucesivamente a los demás.
El acoplamiento cruzado consiste en mantener un enlace únicamente con los dos agentes más
cercanos como se observó en la Sección 3.3 y Sección 3.4.

Bajo esta premisa, el controlador propuesto es capaz de incorporar adicionalmente la tarea
de control asociada a la sincronización del comportamiento de los estados de múltiples agentes
en un sistema dinámico mediante el intercambio de información a través de un acoplamiento
cruzado para una operación en conjunto de todas las entidades presentes.
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El controlador para múltiples agentes está inspirado en un esquema de control orientado a
la cooperación (control cooperativo) [39, 40]. Dicho controlador es una extensión del control
adaptivo de Slotine, por lo tanto, de forma aislada se puede encontrar śıntesis del mismo en el
Caṕıtulo 4.

Hay dos aspectos fundamentales a considerar en el controlador para múltiples agentes que se
pueden resumir de la siguiente manera:

1. El comportamiento dinámico individual de cada agente.

2. La interacción que existe entre cada uno de los agentes.

Considerando lo que se ha revisado previamente a lo largo del documento, solo resta profun-
dizar en el segundo aspecto de la lista anterior. La teoŕıa de grafos permite estudiar el
comportamiento dinámico del intercambio de información en la red de agentes interconectados
como se presentó en la Sección 3.2: visualmente, un grafo G = (V ,E ) permite reconocer los
enlaces donde existe un intercambio de información; matemáticamente, la matriz laplaciana
L describe dichos enlaces mediante el álgebra lineal.

Bajo la misma ĺınea, el controlador para múltiples agentes está originalmente diseñado
espećıficamente para un conjunto de manipuladores robóticos ubicados dentro de una celda
automática; invariablemente, dado que está sintetizado para una clase en particular de sistemas
dinámicos, no impide que sea empleado en otras situaciones.

En este sentido, se emplea el controlador propuesto para los convertidores de potencia
instalados en una microrred eléctrica.

Dado que el controlador para múltiples agentes es una extensión del controlador para un
solo agente, también goza de los mismos beneficios. Adicionalmente, el controlador para
múltiples agentes considera la tarea de control asociada a la sincronización del comportamiento
de los estados donde se garantiza que:

1. Es estable globalmente y exponencialmente para el caso sin adaptabilidad.

2. Es estable globalmente y asintóticamente para el caso con adaptabilidad.
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5.1 Controlador para múltiples agentes

El controlador para múltiples agentes (sin adaptabilidad) para el agente i que ejecuta el
seguimiento de una trayectoria deseada q?(t) ∈ RN , pero además permite la sincronización del
comportamiento de los estados en una red de agentes interconectados a través del acoplamiento
cruzado para el intercambio de información con los dos agentes i − 1 e i + 1 más cercanos
al agente original se muestra en la ecuación (5.1), donde K1 y K2 son matrices constantes y
positivas definidas.

(5.1) τi (t) = Mi (qi) q̈′i + C i (qi, q̇i) q̇′i + Gi (qi)−K1ςi + K2ςi−1 + K2ςi+1

Entonces, la dinámica en lazo cerrado del agente i en (4.11) con el controlador en (5.1) está
dada por la expresión:

(5.2) Mi (qi) ς̇i + C i (qi, q̇i) ςi + K1ςi −K2ςi−1 −K2ςi+1 = 0

D- 5.1.1. Tenga en consideración la definición de las siguientes matrices cuadradas de
dimensión P × P :

[
L ′
{a,b}

]
:=


a b · · · b

b a · · · 0
...

...
. . .

...

b 0 · · · a


P×P

(5.3a)

[
U ′
{b}

]
:=


b b · · · b

b b · · · b
...
...
. . .

...

b b · · · b


P×P

(5.3b)

D- 5.1.2. Partiendo de la matriz laplaciana L , se define como la matriz laplaciana
modificada o alternativa a

[
L ′
{K,−K2}

]
en términos de la D- 5.1.1. Esta representación indica

la fuerza de interacción que tiene el agente i con los demás agentes adyacentes a través de la
ganancia K2.
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Es posible representar la dinámica en lazo cerrado de todos los agentes utilizando la defi-
nición de la matriz laplaciana modificada o alternativa

[
L ′
{K,−K2}

]
como se observa en

la expresión en (5.4), donde [M(q)] = diag (M1 (q1) ,M2 (q2) , · · · ,MP (qP )) y [C (q, q̇)] =
diag (C1 (q1, q̇1) ,C2 (q2, q̇2) , · · · ,CP (qP , q̇P )), además ς ′ = (ςᵀ1 , ςᵀ2 , · · · , ςᵀP )ᵀ.

(5.4) [M (q)] ς̇ ′ + [C (q, q̇)] ς ′ +
([

L ′
{K,−K2}

]
+
[
U ′
{K2}

])
ς ′ =

[
U ′
{K2}

]
ς ′

Un grafo se considera regular si todos los nodos tienen la misma cantidad de vecinos; de forma
que |Ni| = |Nj| = · · · = |NP | [39].

Un grafo se considera balanceado si el grado de salida do(vx) es igual al grado de entrada di(vx)
para todos los nodos; de forma que do(vx) = di(vx) ∀ x = {1, 2, · · · , P} [50, p. 9].

N- 5.1.3. La topoloǵıa del grafo de un esquema de control de agentes interconectados donde
se utiliza el acoplamiento cruzado para el intercambio de información tiene la propiedad de ser
un grafo balanceado y regular, donde ambas propiedades son necesarias para la implementación
del controlador para múltiples agentes.

N- 5.1.4. Nótese que la matriz laplaciana modificada o alternativa
[
L ′
{K,−K2}

]
debe de

ser positiva definida para el análisis de estabilidad del controlador para múltiples agentes;
es decir, a diferencia de la matriz laplaciana L ,

[
L ′
{K,−K2}

]
no tiene eigenvalor nulo λ1 = 0

asociado al eigenvector (derecho) ν1 = 1.

El controlador para múltiples agentes (con adaptabilidad) para el agente i que ejecuta
el seguimiento de una trayectoria deseada q?(t) ∈ RN y la estimación de los parámetros
desconocidos θ̂, pero además permite la sincronización del comportamiento de los estados en
una red de agentes interconectados a través del acoplamiento cruzado para el intercambio de
información con los dos agentes i− 1 e i+ 1 más cercanos al agente original se muestra en la
ecuación (5.5) y (5.6), donde K1 y K2 son matrices constantes y positivas definidas.

(5.5) τi (t) = M̂i (qi) q̈′i + Ĉ i (qi, q̇i) q̇′i + Ĝi (qi)−K1ςi + K2ςi−1 + K2ςi+1

(5.6) ˙̂
θi = −AΦᵀ (q, q̇, q̇?, q̈?)i ςi
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Caṕıtulo 5. Esquema completo de sincronización y control

Donde y a manera de recordatorio, la parametrización lineal del agente i queda determinada
de la siguiente forma:

(5.7) Mi (qi) q̈′i + C i (qi, q̇i) q̇′i + Ĝi (qi) = Φ (q, q̇, q̇′q̈′) θ̂

Entonces, la dinámica en lazo cerrado de todos los agentes con el controlador descrito por la
ley de control en (5.5) y la ley de estimación en (5.6) está dada por la expresión (5.8), donde
adicionalmente

[
A−1

]
= diag

(
A−1

)
P

y [Φ (q, q̇, q̇′q̈′)] = diag (Φ1,Φ2, · · · ,ΦP ), pero también
θ̃′ =

(
θ̃ᵀ1 , θ̃

ᵀ
2 , · · · , θ̃

ᵀ
P

)ᵀ
.

(5.8)
[M] 0

0
[
A−1

]ς̇ ′˙̃θ′
+

[
[C] 0
0 0

](
ς ′

θ̃′

)
+
[L ′

{K,−K2}

]
− [Φ]

− [Φ]ᵀ 0

(ς ′
θ̃′

)
= 0

Figura 5.1
Controlador para múltiples agentes

N- 5.1.5. La topoloǵıa del grafo de la red de agentes interconectados debe de tener una
forma de anillo en la implementación del controlador para múltiples agentes, esto quiere
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decir que en el acoplamiento cruzado, el último agente tiene un enlace de comunicación con el
primer agente y viceversa como se observa en el inciso b) de la Figura 3.2.

N- 5.1.6. En la Figura 5.2 se observa el escenario de simulación del controlador para
múltiples agentes.

Figura 5.2
Escenario de simulación para el presente trabajo de tesis

Es importante señalar que para la red de agentes interconectados representa una microrred
eléctrica donde los convertidores de potencia están conectados en paralelo con la carga de
consumo RL, es decir, independientemente de la clase de inversor que se tenga en consideración,
se puede incluir en el modelo matemático la caracterización de la carga.

Para mantener el orden del filtro lineal en la microrred y evitar la aparición de múltiples
frecuencias de resonancia, se considera un solo inversor formador de red representado
por el agente A mientras que los dos convertidores de potencia restantes son inversores
alimentadores que están representados por el agente C y el agente D respectivamente.

Dado que la carga de consumo RL está en paralelo con cualquier convertidor de potencia
instalado en la microrred, lo mismo ocurre para el capacitor de acoplamiento Cf del inversor
formador de red, por lo tanto, es necesario que todos los agentes describan el modelo
matemático del inversor formador de red.

Esto es posible dado que los parámetros del filtro de acoplamiento se calcularon para una
misma carga de consumo RL. Independientemente de que todos los agentes describan un mismo
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modelo matemático, se respetan los parámetros que se obtuvieron en la Sección 2.3.8.4 y que
se pueden observar en la Tabla 2.7 para cada uno de los convertidos de potencia.

5.2 Seguimiento de un trayectoria deseada

La śıntesis del controlador para múltiples agentes utiliza el análisis por contracción como
herramienta matemática que permite estudiar su estabilidad; por ello, es importante que
tenga en consideración lo que se revisó en la Sección 3.6, especialmente lo que se muestra a
continuación:

• D- 3.6.5.

• T- 3.6.6.

• T- 3.6.7.

• EM3.6.8.

• T- 3.6.9.

• T- 3.6.10.

Adicionalmente tenga en cuenta la PP 2.1.28 que permitirá reducir y simplificar las ecuaciones
para obtener el controlador propuesto.

PP 2.1.28 En el Sistema-EL de la forma (2.21) es necesario que la matriz de fuerzas
centŕıfugas/de coriolis C(q, q̇) esté definida de tal forma que se cumpla cualquiera de las dos
ecuaciones (2.23) y (2.24) (son ecuaciones equivalentes); esta propiedad es fundamental para
demostrar la estabilidad del controlador para un solo agente [39-42].

(2.23) Ṁ (q) = C(q, q̇) + Cᵀ(q, q̇)

(2.24) Ψ = Ṁ− 2C(q, q̇) forma una matriz antisimétrica tal que Ψ = −Ψᵀ

Se realiza el estudio de la estabilidad de la tarea de control asociada al seguimiento de una
trayectoria deseada q?(t) en el controlador propuesto.
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T- 5.2.1. Si la matriz laplaciana modificada o alternativa
[
L ′
{K,−K2}

]
es positiva definida,

entonces el controlador para múltiples agentes en una red de agentes interconectados realiza
la tarea de control asociada al seguimiento de una trayectoria deseada q?(t) de forma estable
globalmente y exponencialmente.

Demostración
T- 5.2.1

De (5.4) se cancela el término
[
U ′
{K2}

]
ς ′ en ambos lados de la ecuación para obtener (5.9)

como abajo:

(5.9) [M (q)] ς̇ ′ + [C (q, q̇)] ς ′ +
[
L ′
{K,−K2}

]
ς ′ = 0

La expresión (5.9) corresponde al problema tradicional del seguimiento de una trayectoria
deseada q?(t). Se utiliza el análisis por contracción para probar que ς ′(t) converge
globalmente y exponencialmente a cero tal que el ĺımt→∞ ς

′(t) = 0. Con base en el
T- 3.6.9, considere el sistema auxiliar que se obtiene al remplazar ς ′(t) por y(t) en (5.9):

(5.10) [M (q)] ẏ + [C (q, q̇)]y +
[
L ′
{K,−K2}

]
y = 0

El sistema auxiliar tiene dos soluciones en particular que se pueden observar (5.11a) en y
(5.11b):

y1 = (ςᵀ1 , ςᵀ2 , · · · , ςᵀP )ᵀ(5.11a)

y2 = 0(5.11b)

Partiendo del T- 3.6.6, el análisis por contracción a través de la longitud de separación
cuadrada con respecto a la métrica [M (q)] positiva definida está dado por:

Sea la definición de la longitud de separación cuadrada como:

= d
dt (δyᵀ [M] δy)(5.12a)

Efectuando la operación de derivada en el tiempo:

= 2δyᵀ [M] δẏ + δyᵀ
[
Ṁ (q)

]
δy(5.12b)
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= −2δyᵀ
(
[C] δy +

[
L ′
{K,−K2}

]
δy
)

+ δyᵀ
[
Ṁ
]
δy(5.12c)

= δyᵀ
[
Ṁ
]
δy − 2δyᵀ [C] δy − 2δyᵀ

[
L ′
{K,−K2}

]
δy(5.12d)

Utilizando la PP 2.1.28 para simplificar la expresión anterior:

= δyᵀ
��������([

Ṁ
]
− 2 [C]

)
δy − 2δyᵀ

[
L ′
{K,−K2}

]
δy(5.12e)

El resultado del análisis por contracción está dado por:

= −2δyᵀ
[
L ′
{K,−K2}

]
δy(5.12f)

Esto quiere decir que para una matriz laplaciana modificada o alternativa
[
L ′
{K,−K2}

]
positiva

definida, implica que el sistema auxiliar es un sistema contractivo tal que ĺımt→∞ y(t) = 0, y
de acuerdo con el T- 3.6.9, entonces todas las soluciones del sistema original convergen a
una sola trayectoria de forma estable globalmente y exponencialmente.

Por la definición de la variable compuesta ς en (4.8) y la información presentada en el EM3.6.8
relacionada con análisis por contracción para una combinación de sistemas dinámicos, se
tiene que cualquier trayectoria del sistema original converge en todo momento a la trayectoria
deseada q?(t).
C- 5.2.2. Sea K1 > 0 y K2 > 0, es suficiente que K1 − 2K2 > 0 para que la matriz
laplaciana modificada o alternativa

[
L ′
{K,−K2}

]
sea positiva definida.

De esta forma concluye el análisis de estabilidad de la tarea de control asociada al seguimiento
de una trayectoria deseada q?(t) del controlador para múltiples agentes.

5.3 Escala de tiempo del controlador propuesto

Si bien, controlador para múltiples agentes ejecuta diversas tareas de control al mismo tiempo,
puede darse el caso de que alcance el objetivo de control para instantes de tiempo diferentes. Por
ejemplo, bajo ciertas condiciones puede alcanzarse antes la sincronización del comportamiento
de los estados que el seguimiento de una trayectoria deseada.

Dado que la matriz laplaciana modificada o alternativa a
[
L ′
{K,−K2}

]
es una matriz simétrica

se puede efectuar la descomposición espectral. En dichos términos es posible aislar el eigenvector
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asociado al seguimiento de una trayectoria deseada y los eigenvectores que corresponden a la
ejecución de la sincronización del comportamiento de los estados.

L- 3.1.13 El lema de Barbalat establece que para un sistema dinámico g(t) donde
g : D→ R es un mapeo globalmente y uniformemente continuo, continuamente diferenciable
una vez tal que D ∈ C1, y además D : [0,∞); entonces la ecuación (3.7) se cumple si el
ĺımt→∞

∫∞
0 g(t)dt = α tal que α ∈ R ∧ α <∞ [8, p. 323].

(2.23) ĺım
t→∞

g (t) = 0

T- 3.1.14 Sea {λ1, λ2, · · · , λn} el conjunto de eigenvalores diferentes entre śı y sea también
{ν1, ν2, · · · , νn} el conjunto de eigenvectores ortogonales entre śı de una matriz simétrica W
de orden n; entonces la representación que se muestra en (3.8) es válida y se le conoce como
descomposición espectral donde Λ := diag(λ1, λ2, · · · , λn) y N := [ν1 ν2 · · · νn] [55, p. 48].

(2.24) W = NΛN−1

En [39] y [67, p. 121-127] se puede encontrar la demostración matemática de este comportamiento
que queda a criterio del lector revisar a profundidad.

5.4 Sincronización del comportamiento de los estados

La sincronización del comportamiento de los estados corresponde a la tarea de control de
garantizar que un grupo de agentes operen en conjunto a través del intercambio de informa-
ción.Dado que esta tarea de control está asociada al comportamiento dinámico de una variable,
es necesario estudiar su estabilidad.

De igual, queda a criterio del lector de revisar la deducción de los siguientes teoremas en [39] y
[67, p. 121-127] donde se utiliza al definición de longitud de separación cuadrada como
se realizó una demostración previa para el seguimiento de una trayectoria deseada q?(t) de la
mano con los formalismos L- 3.1.13 y T- 3.1.14 que se presentaron anteriormente.
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5.4.1 Controlador sin estimación de parámetros

T- 5.4.1. Si el T- 5.2.1 es verdad, entonces un grupo de agentes ejecutan la sincronización
de forma estable globalmente y exponencialmente si:

(5.13)
[
L ′
{K,−K2}

]
+
[
U ′
{K2}

]
> 0

5.4.2 Controlador con estimación de parámetros

T- 5.4.2. Si el T- 5.2.1 es verdad, entonces un grupo de agentes ejecutan la sincronización
de forma estable globalmente y asintóticamente si:

(5.14)
[
L ′
{K,−K2}

]
+
[
U ′
{K2}

]
> 0
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Simulación y resultados

La validación del esquema de control consiste en realizar múltiples simulaciones para visualizar
el comportamiento del controlador en lazo cerrado con el sistema dinámico. Se utiliza el
software MathWorks MATLAB R2017b en combinación con MathWorks SIMULINK
R2017b, de donde se toma la libreŕıa simscapepowersystems ST en espećıfico.

Se considera un escenario tradicional, es decir, un escenario donde no ocurren incidencias para
observar el comportamiento dinámico del controlador en condiciones óptimas; sin embargo,
más adelante se introducen en el sistema dinámico incidencias como cambios de carga, cargas
no caracterizadas, perturbaciones y desconexión abrupta del sistema de potencia.

De forma general, el objetivo de control establece que la señal de la tensión eléctrica en el
punto de conexión común o PCCs está definida por la trayectoria deseada. Es decir, la
tensión en el capacitor del filtro de acoplamiento vCf (t) asociado al inversor formador de
red corresponde a la variable de control.

En coordenadas generalizadas, si vCf (t) = qCf (t)
Cf

, entonces la variable de control ahora está
denotada por qCf (t) y sus derivadas {q̇Cf , q̈Cf}.

La tensión nominal de la red VsAC en México es de 127 [VRMS ], por lo que la tensión máxima
está dada por ‖VsAC‖∞ =

√
2VsAC , es decir 180 [Vp]. Bajo esta premisa, se define la trayectoria
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deseada q?Cf (t) en términos de la tensión máxima ‖VsAC‖∞ como se muestra a continuación en
(6.1):

(6.1) ‖VsAC‖∞ sin (2πf0t) =
qCf (t)
Cf

→ qCf (t) = Cf‖VsAC‖∞ sin (2πf0t)

Por lo tanto, la trayectoria deseada q?Cf (t) y sus derivadas {q̇?Cf , q̈
?
Cf
} están dadas por las

expresiones:

(6.2) q?Cf (t) = Cf‖VsAC‖∞ sin (2πf0t)

q̇?Cf (t) = Cf‖VsAC‖∞ (2πf0) cos(2πf0t)(6.2a)

q̈?Cf (t) = −Cf‖VsAC‖∞ (2πf0)2 sin(2πf0t)(6.2b)

En la Sección 6.1 se muestran los resultados obtenidos para las simulaciones realizadas del
controlador para un solo agente. En esta parte se busca demostrar el desempeño de la
ejecución de cada una de las tareas de control, es decir, el seguimiento de la trayectoria deseada
q?Cf (t) y la estimación para la carga de consumo R̂L como un parámetro desconocido.

Por otro lado, en la Sección 6.2 se exhiben los resultados obtenidos para diferentes escenarios
de operación; la intención es observar el comportamiento dinámico en conjunto y de forma
sincronizada de los convertidores de potencia instalados en la microrred eléctrica para alcanzar
el objetivo de control ante la presencia de perturbaciones o fallas en el sistema de potencia.

El controlador propuesto está diseñado en el tiempo continuo donde introducir el fenómeno de
conmutación introduce un comportamiento indeseado. Esto se debe a que la que el fenómenos
de conmutación involucra utilizar un número discreto de estados tal que para la señal de control
τ(t) independientemente de la forma que tenga, oscilará entre estados saturados.

Los parámetros empleados para la simulación siguen la misma ĺınea que se ha presentado a lo
largo del documento, es decir, se han conservado idénticos independientemente de que ahora se
esté simulando el controlador propuesto en lazo cerrado con el sistema dinámico de interés.
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Se realiza la validación utilizando dos tipos de fuentes de alimentación de forma como se
muestra en la Figura 6.1:

Figura 6.1
Tipos de fuentes de alimentación

De la misma forma, en la Tabla 6.1 se muestran los parámetros utilizados para las diferentes
simulaciones:

Tabla 6.1
Parámetros para las diferentes simulaciones
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6.1 Controlador para un solo agente

En la Figura 6.2 se muestra el sistema dinámico empleado en lazo cerrado con el controlador
para un solo agente.

Figura 6.2
Inversor formador de red

6.1.1 Simulación con el inversor como convertidor de po-
tencia

El primer escenario de simulación consiste en simplemente emplear el controlador para un
solo agente en lazo cerrado con el inversor formador de red para evaluar su desempeño para
el seguimiento de una trayectoria deseada q?Cf (t) y la estimación de la carga de consumo R̂L.

Se utiliza como fuente de alimentación la opción: b) Inversor como convertidor de potencia,
donde se induce naturalmente el fenómeno de conmutación.

Ganancias del controlador para un solo agente.
γ = 80 α = 4 β = 160

Observe en la Figura 6.3 y en la Figura 6.4 que se realiza con éxito el seguimiento de la
trayectoria deseada q?Cf (t) a pesar de la presencia de componentes de alta frecuencia debido al
fenómeno de conmutación: Sin embargo, revisando la señal de control τ(t), se alcanza a ver como
aparece ese comportamiento entre tres estados de saturación (Figura 6.5); invariablemente, la
tensión en el capacitor de acoplamiento vCf (t) está en parámetros nominales (Figura 6.6).
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Figura 6.3
Comportamiento de qCf (t) contra q?Cf (t)

Figura 6.4
Comportamiento de q̇Cf (t) contra q̇?Cf (t)

Figura 6.5
Señal de control τ(t)
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Figura 6.6
Tensión nominal en el capacitor de acoplamiento vCf (t)

6.1.2 Simulación con fuente controlada de tensión

El segundo escenario de simulación utiliza ahora como fuente de alimentación la opción: a)
Fuente controlada de tensión, donde se obtiene un resultado más suave de las curvas.

Ganancias del controlador para un solo agente.
γ = 8 α = 4 β = 16

Figura 6.7
Estimación de la carga de consumo RL

En la Figura 6.7 vale la pena destacar el comportamiento dinámico de la ley de estimación
para identificar cómo es empleado el algoritmo en el tiempo.
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Figura 6.8
Tensión nominal en el capacitor de acoplamiento vCf (t)

En la Figura 6.8 evidentemente se alcanza el objetivo de control más importante y con mayor
facilidad dado el tipo de fuente de alimentación utilizada.

6.1.3 Carga de consumo variante en el tiempo

Ahora se presenta la situación en donde ocurre un cambio en la carga de consumo, de tal forma
que después de los 0.0666 [seg] la carga de consumo posee la mitad de su valor nominal.

Ganancias del controlador para un solo agente.
γ = 80 α = 4 β = 160

Figura 6.9
Estimación de la carga de consumo RL
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Caṕıtulo 6. Simulación y resultados

Figura 6.10
Señal de control τ(t)

Figura 6.11
Corriente eléctrica a través de la impedancia en serie iZ1(t)

Figura 6.12
Tensión nominal en el capacitor de acoplamiento vCf (t)
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6.1.4 Carga de consumo no caracterizada

Por otra parte, ahora se introduce una carga de consumo no caracterizada; es decir, la ley de
estimación considera que es de carácter puramente resistiva, sin embargo, sin modificar ley de
estimación se conecta una impedancia de la forma RL +LL que consume 5000 [VA] de potencia
aparente con un factor de potencia de 0.9781.

Ganancias del controlador para un solo agente.
γ = 8 α = 4 β = 16

Figura 6.13
Tensión nominal en el capacitor de acoplamiento vCf (t)

Figura 6.14
Estimación de la carga de consumo RL
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6.2 Controlador para múltiples agentes

En la Figura 6.2 se muestra el sistema dinámico empleado en lazo cerrado con el controlador
para múltiples agentes.

Figura 6.15
Inversor formador de red

Si bien, en el primer escenario no se aprovecha la capacidad del controlador para múltiples
agentes de ejecutar la sincronización del comportamiento de los estados dado que la coordenada
generaliza qCf (t) y sus derivadas {q̇Cf , q̈Cf} están acopladas en el modelo matemático de todos
los inversores instalados en la microrred donde el error de sincronización siempre es 0 no quiere
decir que no se pueda sacar ventaja del controlador propuesto para diferentes escenarios
reales de operación.

Primero se estudia el escenario donde la microrred eléctrica se desconecta de la red de suministro
para operar de forma aislada. Por otro lado, posteriormente se considera la situación en donde
la red de suministro presenta fallas asociado a la desconexión intermitente por poco periodos
de tiempo.
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Caṕıtulo 6. Simulación y resultados

6.2.1 Desconexión de la red de suministro

Como se mencionó anteriormente, en t = 0.0666 [seg] la red de suministro de enerǵıa eléctrica
se desconecta de la microrred eléctrica habilitando la operación en modo aislado donde se
tienen los siguientes resultados:

Ganancias del controlador para múltiples agentes.
γ = 8 α = 4 K1 = 16 K2 = 0

Figura 6.16
Tensión nominal en el capacitor de acoplamiento vCf (t)

Figura 6.17
Corriente eléctrica a través de todas las impedancias iXZ1 .
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6.2.2 Micro-cortes en la red de suministro

Adicionalmente, en t = 0.0666[seg] la red de suministro de enerǵıa eléctrica presenta micro-cortes
(flickering) donde se tienen los siguientes resultados:

Ganancias del controlador para múltiples agentes.
γ = 8 α = 4 K1 = 16 K2 = 0

Figura 6.18
Tensión nominal en el capacitor de acoplamiento vCf (t)

Figura 6.19
Corriente eléctrica a través de todas las impedancias iXZ1 .
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6.2.3 Sincronización del comportamiento de estados con
K2 6= 0

Finalmente, sean tres convertidores de potencia desacoplados para que exista una diferencia
en el comportamiento de sus estados; es posible ejecutar la sincronización si se considera
un controlador para múltiples agentes de tal forma que cada uno informa a los inversores
adyacentes el comportamiento de la coordenada generaliza qCf (t) y sus derivadas {q̇Cf , q̈Cf}.
Es decir, para evitar el flujo de corrientes parásitas en el caso de que los convertidores de
potencia se llegarán a conectar entre si, ante cualquier perturbación en el comportamiento
de los estados de algún inversor, el controlador para múltiples agentes permite una acción
sincronizada para que los tres agentes posean la misma trayectoria.

Figura 6.20
Ejecución de la sincronización del comportamiento de los estados

Ganancias del controlador para múltiples agentes.
γ = 8 α = 4 K1 = 16 K2 = 6

Considere el esquema de control de agentes interconectados que se describe en la N- 5.1.6
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representado en la Figura 5.2.

En la Figura 6.20 se observa que el agente A tiene una perturbación cuando t = 0.0666 [seg],
donde los agentes adyacentes C y D efectúan un cambio en la trayectoria original en función de
la ganancia K2; nótese que explicitámente se está evaluando el comportamiento de la variable
compuesta ςCf que determina la acción de control de forma general.

6.2.4 Sincronización del comportamiento de estados con
K2 = 0

Como punto de comparación, para el ejercicio anterior ahora considere que desaparece la
ganancia asociada a la sincronización del comportamiento de los estados K2.

Ganancias del controlador para múltiples agentes.
γ = 8 α = 4 K1 = 16 K2 = 0

Figura 6.21
Ausencia de la sincronización del comportamiento de los estados

146
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De la Figura 6.21 se observa que, dada la ausencia del intercambio de información entre
los convertidores de potencia, las trayectorias que determinan la acción de control no se
encuentran sincronizadas y en el evento de que se desee interconectar los inversores en paralelo,
se producirán corrientes parásitas debido a la diferencia de potencial que existe entre ellos. Dado
que los agentes C y D conservar el inductor en serie de un filtro-L, el agente A invariablemente
sincroniza su comportamiento con el resto de los agentes como se observa en la figura anterior,
sin embargo, claramente esto no ocurre aqúı, sin mencionar que para la perturbación en el
agente A cuando t = 0.0666 [seg] el resto de los agentes no modificaron su comportamiento.

147





Caṕıtulo 7

Conclusiones

Para finalizar, se presenta un breve resumen de lo aprendido a durante la realización del
presente trabajo de tesis y que marco un inicio de una ĺınea de investigación.

De la misma forma, se profundiza en el trabajo que se puede realizar posteriormente af́ın de
perfeccionar la implementación del controlador propuesto.

7.1 Conclusiones

En los sistemas eléctricos/electrónicos, dada la naturaleza lineal e invariante de los modelos
matemáticos, parece excesivo utilizar algún controlador para sistemas no-lineales o NLSs. De
forma elusiva, también existen metodoloǵıas que simplifican el proceso mediante diferentes
herramientas matemáticas.

La tarea de control asociada al seguimiento de una trayectoria de referencia convierte un
sistema invariante, en un sistema no autónomo en lazo cerrado con el controlador; sin embargo,
como se mencionó anteriormente, la transformación a diferentes coordenadas de referencia,
el análisis en el dominio de la frecuencia, e inclusive, la linealización o la superposición del
modelo matemático son herramientas matemáticas que permiten que este tipo de problemas
puedan atacarse a través de controladores donde es más fácil estudiar su estabilidad.
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Independientemente de ello, utilizar estás herramientas matemáticas tiene implicaciones severas
que restan la flexibilidad que puede tener un controlador sobre un sistema dinámico.

En este sentido, existe una fuerte motivación por emplear un controlador que tenga la mayor
flexibilidad posible, de forma que no quede a la sombra de las restricciones que impone, por
ejemplo, la linealización en un punto de operación o la superposición a través de un gran
cantidad de componentes armónicas.

Por ello, resulta interesante tomar un controlador en el que se verificado su funcionamiento
para sistemas dinámicos “más complicados”. En esencia, el controlador adaptivo de Slotine
tiene un gran número de aplicaciones en el área de la robótica, no solo porque puede ejecutar
un algoritmo para el seguimiento de una trayectoria de referencia o para la estimación de
parámetros desconocidos, si no porque puede incorporar el comportamiento no-lineal inherente
para esta clase de sistemas dinámicos.

Aunque los sistemas eléctricos/electrónicos no poseen las caracteŕısticas que hagan que su
modelo matemático sea dif́ıcil de estudiar, como ocurre con los sistemas no-lineales o NLSs,
esto no impide utilizar el controlador propuesto y aprovechar su potencial ya que puede realizar
múltiples de tareas de control, inclusive en un sistema lineal.

Por lo tanto, desde un inicio el objetivo del presente trabajo de tesis fue utilizar este esquema
de control en los convertidores de potencia de un microrred, no por la amplia presencia de no
linealidades en el sistema dinámico, si no porque es un controlador que tiene la flexibilidad de
cubrir múltiples propósitos.

Evidentemente el reto estuvo en cubrir las condiciones que requiere el controlador, a pesar
de ello, fue posible aprovechar todos sus beneficios, que van desde el seguimiento de una
trayectoria deseada arbitraria y la estimación de parámetros para compensar incertidumbre o
perturbaciones, hasta la sincronización del comportamiento dinámico de los estados.

El presente trabajo de tesis busca marcar un punto de partida en donde se explore un controlador
diferente, un criterio de estabilidad menos restrictivo a partir del análisis por contracción.

Múltiples problemas pueden resolverse utilizando este controlador siempre y cuando se explore
de la forma apropiada, quizás las aplicaciones más interesantes corresponden al comportamiento
coordinado de los agentes de forma que se garantice que no existan corrientes parásitas en la
interconexión de un convertidor de potencia con la red de suministro, o con otros agentes.
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Este trabajo representó la oportunidad de profundizar en el modelado por enerǵıa, de entender
mejor el diseño de un filtro de acoplamiento, de conocer el funcionamiento a detalle de un
inversor como convertidor de potencia, de aprender nuevas herramientas matemáticas, de
estudiar un criterio de estabilidad poco conocido, entre otras cosas. Para cerrar, solo resta
dejar el camino libre y comentar que las posibilidades para este controlador son infinitas. El
desarrolló que ha tenido para manipuladores robóticos es una prueba de ello, donde todo lo
que se ha realizado puede imitarse para sistemas eléctricos como se ha hecho en principio a lo
largo de este trabajo de tesis.

7.2 Trabajo a futuro

Como se mencionó en la conclusión, el presente trabajo de tesis marca un inicio para la
implementación del controlador propuesto donde aún queda mucho por imitar del trabajo que
se ha realizado en manipuladores robóticos. Por lo tanto, de forma breve se menciona algunas
ĺıneas para continuar con lo que se ha desarrollado hasta ahora:

• Considerar dos convertidores de potencia conectados en paralelo como un solo agente
permite ampliar el número de fuentes de alimentación en el modelo matemático, por lo tanto
resulta interesante esta aproximación para tener mayor flexibilidad a la hora de estableces las
coordenadas generalizadas que se pueden controlar.

• En cuánto al intercambio de información, se ha explorado la situación en donde exista
un ancho de banda limitado o retardos en la comunicación como una aproximación más real
de lo que puede ocurrir cuando se desea efectuar la sincronización del comportamiento de los
estados en una red de agentes interconectados.

• Extender el análisis de estabilidad a partir del análisis por contracción para sistemas
eléctricos/electrónicos.

• La desratización del controlador para una implementación más apropiada en los conver-
tidores de potencia.
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Apéndice A

Ecuación de Euler-Lagrange

En la Sección 2.1.1 se utiliza el cálculo de variaciones de forma que la función w = w(t) en el
intervalo [a, b] que permite encontrar la extrema de un funcional W(r) necesariamente satisface
la Ecuación de Euler-Lagrange. Sin embargo, utilizando principios de la mecánica clásica,
también es posible derivar la Ecuación de Euler-Lagrange.

• Partiendo del principio de d’Alambert [20, p. 39-42].

• Partiendo del principio de Hamilton [19, p. 487-488][26].

A.1 Partiendo del principio de d’Alambert

Demostración
T- 2.1.8

En su tratado Mecánique Analytique [1788] (Mecánica Anaĺıtica), J-L. Lagrange buscaba
una expresión para mv̇ invariante en función de las coordenadas generalizadas como (2.4).
Si se considera un pequeño incremento en el desplazamiento dri entonces el incremento
correspondiente del trabajo para fuerzas externas F e

i esta dado por:
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(A.1) δW e ≡
N∑
i=1
F e
i dri ≡

N,n∑
i,j=1

F e
i

∂ri
∂qj

dqj ≡
n∑
j=1
Qjdqj

Donde Qj = Q′j +Q′′j representa la fuerza generalizada para j = {1, 2, · · · , n} debido a la
transformación a coordenadas generalizadas.

• Q′j Fuerza conservativa.

• Q′′j Fuerza no conservativa.

Por otro lado, se define la enerǵıa cinética total como la expresión que se muestra en (A.2) a
continuación:

(A.2) T := 1
2

N∑
i=1

mi|vi|2

El cambio de enerǵıa cinética en función del momento debido al incremento del desplazamiento
dri en el primer término de la expresión (2.5) esta dado por:

(A.3)
N∑
i=1

miv̇idri =
N,n∑
i,j=1

mi

(
vi
∂ri
∂qj

dqj
)

Utilizando la regla del producto para la operación de diferenciación que se observa en la
expresión (A.4) se tiene:

d
dt

(
vi
∂ri
∂qj

)
≡ v̇i

∂ri
∂qj

+ vi
d
dt

(
∂ri
∂qj

)
(A.4)

≡ v̇i ·
∂ri
∂qj

+ vi
∂ ri
∂qj

También, diferenciando para coordenadas generalizadas se obtienen las identidades que se
muestran a continuación:

vi ≡
n∑
j=1

∂ri
∂qj

q̇j(A.5a)

∂vi
∂q̇j
≡ ∂ri
∂qj

(A.5b)

154
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Utilizando las expresiones (A.5a) y (A.5b), se observa que:
N∑
i=1

miv̇idri =
n∑
j=1

(
N∑
i=1

miv̇i
∂ri
∂qj

)
dqj(A.6)

=
n∑
j=1

(
N∑
i=1

(
d
dt

(
mivi

∂ri
∂qj

)
−mivi

∂vi
∂qj

))
dqj

=
n∑
j=1

(
N∑
i=1

(
d
dt

(
mivi

∂vi
∂q̇j

)
−mivi

∂vi
∂qj

))
dqj

=
n∑
j=1

(
d
dt

(
∂

∂q̇j

(
1
2

N∑
i=1

mi|vi|2
))
− ∂

∂qj

(
1
2

N∑
i=1

mi|vi|2
))

dqj

Entonces el principio de d’Alambert es equivalente a:
n∑
j=1

(
d
dt

(
∂T
∂q̇j

)
− ∂T
∂qj
−Qi

)
dqj = 0(A.7)

d
dt

(
∂T
∂q̇j

)
− ∂T
∂qj
−Qi = 0 para coordenadas independientes qj(A.8)

�

De la mano de la AS 2.1.20 y si se asume que el trabajo realizado depende únicamente de la
configuración inicial y final; entonces el trabajo está constituido únicamente por fuerzas conser-
vativas donde Qi = Q′i donde existe un diferencial de enerǵıa potencial V = (q1, q2, · · · , qn)
como se muestra a continuación:

Q′j = −∂V
∂qj

De D- 2.1.11 se sabe que el lagrangiano contiene la información relacionada con el inter-
cambio de enerǵıa. Utilizando la expresión anterior se puede deducir que:

L (t; q, q̇) := T − V
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A.2 Partiendo del principio de Hamilton

Demostración
T- 2.1.14

Sea q(t) la evolución de la trayectoria de un sistema dinámico en el intervalo de tiempo [t1, t2]
entre dos estados q1 = q(t1) y q2 = q(t2) y sea µ(t) una pequeña perturbación que es cero en
los extremos de la trayectoria tal que µ1(t1) := 0 y µ2(t2) := 0, entonces el cambio de primer
orden en µ1(t) produce un cambio el funcional de acción δS(q) como:

(A.9) δS(q) =
∫ t2

t1
(L (t; q + µ, q̇ + µ̇)− L (t; q, q̇)) dt =

∫ t2

t1

(
µ
∂L
∂q

+ µ̇ ∂L
∂q̇

)
dt

Aplicando integración por partes:

(A.10) δS(q) =
[
µ
∂L
∂q̇

]t2
t1

−
∫ t2

t1

(
µ

d
dt
∂L
∂q̇
− µ ∂L

∂q

)
dt

Sean las condiciones de frontera µ1(t1) := 0 y µ2(t2) := 0 se tiene que:

(A.11) δS(q) =
∣∣∣∣∣−
∫ t2

t1
µ

(
d
dt
∂L
∂q̇
− ∂L
∂q

)
dt
∣∣∣∣∣

El principio de Hamilton requiere que el primer orden de cambio de δS(q) sea cero para
cualquiera µ(t) para un punto estacionario; esto solo ocurre cuando:

(A.12) d
dt

(
∂L
∂q̇

)
− ∂L
∂q

= 0 para q = (q1, q2, · · · , qN)ᵀ

�
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Apéndice B

Anexo de bloques: Simulación
y resultados

En la obtención de resultados para las diferentes simulaciones realizadas se utilizaron múltiples
recursos que se observa a lo largo de esta parte del documento.

En la sección Sección B.1 se muestra el diagrama de bloques para efectuar la conmutación
unipolar de una señal en Powersim PSIM 9.1.1 y en MathWorks SIMULINK R2017b.
Por otro lado, en la Sección B.2 se muestra el código de programación de los bloques en el
controlador para un solo agente (Figura 4.1) y para múltiples agentes (Figura 5.1).

B.1 Bloques para la modulación unipolar

En la Figura B.1 se muestra el diagrama de bloques para efectuar la conmutación unipolar
de una señal en el software Powersim PSIM 9.1.1.

En la Figura B.2 se muestra el diagrama de bloques para efectuar la conmutación unipolar
de una señal en el software MathWorks SIMULINK R2017b.
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Figura B.1
Diagrama de bloques, en Powersim PSIM 9.1.1

Figura B.2
Diagrama de bloques, en MathWorks SIMULINK R2017b

158
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B.2 Bloques para el controlador

• Código de programación para el bloque ERRR en el controlador par

1 function [qe0X,qe1X] = ERRR(qa0X,qa1X,qd0B,qd1B)

2 %-

3

4 % ERRR Error del comportamiento de las coordenadas generalizadas

5

6

7 qe0X = qa0X-qd0B; % Calculo del error de la posicion generalizada

8 qe1X = qa1X-qd1B; % Calculo del error de la velocidad generalizada

• Código de programación para el bloque SLID en el controlador:

1 function [qr1X,qr2X,qh X] = SLID(qa1X,gama,qd1B,qd2B,qe0X,qe1X)

2 %-

3

4 % SLID Variable compuesta para describir una superficie deslizante

5

6

7 % gama = [ ?];

8 % Ganancia asociada a la posicion en la variable compuesta

9

10

11 qr1X = qd1B-gama*qe0X;

12 qr2X = qd2B-gama*qe1X;

13

14 qh X = qa1X-qr1X;

• Código de programación para el bloque ESTM en el controlador:

1 function d GL X = ESTM(qa0X,qr1X,alfa,qh X)

2 %-

3

4 % ESTM Ley de estimacion

5

6

7 % alfa = [ ?];

8 % Ganancia para la ley de estimacion

9

10

11 % RL = 1/GL;

12 d GL X = -alfa*((qr1X/Cf)+((R1*qa0X)/Cf))*qh X;

159



Apéndice B. Anexo de bloques: Simulación y resultados

• Código de programación para el bloque CTRL en el controlador para un solo agente:

1 function taus X = CTRL(qa0X,qa1X,qr1X,qr2X,RL X,beta,qh X)

2 %-

3

4 % CTRL Ley de control

5

6

7 % beta = [ ?];

8 % Ganancia para la ley de control

9

10

11 ut = L1*qr2X+((R1*qr1X)+((L1*qr1X)/(RL X*Cf)))+(((R1*qa0X)/(RL X*Cf))+(qa0X/Cf))-beta*qh X;

12 vt = ((R1*qa1X)+((L1*qa1X)/(RL X*Cf)));

13

14 taus X = ut+vt;

• Código de programación para el bloque CTRL en el controlador para múltiples agentes:

1 function taus X = CTRL(qa0X,qa1X,qr1X,qr2X,RL X,qh X,K1,K2,qh i,qh j)

2 %-

3

4 % CTRL Ley de control

5

6

7 % K1 = [ ?];

8 % Ganancia para el seguimiento de una trayectoria deseada

9 % K2 = [ ?];

10 % Ganancia para la sincronizacion del comportamiento de los estados

11

12

13 ut = L1*qr2X+((R1*qr1X)+((L1*qr1X)/(RL X*Cf)))+(((R1*qa0X)/(RL X*Cf))+(qa0X/Cf))-K1*qh X+K2*qh i+K2*qh j;

14 vt = ((R1*qa1X)+((L1*qa1X)/(RL X*Cf)));

15

16 taus X = ut+vt;
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