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Introduccidn

Motivacion

En la naturaleza se pueden encontrar comportamientos cooperativos
entre distintos seres vivos (agentes), dentro de los ejemplos mas conocidos
se pueden mencionar: los bancos de peces, bandadas de pdjaros, colonias de
hormigas, etc. Por otro lado, debido a sus diversas aplicaciones a la ingenieria,
fisica, biologia, entre otras disciplinas, el andlisis y disefio de leyes de control
cooperativo, para agentes dindmicos de distinta naturaleza, es de interés en
la teoria del Control Automdtico [1]. En particular, el control cooperativo de
sistemas multiagentes resulta de sumo interés cuando se requiere realizar tareas
en las que es necesaria la intervencion de varios agentes, o bien, también se ha
demostrado que la utilizacidn de varios agentes (sistemas) reduce el consumo
energético al realizar ciertas tareas, tales como: transporte, monitoreo, entre

otras, ejemplos pueden encontrarse en [2] y [3].

Por esta razén en los ultimos afios, muchos investigadores de la comuni-
dad cientifica han abordado problemas como la vigilancia de trafico, el trazado
de mapas para dreas de cultivo, la deteccién de incendios en largas extensiones
de bosque, la busqueda y rescate de personas en situaciones de riesgo o en
desastres naturales, e incluso, actividades civiles y militares como el reconoci-
miento visual de dreas amplias de terreno. Para poder resolver estos problemas,
se requiere contar con sistemas de rdpida respuesta y alta maniobrabilidad,
los grupos de investigacién en las areas de control y robdtica han utilizado
vehiculos aéreos no tripulados (UAVs por sus siglas en inglés) [4]. Los pro-
blemas antes mencionados pueden abordarse mediante el uso de UAVs dado
que dichos vehiculos tienen la capacidad de acceder en ambientes peligrosos
que pueden amenazar la seguridad de seres humanos, simplificar y reducir el
esfuerzo desempeiiando dichas actividades, un ejemplo se observa en [5].




De acuerdo con P. Castillo, R. Lozano y A. Dzul [6], las aeronaves de
rotores se clasifican como sigue:

Configuracién convencional de rotor principal y de cola.

Configuracién de un solo rotor.

Configuracién coaxial con dos rotores.

Configuracién de dos rotores a los costados.

Configuracién multirotor.

Particularmente, los robots aéreos de tipo cuadricéptero se han convertido
en sistemas muy populares gracias a su capacidad de lograr despegue y aterrizaje
vertical, ademas de lograr vuelo estacionario, lo que les proporciona grandes
capacidades de manejo en espacios estrechos y de dificil acceso, sin embargo,
presentan la dificultad de ser sistemas subactuados [7].

Un sistema dindmico subactuado es aquel que cuenta con una cantidad
de entradas de control menor que las variables posibles a controlar. Los sistemas
de este tipo se utilizan en una gran cantidad de aplicaciones tales como robdtica
movil, sistemas aeroespaciales y aeronauticos, robética flexible, entre otros. El
que un sistema sea subactuactuado se debe a alguna de las siguientes razones

[8]:
= La propia dindmica del sistema.
= Por disefio para la reduccién de costos y objetivos practicos.
» Debido a fallas en los actuadores.

= Impuesta artificalmente para crear sistemas mas complejos de orden menor,
y asi ganar percepcion en el control de sistemas subactuados de orden

mayor.
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Para controlar los UAVs, se han propuesto diversas estrategias de control a
lo largo de los afios. En [9] K. U. Lee, Y. H. Yun, W. Chang, J. B. Park, y Y. H. Choi
propusieron un control de orientacién para un UAV mediante el método de
control por superficie dindmica (DSC) utilizando la teoria de estabilidad de
Lyapunov el cual validaron mediante resultados experimentales, mientras que
el disefio de controles no lineales mediante saturaciones anidadas para un

cuadricéptero se muestran en [7] y [10], asegurando estabilidad global.

En redes de agentes o sistemas dindmicos,“lograr un consenso” se refiere
a alcanzar un acuerdo basado en cierto valor de interés que depende del estado
de cada uno de los agentes. Para el caso de sincronizacién, dicho acuerdo
debe alcanzarse de manera simultdnea al seguimiento de trayectoria para cada
agente. Para este fin, se necesita desarrollar algoritmos para sincronizacién. Un
algoritmo para sincronizacién se puede definir como un conjunto de reglas que
especifican como se realiza el intercambio de informacion entre un agente y

todos sus vecinos en una red.

En sincronizacién de sistemas, la aplicaciéon de controles cooperativos
que logren la sincronizacién ofrece grandes beneficios para resolver proble-
mas relacionados a redes multiagentes. Las capacidades de coordinacién entre
multiples sistemas involucra el sensado, la comunicacién y la sincronizacién
del movimiento como se expresa en [11]. Ademads, es posible incrementar el
desempefio de este tipo de redes en sincronizacion y, asi, aumentar el ahorro de
energia para los agentes si se mejoran los ajustes de ganacias y la optimizacion
de las leyes de control.

Cuando se combinan las ventajas con las que cuentan los cuadricopteros
con un enfoque de redes de sistemas multiagentes, podemos incrementar de
manera sustancial las capacidades de aplicacion para este tipo de robots, lo-
grando un gran apoyo en tareas de exploracién y cobertura de lugares extensos.
Podemos observar un ejemplo de estas aplicaciones en [12], donde se presenta

una formacion de tres robots tipo cuadricéptero utilizando evasion de colisiones,
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mientras que [13] y [14] emplean una estructura de lider y subordinado para
una red de tres sistemas de este mismo tipo. Un esquema de seguimiento para
tres robots utilizando las posiciones reales y deseadas de los vecinos de la red y
un lider virtual se muestra en [15]. Por otro lado, el concepto de sincronizaciéon
se utiliza ampliamente para formaciones de sistemas robdticos multiagentes,
por ejemplo, en [16], se desarrolla una ley de control distribuida de velocidad
para lograr la sincronizacién en un grupo euclideano especial (SFE(3)), bajo
la suposicion que el intercambio de informacion entre los agentes se establece
mediante un grafo fuertemente conectado. También se muestra que la entrada
de control es adecuada para el caso de lider y subordinado, e incluso para los
casos en que existen retardos en la comunicacién y cambios en la topologia.

Para el desempefio correcto de las leyes de control es necesario conocer los
parametros adecuados del sistema a controlar; sin embargo, en casos practicos,
los valores reales de dichos parametros son dificiles de determinar de manera
precisa. La implementacion de métodos de control adaptativo permite abordar
la problemadtica de incertidumbres paramétricas en el sistema y perturbaciones
externas, tales como esfuerzos generados por situaciones ambientales. Mas
alla de lograr la estabilizacién, regulacion y seguimiento mediante controles
robustos y adaptativos, el problema de sincronizaciéon de posicién implica disefio
adicional en los controladores. Esto se logra mediante la inclusién de términos
del consenso en los controladores que permitan penalizar el desajuste que
exista entre los estados de los diferentes agentes de la red, por ejemplo, pueden
incluirse términos que establezcan y penalicen, mediante una ganancia, la
diferencia de las velocidades entre los agentes.

Planteamiento del problema

Para completar las tareas mencionadas previamente, es necesario tomar
en cuenta varios aspectos, entre ellos, la complejidad de la dindmica subactuada
de los UAVs, su interaccién con el ambiente en el que se desempefian y los
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retardos de comunicacidn que existen entre los UAVs y el ser humano. Por estas
razones, el problema aun tiene un gran reto en el disefio de controles para estos
vehiculos.

Objetivos

Esta tesis de investigacion se desenvuelve de acuerdo a los objetivos
estipulados a continuacidn.

Objetivo general

El presente trabajo de tesis tiene por objeto el desarrollo de algoritmos de
control cooperativo que logren la sincronizacién de multiples agentes; en este
caso, robots aéreos de tipo cuadricéptero modelados mediante la técnica basada
en energias Euler-Lagrange.

Objetivos particulares

Dentro del alcance de esta tesis se plantean objetivos particulares para el
correcto desarrollo de la investigacién. Estos objetivos son:

= Obtener un modelo de los robots tipo cuadricéptero mediante la técnica
Euler-Lagrange.

= Sintesis de leyes de control local.
= Andlisis de estabilidad del sistema controlado.

= Sintesis de leyes de control que logren la sincronizacién de robots aéreos
tipo cuadricéptero.

= Andlisis de estabilidad de la red de multiagentes.

Objetivos




Metodologia

Para lograr los objetivos planteados anteriormente, se trabaja con la si-
guiente metodologia. Como primer paso, se realizard una revision bibliografica
que permita conocer los avances actuales en el ambito del modelado con robots
aéreos no tripulados de tipo cuadricédptero. Como segundo paso, se modelara el
cuadricéptero mediante las ecuaciones Euler-Lagrange de manera que permita la
sintesis de controladores. En un tercer paso, se hara una investigacién bibliogra-
fica para identificar el estado del arte en el aspecto de los controladores, tanto
locales como para sincronizacion, para sistemas dindmicos y, especificamente,
para robots aéreos. Como siguiente paso, se desarrollardn de manera tedrica los
algoritmos de control para lograr la estabilidad y seguimiento de trayectorias,
tanto en sistemas dindmicos de unico agente (controladores locales) y sistemas
multiagentes. Por dltimo, se realizard la simulacion de los algoritmos de control
y se reportaran los resultados obtenidos en el presente trabajo.

Estructura de la tesis

El resto de este trabajo estd dividido como sigue:

= En el capitulo 1 se describe la estructura del cuadricéptero, asi como las
fuerzas que ejercen sus cuatro motores para el movimiento del mismo.
Primeramente, se presenta el andlisis cinematico del sistema, considerando
los marcos de referencia del cuerpo movil y el marco fijo a tierra, deno-
minado inercial, derivando en la obtenciéon de la matriz de rotacién del
vehiculo, que permite relacionar estos dos marcos para dar posicion y
orientacién espacial del cuadricoptero. En segunda instancia, se presentan
las ecuaciones dindmicas que describen los movimientos de rotacién y
traslacion del sistema, utilizando la formulacion Euler-Lagrange, basada
en los conceptos de energia cinética y potencial, dando lugar al modelo del

cuadricéptero, dicho modelo es apropiado para la sintesis de controladores.
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En la seccién final se presenta un repaso sobre la teoria de grafos, resaltan-
do algunos conceptos basicos y propiedades de los mismos, asi como su
formulacién matemadtica para el desarrollo de algoritmos de control.

En el capitulo 2 se retoman varios conceptos importantes en la teoria de
control de sistemas dindmicos. En la primera parte se muestran definicio-
nes como estabilidad o estabilidad asintética, asi como un repaso de las
nociones de sistema y estado. Posteriormente se exponen teoremas que son
fundamentales para poder comprobar la estabilidad de sistemas dindmicos
no lineales. Finalmente, se presentan teoremas que seran de utilidad para
el desarrollo de los algoritmos de control propuestos en esta tesis.

En el capitulo 3 se presentan las cuatro estructuras de control propuestas.
Primero, se establece el modelo de error necesario para lograr el segui-
miento de trayectorias. Posteriormente, se desarrolla una estrategia basada
en la técnica de backstepping. Después, se propone una ley de control por
medio de saturaciones anidadas, que permite controlar los esfuerzos de
control ejercidos por los motores del cuadricéptero. La tercer propuesta
consta de una ley de control para el subsistema de traslacién que considera
los retardos que son generados en la retroalimentacidn del sistema debido
al sensor de posicionamiento global. Por ultimo, se propone una estra-
tegia de control para la sincronizacién de sistemas multiagentes de tipo
Euler-Lagrange, considerando la variacién en los pardmetros del sistema.

El capitulo 4 presenta los resultados de simulacién para cada una de las
leyes de control propuestas en el capitulo 3. Primeramente, se muestran
los parametros de la aeronave utilizados para realizar las simulaciones. En
la segunda seccion se presenta la formulacion matematica de la trayectoria
de referencia a seguir. Los resultados para la ley de control basada en
backstepping se muestran en el tercer apartado. Después se establecen
los resultados para la estrategia con saturaciones anidadas. Por ultimo, se

presentan dos resultados de la ley de control para sincronizacion, en primer
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lugar, se desarrolla un ejemplo comparativo entre dos controladores, que
permite observar los beneficios de la ley de control propuesta y finalmente,
se exponen los resultados para la ley de control con una red de varios
agentes de tipo cuadricéptero.

= En el cierre de esta tesis, se exhiben las conclusiones obtenidas a partir del
presente trabajo y se indica el trabajo a futuro a realizar para continuar
con la investigacién realizada.

Introduccion



Modelado matematico de
sistemas multiagentes

El modelado matematico de sistemas dindmicos se utiliza ampliamente
en el diseflo de controladores y es una de las etapas mas importantes en la
implementacién fisica de este tipo de sistemas. Obtener el modelo de un sistema
ayuda a entender de mejor manera su funcionamiento, ademas, permite analizar
el comportamiento del mismo bajo diferentes condiciones de trabajo, asi como
sus limitaciones.

Cuando se trata de robots aéreos, obtener un modelo dindmico correcto
y fiable se vuelve de suma importancia, ya que el riesgo de dafios graves al
sistema debido a impactos o caidas es alto, es por esto que, es de gran ayuda
poder analizar su comportamiento y realizar simulaciones del sistema controlado
en lazo cerrado que permitan detectar errores, analizar el desempefio para la
busqueda de mejoras y lograr una buena sintonizacién antes de realizar la
implementacion en la plataforma fisica.

Derivado de lo anterior, en este capitulo se obtendra el modelo dindmico
para un robot aéreo de tipo cuadricdéptero mediante la técnica de Euler-Lagrange.
Primeramente se realizara el analisis cinematico del sistema en la seccién 1.1. En
segunda instancia, se aplicard el método de energias para desarrollar el modelo
dinamico del sistema, incluyendo las entradas de control que serdn utilizadas en
la seccion 1.2. Por ultimo, en la seccidén 1.4 se establecen definiciones relativas al

control de sistemas multiagentes y al modelo que permite trabajar con ellos.

Para el desarrollo del modelo matematico y a fin de simplificar la obten-

cién del modelo, se tomaron en cuenta las siguientes consideraciones:

= El cuadricéptero se comporta como un sdélido rigido.
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= La masa del cuadricéptero es constante y estd simétricamente distribuida.

= El centro de gravedad del sistema y el origen del marco atado al cuadri-

céptero coinciden.

= El movimiento de la Tierra es despreciable, por lo que se puede considerar

como un marco de referencia inercial o fijo.

Analisis cinematico
Para la obtencion del modelo es necesario definir dos marcos de referencia,
el marco inercial fijo a la tierra, denotado como .# y el marco de referencia

movil ubicado en el dron, denominado como %. Ambos marcos se ilustran en la

figura 1.1.

Fig. 1.1: Sistemas de coordenadas.
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Con el objetivo de describir la posicién y orientacion del sistema fisico se
utiliza un conjunto de coordenadas generalizadas, las cuales pueden escribirse
como:

q: =(&n) €RC (1.1)

donde ¢ = (z,y,2) e R¥y n = (¢,0,7) € R? son, la posicion del centro de masa
y los angulos de Euler del cuadricéptero de acuerdo al marco de refencia inercial
terrestre ., respectivamente.

Para la formulacion Euler-Lagrange es necesario conocer la matriz de
rotacion que transforma un vector tridimensional visto desde el marco de re-
ferencia 4 atado al sistema, hasta marco de referencia .# fijado a la Tierra.
Cualquier orientacion del cuadricoptero se obtiene mediante tres rotaciones
sucesivas desarrolladas a lo largo de cada uno de los ejes x, y y z. Los angulos
derivados de estas rotaciones se denominan alabeo (roll), cabeceo (pitch) y
guifiada (yaw) respectivamente [7]. Las matrices de rotacion de cada una se
representan por las siguientes matrices:

1 0 0
R(z,0) =10 ¢4 —s4| - (1.2a)
0 s4 ¢4 |
cg O 39_
Rly,0)=]10 1 0], (1.2b)

—Sp 0 Co

CQZJ —S¢ 0
R(z,¢) = |sy ¢y 0], (1.20)

donde R(z,¢), R(y,0) y R(z,v) € R®*3, mientras que ¢, y s, representan
las funciones trigonométricas coseno y seno del argumento (¢ en este caso),

1.1 Andlisis cinematico
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respectivamente. Por tanto, cualquier orientacién puede referenciarse del marco

movil £ al marco inercial .# mediante la matriz definida en (1.3):

R = R(z,¢)R(y,0)R(z,¢),

CpCo  CySeSe — SyCh  CySaCy + SySe (1.3)
R, = S4Co  SypSeSs T CypCy  SySeCh — CySe

—Sp CoS¢ CoCy

Se utiliza el hecho de que la matriz Ré (denotada como R en lo sucesivo) es
una matriz ortonormal, lo que permite conocer las velocidades del sistma

R'R=1. (1.4)
Para ello se deriva la expresidn anterior:
R"R+R"R =0, (1.5)

después se despeja RT R:
~R"R=R"R, (1.6)

en seguida se define S: R — R3*3 como:
R"R=:5, (1.7)
posteriormente:
R = RS. (1.8
De la ecuacion (1.7) se observa que podemos obtener S por medio de (1.9):

IR . OR -
o T T T
S=R ¢<b TR 79 RS0 (1.9)

Después se obtiene la matriz antisimétrica expresada en (1.10):

0 —Cd,Cga + S¢9 Cd,é + Cgsqg@b
S = | cocoth — 540 0 —¢ + sp1) |- (1.10)
—C(bé — C@S¢¢ gb - 89¢ 0
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Finalmente, simplificando la notacién, S se puede reescribir como en
(1.11):

0 —c b
S=|lc¢c 0 -—al, (1.1D
-b a 0

donde «, b, ¢ se utilizan para simplificar la escritura de la ecuacion (1.10). Des-
pués, de acuerdo con [17] se utiliza la relaciéon estdndar cinemdtica W,, : ) — w:

w = Wi, (1.12)

se tiene la relacidn entre los componentes de la velocidad angular y las derivadas
de los dngulos de Tait-Bryan, entonces la ecuacion (1.12) se representa como
[6]: .

a 1 0 —sp| |0

bl =10 ¢y sgcol |0]- (1.13)

c 0 —s4 cyco Y

Analisis dinamico

Los modelos matematicos de los sistemas fisicos pueden derivarse de
consideraciones de energia, siendo el método de Euler-Lagrange el mas versatil,
el modelo del cuadricéptero se obtiene por este método. En esta formulacion,
el objeto se considera como un cuerpo rigido en tres dimensiones, sobre el
cual actian una fuerza de empuje y tres momentos angulares. La fuerza de
empuje actia solamente sobre el eje Z del marco de referencia del dron y es
la que permite que el vehiculo se eleve. Es importante notar que esta fuerza
no consigue realizar el movimento del cuadricdptero en el plano X — Y. Los
momentos angulares o pares son los que permiten la rotacién del cuadricoptero
y, por consiguiente, éstos hacen posible el movimiento del vehiculo a lo largo de
los ejes X y Y.

1.2 Andlisis dinamico
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El Lagrangiano estd definido como la diferencia entre la energia cinética
y la potencial, es decir:
L=E.—E, (1.14)

donde la energia cinética se define como en (1.15):
Ec = EcTrasl + EcRot7 (115)

y por las ecuaciones de energia se sabe que:

1
E,. = imvz, E, = mgh. (1.16)

En esta formulacion se debe tener en cuenta la matriz de inercia definida en la
ecuacién (1.17):

ml 0
D(q,q) = , 1.17
(¢.9) [ 0 J] (1.17)
donde el Jacobiano estd definido por (1.18):
J=WIT,W,, (1.18)

donde I, es la matriz de inercia y toma los términos de los productos cruzados
del tensor de inercia como nulos, por lo que I,, es una matriz diagonal definida
en (1.19):

L. 0 0
L=|0 I, 0], (1.19)
0 0 L.

donde I,,, I, .. son los momentos de inercia del sistema. De lo anterior, se
tiene que J queda expresado como:

Ixz 0 —dgz2Se
J = 0 ]yyci + Izzsi Iyycocpsy — 1..cocps4 | (1.20)

—I280 LyycocysSs — 1.:CoCHS4 [chgci + Imsg + Iyycgsi
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ademas, la energia cinética traslacional se define como:
. 1.y
EcTrasl(Q7 Q) = 55 m]é—a (121)
y la energia cinética rotacional:
. L.r.
Eeroi(a: ) = 517 Jn, (1.22)
asimismo, para la energia potencial, se tiene:
T
Ef()=m[0 0 g 000z y 20 6 ¢, (1.23)
mientras que el vector de gravedad G adopta la siguiente forma:
T
G=1[00go00 0. (1.24)
Por otro lado, la ecuacion de Euler-Lagrange se define como:

d (0L 0L
dt \ 9g; oq

La fuerza traslacional solamente acttia en el eje z, por lo que se puede expresar

Fe

T

. (1.25)

como:

Fe=101. (1.26)
U1
Los pares necesarios para lograr la rotacién del cuadricoptero se obtienen a
partir de las diferencias en las fuerzas f1, f2, f3 ¥ f4 ejercidas por los motores
frontal, derecho, trasero e izquierdo, respectivamente, y sobre el centro de masa
del dron, como se muestra en (1.27):

To (f3 - fl)l
T=|T9| = (f24_ f4)l . (127)
T¢ = TMi

1.2 Andlisis dinamico
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Después se obtienen las derivadas del Lagrangiano definido en la ecuacién
(1.19):

oL 1

9= 5[D(@)d+ q" D(q)], (1.28)
oL
37(} = D(q)q- (1.29)

Derivando con respecto del tiempo se obtiene:

d (oL
dt \ 9g

) = D(q)d + D(q)d, (1.30)

y la derivada con respecto a las coordenadas generalizadas ¢ es:

oL 0E. 0E, OF,

— = =G, 1.31
dqg  dq  Oq dq me (1.31)
Con lo que se puede reescribir (1.25) como:
. . . OFE. F;
D(g)g+ D(9)i— - =G = . (1.32)
q T
De (1.32), se define la matriz de Coriolis como:
. . . OFE.
Clg,dlqd = D(q)q — 9 (1.33)

Como la matriz de Coriolis sélo interviene durante las rotaciones, se puede

reescribir como:

4 d [ 7 0w T, 0w
Clg,q] = pn (w IE)n) w Ia—n. (1.34)

Resolviendo la ecuacion (1.34) se llega a la matriz de Coriolis definida en (1.35):

Cii Ci2 Cis
C[Qa Q] = |Cy Coy Chsl (1.35)
Cs1 Cs Csg
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donde cada término esta definido como:

Ci1 =0,
Cly = —ILbcy + ]yy(95¢c¢ + @/}0932 — ¢ceci) — IZZ(@ZJCQSi — ¢ceci + 9s¢c¢),
Ci3 = —Iyyl/}czs¢c¢ + Izz1bc§s¢c¢,
Cor = Lpthcy + Ly (—Osgcs + eoch — Ucesy) + L. (Yeps] — thegc] + Os4cs),
Coy = — yygﬁsd,cqg + IZZQ'SS¢C¢,
Cas = —Logthsgcy + Lyythsocosy + L.tbsococs,
Ciyp = —I,.0c0 + Iyy¢c§s¢c¢, — Izzd}cg%cqg,
Csy = Lathsgcy — Ly (Bsessce + gz'ﬁcesi - qﬁc@cé + 1/13909335)
+ L.(¢coss, — deoch, — Pspeoc + Ospsecy),
Ciay = I,.0s0c0 + Iyy(—ésf;casi + dCEsyCh) — Izz(és(;c@ci + DCEs4Cs)-

Por ultimo, se define la matriz M como:
M(n): =, (1.36)
y se escribe el modelo en espacio de estados.

Debido a la estructura del propio sistema, éste se separa en dos subsiste-
mas, uno para la traslacion y otro para la rotacion. Ambos modelos se presentan
en las ecuaciones (1.37) y (1.38) respectivamente.

0 0

mé+mg [0 =R5 | 0], (1.37)
1 U1

M(n)ij+ C(n,n)n = 7. (1.38)

El vector de estado del modelo esta definido como en la ecuacién (1.39)

cénn) =[eyzigz000464] (1.39)

1.2 Andlisis dinamico
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de manera que las entradas de control del sistema son v, y 7,, donde 7, queda

definido como:
ZU,Q

7-77: Z'LL3 9 (140)

Uy

donde [ es la longitud de brazo del cuadricéptero.

En la ecuacién (1.37), u; denota al empuje total ejercido por el sistema
de propulsién, mientras que en la ecuacién (1.40), us es el par generado por
la diferencia de empuje entre el motor frontal y trasero, us es el par generado
por la diferencia de empuje entre el motor derecho e izquierdo y u, es el par
generado por la diferencia de empuje entre los motores que giran en sentido
horario y los que giran en sentido antihorario. Debido a que existen 6 posi-
bles coordenadas a controlar y solamente 4 entradas de control el sistema se
considera subactuado.

Es importante mencionar que las matrices M y C mostradas en (1.38) no
son totalmente independientes entre ellas, y cumplen las siguientes propieda-
des:

= La matriz M es simétrica, definida positiva y acotada.
» La matriz M se puede escribir como M := C + C7

» La matriz M — 2C es una matriz antisimétrica de la que se cumple que

i’ (;M _ 20) g=0. (1.41)

= El modelo dindmico establecido en la ecuacion (1.38) es lineal con respecto
a un conjunto de parametros fisicos 0, esto es,

M (n)ij + C(n,n)n = @0, (1.42)

donde ¢ se denomina matriz de regresidn del sistema.
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1.3

Las propiedades anteriores aparecen reportadas en diversos trabajos, ob-
serve por ejemplo [18], [19] y [20].

Vale la pena recalcar que estas propiedades se cumplen para cualquier siste-
ma modelado mediante la técnica Euler-Lagrange cuando tienen la siguiente
estructura:

M(q)i+ C(q.4)q + Glq) = 7. (1.43)

Teoria de grafos

En la presente seccién se mencionan las bases de la teoria de grafos
que permiten un claro entendimiento del modelado realizado para sistemas
multi-agentes. Para mayores detalles se puede referir a [21].

Definicion 1. Un grafo es un par de conjuntos G = (V, E), donde los elementos de
V' se denominan vértices (o nodos, o puntos) del grafo G y los elementos de E se les
nombra aristas (o lineas). Se le llama un grafo en V cuando este es su conjunto de
vértices. Para referirse a los conjuntos de un determinado grafo G se utilizan las
expresiones V (G) para el conjunto de vértices y E(G) para el conjunto de aristas.

Comunmente los grafos se dibujan representando cada nodo como un
punto, mientras que cada arista se representa con una linea, en la figura 1.2
se muestra un ejemplo de un grafo cuyos conjuntos de vértices y aristas son
V ={1,2,3,4,5,6,7} y E = {(1,2),(1,3),(1,5),(3,4),(3,6),(4,7),(6,7)}, res-

pectivamente.

Definicidon 2. Se denomina orden de un grafo G al niimero de vértices que contiene
éste, y se denota como |G|, mientras que el nimero de aristas se representa por ||G||.

En el ejemplo de la figura 1.2 se puede apreciar que el grafo tiene orden
|G| = 7 que son los nodos numerados, mientras que la cantidad de aristas con

1.3 Teoria de grafos
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Fig. 1.2: Grafo

las que cuenta es ||G|| = 7, esto se obtiene contando las lineas o los elementos
del conjunto E.

Definicion 3. Se dice que un vértice v es incidente con un arista e si v € ey, por
tanto, e es un arista en v. Los dos vértices que son incidentes con un arista se
denominan sus terminaciones, un arista une sus terminaciones, es decir, los vértices
que conecta. Una arista {x, y} usualmente se denota simplemente por xy o yx. El
conjunto de todas las aristas en E en un determinado vértice v se representa como
E(v).

Definicidn 4. Dos vértices de G denotados como x,y, son adyacentes o vecinos, si
xy es una arista de G. Dos aristas distintas e y f son adyacentes si comparten una
terminacion comun. Si todos los vértices de G son pares adyacentes, entonces el
grafo G se dice que es completo. A los pares de vértices o aristas no adyacentes se les
denomina independientes.

Definicion 5. El grado o valencia de un vértice v es el niimero de aristas en vy se
denota por dg(v) = d(v).

Definicidon 6. Se dice que un grafo G estd conectado si cualesquiera dos de sus
vértices estdn unidos mediante una trayectoria en G.
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/\
\\

Fig. 1.3: Grafo dirigido (digrafo)

Definicidon 7. Un grafo dirigido (digrafo) es un par de conjuntos G = (V, &, .A)
donde V es el conjunto de vértices, £ corresponde al conjunto de aristas direccio-
nadas que representa el flujo de informacion en el sentido de la arista’y A es la
matriz de adyacencias del digrafo. En la figura 1.3 se muestra un ejemplo de un

grafo dirigido.

Modelado de sistemas multiagentes

La investigacion del control de sistemas multiagentes es muy popular en
la actualidad. Poder controlar varios sistemas de manera coordinada permite
realizar tareas complejas de manera mas sencilla, asi como lograr el ahorro de
energia al disminuir el tiempo de funcionamiento de los agentes durante tareas
complejas, ademas de hacer actividades que serian imposibles de lograr con un
Unico sistema.

En cuestion de redes de sistemas, existen dos problematicas de control
definidas a continuacion [20]:

= Sincronizacion. Considere una trayectoria deseada para todos los agentes
tal que sea acotada definida como z4(t) = col (qg(t), qg(t)) € R?", con

1.4 Modelado de sistemas multiagentes
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jq € Lo, todos los estados de los agentes deben seguir dicha trayectoria,
esto es, lim; ., |Z;(t)| = 0 donde &; := x; — x,.

= Consensus. Se denomina asi cuando no existe una seflal de referencia,
esto es, q4(t) = 0, las posiciones de todos los agentes deben alcanzar
un consenso, esto es, lim; ,,, ¢;(t) = ¢., para algin ¢. € R". Ademads,
limy o0 |¢i(t)| = 0.

En una red de sistemas Euler-Lagrange (EL), denotados como agentes, el
intercambio de informacién entre los elementos a través de la red se describe
por medio de un grafo de interconexién direccionado, donde cada nodo es un
agente de la red. Para la presente tesis se trabajo con un sistema de 3 agentes
descrito en la figura siguiente:

4
A

Fig. 1.4: Grafo direccionado.

El grafo presentado en la figura 1.4 es una grafo simplemente conectado,
esto es, existe un nodo tal que todos los otros nodos del grafo estan conectados
a este nodo por medio de una trayectoria dirigida. Para realizar el modelado
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del grafo se utiliza la matriz Laplaciana £ € RV*" cuyos elementos se definen

como:

N

Z ag 1=7]
k=1

—Qik { 7é j>

donde a;; = 1si j € NV, en caso contrario, a;; = 0 y N; es el conjunto de agentes

(1.44)

lij -

que transmiten informacion al i-ésimo agente. Por tanto, para el grafo descrito

en la figura 1.4, la matriz Laplaciana queda definida como:

L=|-1 1 0|. (1.45)
-1 -1 2

La matriz Laplaciana tiene varias propiedades fundamentales, las cuales han sido
abordadas en diversos trabajos. Los detalles de algunas de estas propiedades
pueden encontrarse en [22, 23] y se explican a continuacidn.

Propiedades de |la matriz Laplaciana

Definicién 8. Sea G = (V,E&,.A) un grafo dirigido con N nodos. El grado de

entrada y salida de un nodo v; se definen como sigue:

N N
degin(vi) = ani, degou(vi) =D ag, (1.46)
k=1 k=1

Por la propia definicidn del Laplaciano mostrada en la ecuacion (1.44),
cualquier suma de renglén de la matriz es cero. Es por esta razén, que el
Laplaciano del grafo siempre tiene un eigenvalor cero, o dicho de otra manera,
rango(L < N —1), y dicho eigenvalor corresponde al eigenvector por la derecha:

w, =1y = (1,1,...,1)7 (1.47)

1.5 Propiedades de la matriz Laplaciana
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con elementos idénticos y distintos de cero.

A un digrafo se le denomina “fuertemente conectado” si, y sélo si, cuales-
quiera dos de sus nodos del grafo pueden conectarse mediante una trayectoria
que respeta la orientacion de las aristas del digrafo. Los siguientes teoremas
permiten establecer las dos propiedades basicas de un digrafo y su Laplaciano.

Teorema 1. Sea G = (V, £, A) un digrafo con Laplaciano L. Entonces G es fuerte-

mente conectado siy sélo si rango(L) = N — 1.

Prueba. La demostracion de este teorema implica términos y teoria mds profunda
de grafos y Laplaciano, refiérase a [23] para observar dicha prueba.

Teorema 2 (Teorema de GerSgorin [24]). Para cualquier matriz A = [a; ;| € C™*"
y cualquier eigenvalor A € o (A), donde o (A) es el espectro de A, Entonces se
cumple que:
A —ay] <> lau|, i.j€{1,2,....n}. (1.48)
J#1
En consecuencia,

)\GDZ<A) = {ZG(CI |Z—CL”| S Z |aij|},

JEL,j#1
donde T = {1,2,...,n} y por tanto,
Ae | UDi(A).
ieT
Esto es cierto para cada A € o(A), entonces
o(A) C | Di(A). (1.49)

1€T

De manera que el teorema 2 es necesario para poder realizar la prueba

del siguiente resultado.

Capitulo 1 Modelado matematico de sistemas multiagentes




Teorema 3 (Localizacién espectral). Sea G = (V, &, .A) un digrafo con Lapla-
ciano L. Denote el mdximo grado de salida de los nodos de G como d,q,(G) =
max deg,, (v;). Entonces, todos los eigenvalores de L estan localizados en el siguien-
te disco:

D(G) ={z € C: |z = dmar(9)] < dimaa(9)} (1.50)

centrado en z = d,,..(G) + 05 en el plano complejo.

Prueba. Basado en el teorema del disco de Gersgorin mostrado en el teorema 2,
todos los eigenvalores de L estdn localizados en la union de los siguientes N discos:

Di={z€C:lz—1i < > |lyl} (1.51)
JET,j#i

donde T ={1,2,..., N} es el conjunto de indices del grafo. Ademds, sabemos de la
definicion en la ecuacion (1.44) y de la definicién 8 que l; = degyu:(v;). Se define

A;; como
Z Lij| = degout(vi) =2 Ny (1.52)

JEL,j#i

Entonces, D; = {z € C : |z— Ay| < Ay} Por otro lado, todos estos discos
estdn contenidos en el disco D(G) mds grande con radio d,,..(G). Por lo que,
basado en el teorema 2, todos los eigenvalores de —L estdn localizados en el disco
D'(G) ={2€C: |2+ dna(G)| < dnau(9)}, este es la imagen reflejo de D(G) con
respecto al eje imaginario. ]

Nota. Los dos teoremas anteriores se mantienen bajo una condicion mds débil de
existencia de un drbol de expansion dirigido para G. Se dice que G tiene un drbol
de expansion dirigido si existe un nodo r (una raiz) tal que todos los demds nodos
pueden ser vinculados a r por medio de una trayectoria dirigida. Donde al nodo raiz
se le denomina comtinmente lider, para mayores detalles véase [22] y las referencias
de éste.

Estas dos propiedades de la matriz Laplaciana seran ttiles para el desa-
rrollo del control que se realizara posteriormente en la seccién 3.7.

1.5 Propiedades de la matriz Laplaciana
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1.6 Ejemplo de aplicacion

Con el objetivo de clarificar los conceptos y las propiedades mostradas en
la seccién anterior, se propone el siguiente ejemplo numérico.

Considere una red de cuatro manipuladores no lineales de dos grados de
libertad con juntas de revoluta. La dindmica de cada uno de estos manipuladores

se describe mediante un sistema E-L con la estructura de la ecuacidn siguiente:

M(q)g+C(q,4)q+ G(q) = . (1.53)

cuyas matrices M, C'y GG estdn definidas como:

M(q) = o +2602 6+ fey (1.54a)
|0+ fey 5 |7 '
C(q q') _ _—2582(?2 — P22 (1.54b)
’ | Bsa 0 | '
Lo+ L (a—0d)e
o - o E0 ase
l2

donde ¢, si ¥ ¢12 es la notacién corta para cos (gx), sen (qx) y cos (q1 + go) res-
pectivamente, ¢, se refiere a la posicién articular del eslabén & del manipulador.
Ademés se definen o := [3my + 12 (my + my), B = l1lamy y 6 = [3my, por tltimo
se establece que [;, y m,; corresponden a la longitud y masa de cada eslabén

respectivamente. Entonces el modelo queda expresado como:

G n —2Bs2Gs  —Bs2g2| | ¢
Go Bsagi 0 o
+g [;260124—[11(06_5)61} =7 = .

1
55012

a+2Bcy 6+ Bey
0+ Pes )

(1.55)
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Fig. 1.5: Grafo de comunicacion.

Aplicando una de las propiedades mencionadas en la seccién 1.5 para el
modelado de un sistema E-L, sabemos que dicho modelo es lineal con respecto
a un conjunto de pardmetros 6, para este caso, el vector de pardmetros estd
definido como:

A A A
1

b:=la B8 L5 L(a=-3) . (1.56)

Lo 0
Una vez definido el vector de pardmetros 0 se obtiene la matriz ® a partir de las
ecuaciones (1.55) y (1.56) como:

T
g1 2¢aGy + C2ba — 282G1Ga — Sai G2 gciz gci

b =
0 oy + So} Gi + G2 gcz 0

(1.57)

El flujo de informacidn a través de la red de los manipuladores se describe
por medio del grafo mostrado en la figura 1.5. A partir de dicho grafo se obtiene
la siguiente matriz Laplaciana:

-1 1 0 0

L= , (1.58)
0O -1 1 0
0 0o -1 1

1.6 Ejemplo de aplicacion
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se puede observar que mediante una combinacién lineal de los tres primeros
renglones de L, especificamente —r; — 2r, — 2r3, podemos obtener el cuarto
renglén, por lo que el rango de la matriz es 3, lo cual corresponde a N — 1 siendo
N = 4. Por ultimo, en las siguientes graficas se muestra el comportamiento de la
red en sincronizacidn.

‘—Agente 1-—— Agente 2 Agente 3 —— Agente 4 —-—- Referencia
2
1 -
—
° N
F
S :
Y
20 4
3 I I I I I
0 10 20 30 40 50 60
tiempo (seg)
Fig. 1.6: Sincronizacion de la junta 1.
‘— Agente 1 Agente 2 Agente 3 Agente 4 —-—- Referencia
25

Grado 2 (rad)

-1 L I

0 10 20 30 40 50 60
tiempo (seg)

Fig. 1.7: Sincronizacién de la junta 2.
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2.1

Fundamentos tedricos de
control

Para poder abordar el disefio de leyes de control para un sistema es
importante conocer el modelado con el que se cuenta, en la seccién 2.1 se
presentan los diferentes tipos de sistemas de acuerdo a si existen retardos, o no,
en su comportamiento. Por otro lado, cuando se realiza el control de sistemas
dindmicos, uno de los objetivos primordiales se refiere a lograr la estabilidad de
los mismos, por esta razdn, en la seccion 2.2 se presentan algunas definiciones
basicas sobre estabilidad de sistemas dindmicos mientras que algunos resultados
preliminares importantes para el disefio de los controladores desarrollados en
este trabajo de tesis se abordan en la seccion 2.4.

Tipos de sistemas

Definicidon 9. Se dice que un sistema dindmico es finito-dimensional si, para
determinar una solucion particular de éste, se requiere una cantidad finita de

informacion, de lo contrario, se dice que el sistema es infinito-dimensional.

Consideremos el siguiente sistema:
i(t) = f (t,2(t),2(t — ). 2.1)

donde h > 0, t > tg, to € Ry f(t,z,y) es una funcién bien definida en ¢, z, y,

mas al.'ll'l, S€ asume que f es continua con respecto a sus argumentos.
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Definicion 10 (Condicidn inicial). Dado un t, € R, entonces el problema del valor
inicial se puede establecer como: sea t, € R el tiempo inicial y una funcién inicial

¢, se define una solucién x(t) tal que satisface
z(0) = ¢(0), VO € [to— h,to], (2.2)
donde ¢ pertenece a un espacio funcional que puede ser ¢ ([t) — h, to], R"),
o bien PC ([ty — h, 1], R™).

Definicion 11 (Estado). Dado un instante inicial t, € R y sea t, > t,, se define el
estado como la informacion minima requerida para continuar con la dindmica del

sistema para t > t;.

Definicion 12 (Sistemas sin retardo). Considere el sistema:

#(t) = f(t,2(1)), (o, zo), (2.3)

donde x es la condicion inicial y es posible conocer el estado x del sistema dindmico
de manera inmediata en cualquier tiempo t > t,. Entonces, para continuar con la

dindmica de dicho sistema para t > t, se requiere conocer xy := x(tp).

Definicion 13 (Sistemas con retardo). En este caso el estado es toda la tra-
yectoria en el intervalo [t — h,t]. El estado es un elemento del espacio funcional
PC ([t — h,t],R™) y se denota por:

xp:={x(t+0):0 € [—h,0}; 2.4
por consiguiente, un sistema dindmico con retardo se puede representar como:
(t) = f(t,xp). (2.5)
Para el caso de un retardo distribuido se tiene:

i(t) = /_ Oh F(t,x(t + 0)db. (2.6)
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2.2 Conceptos de estabilidad

Para poder establecer los siguientes conceptos es necesario definir, prime-
ramente, las caracteristicas de la ecuacion que representa el sistema. Considérese

la siguiente ecuacion diferencial
#(t) = f (t,2), (2.7)

y sea () una solucién de (2.7) definida en [0, +o00). En lo sucesivo supongdmos
que Ja > 0, tal que:
fe€ (A, RY), (2.8)

donde:

Ap={(t,2) 1 t>0A ||z(t) — o(t)] < a} (2.9)

Definicion 14 (Estabilidad [E]). Se dice que una solucion ¢(t) es estable en
[to, +00) si Ve > 0y todo to > 0 3 0 (e,t9) =: 0 > 0 tal que Vxo € Bs (p(tg)) se
tiene que la solucion

x(t; to, o) (2.10)

estd definida en [to, +00) y satisface

sup ||z(t; to, xo) — p(t)]| < e. (2.11)

t>1g

2.2 Conceptos de estabilidad
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Z2

Fig. 2.1: Estabilidad.

Definicion 15 (Estabilidad Asintdtica [AE]). La solucidén ¢(t) se dice asintdtica-
mente estable en [ty,+00) si p(t) es estable y ademds, Yty > 0, IFy(to) =: v > 0 tal

que
Vo € By(#(to))
se cumple
Jlim || (t; to, z0) — @(t)|| — 0. (2.12)
)

Fig. 2.2: Estabilidad asintdtica.
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2.3 Estabilidad en el sentido de Lyapunov [25]

Cuando se estudian los sistemas dindmicos se presentan diversos tipos
de problemas de estabilidad, la estabilidad en el sentido de Lyapunov nos
permite analizar el comportamiento con respecto a los puntos de equilibrio del
sistema. Se dice que un punto de equilibrio es estable, si todas las soluciones que
inician en una vecindad cercana a dicho punto permanecen proximas al mismo.
Mas aun, si dichas soluciones no sélo permanecen en la cercania del punto de
equilibrio sino que ademds tienden al mismo cuando el tiempo se aproxima a
infinito, entonces se considera asintéticamente estable, de lo contrario el punto
es inestable.

Para los conceptos establecidos en esta secidn considere el sistema auto-
nomo expresado como:

i = f(z), (2.13)

se dice que un sistema es auténomo cuando la funcién f no depende explicita-
mente del tiempo t.

Definicidon 16. El punto de equilibrio x = 0 de (2.13) es

m estable si, para cada € > 0, existe § = d(e) > 0 tal que

|z(0)]| <& = ||z(t)|| <€, VE>0 (2.14)

m inestable si no es estable.

= gsintdticamente estable si es estable y o puede ser elegido tal que

l#(0)| < 6 = Jim x(t) = 0. (2.15)

El teorema de estabilidad de Lyapunov que se muestra a continuacion
proporciona condiciones de suficiencia para estabilidad y estabilidad asintética

2.3 Estabilidad en el sentido de Lyapunov
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de sistemas dinamicos, sin embargo, no se establece si existen condiciones que

sean igualmente necesarias.

Teorema 4. Sea x = 0 un punto de equilibrio para (2.13) y sea D C R™ un
dominio que contenga el punto x = 0. Considere una funcion continuamente
diferenciable V : D — R tal que:

V(0)=0,V(z) >0, Vo € D — {0}, (2.16)

V(z) <0, Vx e D. (2.17)

Entonces, © = 0 es estable. Mas atin, si

V(z) <0, Vz € D, (2.18)

entonces x = () es asintdticamente estable.

Cuando se demuestra que el origen = = 0 es asintoticamente estable, es
importante conocer cuanto puede alejarse la solucion del sistema con respecto
al origen y mantener la convergencia hacia éste cuando ¢ se aproxima a co. Es
este analisis lo que nos lleva a la definicién de regidén o dominio de atraccion.
Considere la solucion del sistema (2.13) ¢(t; =), con estado inicial z en ¢ = 0. La
region de atracciéon se define como el conjunto de todos los puntos x tales que
¢(t; ) se encuentra bien definida para ¢ > 0y lim;_, ¢(¢t;z) = 0.

Encontrar dicha regién de atraccién de manera analitica puede ser dificil,
e incluso, imposible en algunos casos. Sin embargo, las funciones de Lyapunov
pueden ayudar a estimar esta regién. Uno de los aspectos importantes cuando
se aborda el tema de regién de atraccidon implica que, si es posible demostrar
que para cualquier estado inicial z, la trayectoria ¢(¢; x) se aproxima al origen
cuando ¢ — oo, sin importar la magnitud de ||z|| y, ademads, el punto de equilibrio
es asintoticamente estable, entonces se dice que dicho punto es globalmente asin-
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téticamente estable ([26]) y su region de atraccién es todo R™. Las condiciones
se establecen en el siguiente teorema.

Teorema 5 (Barbashin-Krasovskii). Sea x = 0 un punto de equilibrio para (2.13).
Considere una funcion continuamente diferenciable V : R™ — R tal que:

V(0)=0,V(z) >0, Vo #0, (2.19)
ademds, dicha funcion V es radialmente no acotada, esto es,
|z]| = 00 = V(z) — o0, (2.20)

y se cumple que

V(z) <0, Vx #0, (2.21)

entonces x = 0 es globalmente asintdticamente estable.

2.4 Resultados preliminares

A continuacidn se presentan teoremas conocidos y que son de vital impor-
tancia para poder establecer los resultados del presente trabajo. No se expondran
las pruebas de estos resultados dado que ya han sido abordadas en la literatura,
vease por ejemplo [25].

2.4.1 Backstepping

Considere el siguiente sistema

&= [f(z) +g(z)C,

: (2.22)
¢ =u,
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donde z € R™, ¢ € Ry f(0) = 0. Suponga que existe una funcién continuamente

diferenciable a(x) con «(0), tal que el origen del sistema

&= [f(z) +g(x)a(z)

(2.23)

es globalmente asintéticamente estable (GAS). Entonces, se busca encontrar una

ley de control u(z, ) tal que el origen (x, () = (0,0) sea GAS.

Teorema 6 (Backstepping [25]). Sean f y g campos vectoriales suficientemente

suaves con f(0) = 0. Supdngase que Ja(x) € €* con a(0) = 0y una funcién V(x)

definida positiva y radialmente no acotada tal que

<g:, flz)+ g(:l:)a(:v)> < 0,Vz #£0.

Entonces, el origen (x,() = (0, 0) del sistema extendido:

&= f(z) + g(x)¢,
E=u

serd GAS, con la ley de control:

w(z, () = —K (¢ — a(z)) + <gj,j:> - <?;,g(x)

y la funcion: X
V(z,¢) = V(@) + 5(C — @),

es su funcion de Lyapunov.
Ejemplo 2.1. Sea el sistema

i =x+2° +¢,
£ =u,

),

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

de acuerdo al teorema de backstepping considere un sistema inicial de la forma:

:i:::z:+x3—|—&,
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donde @ se considera una entrada de control virtual y cuya funcion de Lyapunov se

selecciona como: |
V(z) = 51:2. (2.30)

La derivada temporal de (2.30) estd dada por:
V(z) =2t ==z (x + 2% + ﬂ) = 2% + o' + 2. (2.31)
Proponiendo un control u de la forma:
= —kux, (2.32)

donde k > 0 es la ganancia, la derivada de la funcién de Lyapunov mostrada en
(2.31) se puede escribir como:

V(z) = 2 + 2t — ka? = —2? [(k —-1)— xﬂ : (2.33)

De la ecuacion anterior podemos observar que, mientras la condicion inicial se
encuentre acotada mediante la desigualdad |zo| < vk — 1y la ganacia sea elegida

como k > 1, se cumple lo siguiente:
V(z) < 0, (2.34)

por tanto, el origen del sistema (2.29) es asintéticamente estable. Entonces, eligien-
do k = 2 podemos definir:
a(r) = -2z, (2.35)

Ahora bien, para establecer el control u del sistema original establecido en (2.28)

definido mediante la ecuacion (2.26) primeramente se establece lo siguiente:

da .
<azg;> =-2(z+2*+¢), (2.36)

2.4 Resultados preliminares
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entonces, el control u queda definido como:
u=—P(§+22) -2 (z+2°+&) — 2. (2.37)

Por otro lado, para analizar la estabilidad del sistema en lazo cerrado se utiliza la
funcién de Lyapunov mostrada en (2.27), dada por:

V(x,§) = ;gﬂ + ;(5 + 21)?, (2.38)

realizando el cambio de variable z = £ — a(x) = £ + 2z podemos reescribir el

sistema, la entrada de control y su funcion de Lyapunov de la forma:

i=x+2°+ (2 —21), Z:u+2[x+x3+(z—2x)},
1, (2.39)

~ 1
u:—Pz—Q[x—i—xS—i—(z—Qx)} —z, V(z,2):= §x2+§z,

entonces, la derivada temporal de la funcién V queda escrita como:

v:xi:jLzz',
=x|r+2°+ (2 —22)| + 2(—Pz — ),

o+’ + (2 20)] + 2Pz -a) 2.40)
= —2? 4+ 2t 4 2z — P2% — 2z,

= —z? + 2t — P2

por tltimo, se sabe que |z| < 1 de acuerdo a la desigualdad |z| < /k — 1 ante-
riormente establecida con la ganancia elegida k = 2, lo que implica que z* < 22,
entonces

V<o (2.41)

por lo que el control u estabiliza de manera asintética el sistema.
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2.4.2 Saturaciones anidadas

Definicidon 17 (Saturacion lineal [27]). Dadas dos constantes positivas L, M con
L < M, una funcién o : R — R es una saturacién lineal para (L, M) si es una
funcion continua y no decreciente que satisface las siguientes propiedades:

m s0(s) > 0Vs #0;
» o(s) =scuando |s| < L;
m |o(s)| < MVseR

Teorema 7. [27] Considere un sistema de la forma

I"l = T2, ..., xn:u (242)

Existen funciones lineales h; : R" — R tales que, para cualquier conjunto de
constantes positivas {(L;, M;)} donde L; < M; parai=1,2,...,.ny M; < $L;,
parai = 1,2,...,n — 1, y cualquier conjunto de funciones saturaciones lineales
{o;} para {(L;, M;)}, el control acotado de la forma

u=—0p(hp(x) +op_1(hp1(z)+ -+ o1(hi(x))--+)), (2.43)
resulta en estabilidad asintética global para el sistema (2.42).
Corolario 2.44. [27] Considere un sistema de la forma
T1=T9, ..., Tp=0py1(u), y=x;. (2.45)

Donde 0,1 es una saturacion lineal para (L, 1, M, 1). La tarea es lograr que
y siga una trayectoria de referencia deseada y, dada por yq, Yq, Jd, - - - ,yé"). Si
‘yc(,”) (t) < Lpyy — e’ para todo t > ty y para algin € > (0 entonces, existen funciones
lineales h; : R" — R tales que para cualquier conjunto de constantes positivas
{(L;, M;)} se cumple que M, <€ L; < M;parai=1,2,....,ny M; < %Liﬂ para

2.4 Resultados preliminares
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i =1,2,...,n — 1, y para cualquier conjunto de funciones saturaciones lineales
{0;} para {(L;, M;)} la retroalimentacién

w =y = 0p(hn(®) + Tt (1 (B) + -+ + o1 (B (F)) -+ ), (2.46)
donde 7 estd definida como T = x; — y[(f_l) parai = 1,2,...,n, resulta en segui-

miento de trayectoria asintética para el sistema (2.45).

Ejemplo 2.2. Considere un sistema de péndulo con entrada de control T. El modelo

dindmico para dicho sistema estd representado mediante las siguientes ecuaciones:

jjl = T,
. (2.47)

. g
=-3 — Zry+ —T
To lsen(xl) To + Ll

donde el estado x; representa la posicion angular 6 del péndulo, mientras que el
estado 1, establece la velocidad angular 0 del mismo, g es la aceleracién gravita-
cional, m la masa del péndulo, [ la longitud del brazo, k la constante de friccion y
T es el par de entrada de control del sistema. Se define un primer control T de la

forma:

T = (ml?) <?sen(x1) + :1:102 + v) : (2.48)

donde v es la nueva entrada de control. Sustituyendo el control establecido ante-

riormente, el modelo mostrado en (2.47) puede escribirse como:

= (2.49)

i‘QZU.

Aplicando el teorema de saturaciones anidadas mostrado en el teorema 7, definimos

el control v de la forma:

v = —oa(ha(z) + o1 (ha(2))) (2.50)
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2.4.3

donde o, y o5 son funciones de saturacion lineales, en tanto que hy y ho son
funciones lineales definidas de la siguiente manera:

h1<l’) =x; + Xa,
ho(z) = 5.

(2.51)

por ultimo, sustituyendo el control virtual v de (2.49) en la ecuacién (2.48) se
obtiene el control final para el sistema dado por:

T = (mZQ) (?sen(xl) + ng — 03 (ha(z) + 01 (hl(x)))> : (2.52)

el cual estabiliza de manera asintdtica el modelo del péndulo.

Sistemas con retardos y matrices

Teorema 8 (Lyapunov-Krasovskii [28]). Considere el sistema

l’(t) = f(taxt)a
Lty = @(t)a

(2.53)

donde f : R x PC ([to — h,to] ,R™) — R™ es un mapeo acotado en R".

Sean u,v,w : Ry U {0} funciones no decrecientes con u (0) = v (0) = 0. Si
existe una funcional continuamente diferenciable V : R x PC — R tal que las

siguientes propiedades se satisfacen:
Lou([e 0)[) <Vt @) <vllel,),
2. V(ta) < —w(leOl) Vit

Entonces, la solucidn trivial de (2.53) es uniformemente estable. Mas aun, si w (s) >
0 para s > 0, entonces la solucion antes mencionada de (2.53) es uniformemente
asintoticamente estable.

2.4 Resultados preliminares
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Lema 1 ([29]). Sea N € R™ ™ una matriz constante definida positiva. Si existen,
un escalar h > 0, y una funcién vectorial w : [—h, 0] — R™, tales que las integrales
t
h / W (s) N (s) ds, (2.542)
t—h
t t
/ W (s)dsN / W (s) ds (2.54b)
t—h t—h
estdn bien definidas, entonces, se cumple que:

¢ ¢ t
—h/ wT (s) N (s)ds < — / wT (s) dsN/ w (s)ds. (2.55)
t—h t—h t—h

Lema 2 ([30]). Considere una matriz a bloques simétrica de la forma:

A B
2.56
) (256
se cumple la siguiente desigualdad matricial:
A B >0 (2.57)
B" D ’ '

siy solo si los elementos de (2.56) satisfacen las siguientes desigualdades:

D>0, A-BD'BT>o. (2.58)

Teorema 9. Considere un sistema lineal retardado de la forma:

& = Ax(t) + Ba(t — 1), (2.59)
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donde x € R" es el vector de estado del sistema, A, B € R"*" son las matrices del
modelo dindmico, y por ultimo, T es un retardo fijo del sistema. Si se cumple que el

sistema no retardado es estable, esto es, T = 0, dado por:
= (A+ B)x(t) (2.60)

y dado que las soluciones de un sistema son continuas, entonces existe un intervalo

T € [0, Timae ) para el cual el modelo (2.59) sigue siendo estable.

Control con parametros desconocidos

Para poder realizar la linealizacién del sistema Euler-Lagrange con base en
la ecuacién (1.42) es necesario conocer como se puede obtener la matriz ¢, dado
que el sistema es linealizable, basado en el vector de pardmetros desconocidos 6,
entonces, aplicando el jacobiano sobre el sistema dado en la parte izquierda de
la ecuacién (1.42), se puede obtener @, esto es,

0
5 M+ C . n)n] = . (2.61)

Los paramétros desconocidos que existen en un sistema de tipo E-L pue-
den dividirse en tres categorias diferentes [31]:

» Parametros absolutamente identificables,
= Parametros indentificables en combinacion lineal con otros
= Pardmetros no identificables.

Los parametros identificables son aquellos que pueden separarse de los
efectos de los demds de manera que es posible conocer su contribucion en el
sistema de manera individual, la segunda categoria implica aquellos parametros
que no es posible separar y solamente se puede conocer su contribuciéon combi-
nada con algunos otros parametros pero no de forma aislada, por ultimo, los

2.4 Resultados preliminares
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parametros no identificables son aquellos que no tienen contribucién directa en
el sistema, por lo que no es posible realizar una identificacién de los mismos.

La clasificacion anterior nos permite analizar qué parametros pueden ser
identificados en el sistema y por tanto, seleccionar el vector § adecuado con
aquellos que es posible estimar mediante la estrategia mostrada en la ecuacién
(1.42), con el objetivo de dar robustez al controlador disefiado.

Teorema 10. [32] Considere una red de N sistemas E-L denotados como:
M;(q;)q; +C;(q;,q;) q; + 9:(q;) = T, (2.62)

Asuma que los agentes en la red estdn interconectados a través de un grafo de
comunicacion simplemente conectado con retardos de tiempo constantes T ; entre
cada par de agentes (i,j). Sea un control definido por:

€; = Z [Zli —q;(t— Ti,j)} +4;

JEN;

€, ‘= Z]Z + )\ei, (263)

A

T, = P; (qi, qm €, éi) 0, — D;e;, — (1 - Oé)bz‘éi,

donde \,b; > 0, ®:0; := M, (q,)[q,— rei]| + Ci(q:.4,) [q,— Nei] + 8, (q,) ¥
D, = diag{da,...,din} € R*™" d;; > 0, junto con la ley de estimacion

conT; € RP*? T; = T'T > 0, el controlador resuelve el problema de seguimiento

sincronizado.
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3.1

Disefnno de controladores
para regulacion,
seguimiento y
sincronizacion

El control de sistemas dindmicos no lineales mediante la retroalimen-
tacién representa retos de gran complejidad que nos llevan a buscar proce-
dimientos sistematicos de disefio para alcanzar los objetivos de control y las
especificaciones de disefios establecidas en el problema. Es imposible encontrar
un procedimiento que pueda aplicarse de manera directa para todos los sistemas
no lineales. En el presente capitulo se presentan estrategias de control desarro-
lladas en este trabajo de tesis, basadas en distintas técnicas y teorias estipuladas

en el capitulo 2.

Modelo de error

Para poder rregular y seguir trayectorias es necesario llevar el modelo
matemadtico presentado en el capitulo 1 al denominado modelo de error, ya que
lo que se busca no es que el sistema vaya al origen de sus coordenadas, sino que
el error entre las coordenadas reales del sistema y las coordenadas deseadas
converja a cero. Dicho modelo de error se presenta en las ecuaciones (3.1)-(3.3),
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correspondientes a los vectores de estado, subsistema de traslacion y subsistema
de rotacién, respectivamente.

e =6—¢6 e =& & (3.1a)
€3 =M. —1n, ey =10 —1, (3.1b)
él = €,

0 0
‘ 1, (3.2)
€y = 5’!’ - ER% 0 - g O )

U1 1

é3 = €4, (3 3)

ey = ijr — M(n) " (r, — C(n,0)7).

Calculo de angulos deseados

Dado que el sistema es subactuado, esto es, cuenta con 6 coordenadas
posibles a controlar mientras que solamente se cuenta con 4 entradas de control,
dos de las coordenadas deben controlarse de manera indirecta, en este caso,
dichas coordenadas son el movimiento en z y en y. Para poder moverse en el
plano xy, se utilizan los dngulos ¢ y 6, pues éstos generan la inclinacién del
cuadricéptero para poder desplazarse en el plano. Para obtener los angulos ¢
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3.3

3.4

y 6 deseados para el movimiento en el plano zy se utilizan las férmulas de la
ecuacion (3.4).

¢, = arcsin (u, siny — u, cos 1)) ,
Uy cOS 1 + Uy Sin @b) (3.4)

COS ¢,

6, = arcsin (

Trayectoria de referencia

Durante el desarrollo de esta tesis, se trabajé en el seguimiento de trayec-
torias de referencia y en la regulacién del sistema a un punto fijo, en lo sucesivo,
cuando se mencione la trayectoria de referencia del sistema, se considerard una
referencia dada como (¢,,7,) donde &, := [z, v, zr]T, Ny = [or 0, @Z)T]T donde
&y 1, pueden ser seleccionadas de manera libre, mientras que ¢, y 6, deben
ser obtenidas de manera indirecta por medio de las ecuaciones mostradas en
(3.4), ya que como se menciond en 3.2, el sistema aéreo de tipo cuadricéptero
es un sistema subactuado, por lo que solamente podemos controlar 4 de las 6
coordenadas posibles.

Controlador Backstepping

La estrategia de backstepping es un procedimiento recursivo que entre-
laza la seleccion de una funcién de Lyapunov con el disefio del control por
retroalimentacion. También separa el problema de disefio para todo el sistema
completo en una secuencia de problemas de disefio para subsistemas de orden
menor, e incluso escalares. Explotando la mayor flexibilidad que existe para los
subsistemas de orden menor y escalares, la técnica de backstepping frecuen-
temente puede resolver problemas de estabilizacidén, seguimiento, y control

3.3 Trayectoria de referencia
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robusto, bajo condiciones menos restrictivas que aquellas establecidas en otros
meétodos.[25]

Disefo del controlador para traslacion

Proposicion 11. Considere un sistema de la forma (1.37). Sea una trayectoria de
referencia definida en 3.3 y el modelo de error establecido en (3.2), entonces, se

define un control de la forma:

i (é} + G + K (e2 + Pey) + Peg + el) ) (3.5)

~ cos ¢ cos b
donde m es la masa del sistema y |¢|,[0| < §, Vt > 0 resuelve el problema de
seguimiento de trayectoria para el modelo establecido.

Prueba. Considere el modelo de error establecido en (3.1a) y (3.2). Para simplificar

la estructura del modelo definamos la variable T' como:

0
T=R%|0], (3.6)
Uy
entonces el modelo de error se describe como:
él = €9,
. 1 (3.7)
&y =& — —T -G,
m

donde &, es la sefial de referencia de posicion para el sistema, &, es la referencia en
aceleracion y G = ¢[0 0 1]7. Seleccionando un primer control de la forma:

T=m(&+G—v), (3.8)
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T nos permite cancelar la referencia en aceleracion &, y el vector de gravedad G,
por lo que, el nuevo sistema simplificado puede escribirse como:

€1 = e,
L (3.9)
€y = v,
Aplicando el teorema 6 se define o (e;) = — Pey, por lo que de acuerdo a la ecuacion
(2.23) el primer paso de backstepping queda escrito como:
él = —P€1, (310)
proponiendo una funcién de Lyapunov de la forma:
1
V(e) =5 el (3.11)

es fdcil demostrar que (3.10) es GAS, por lo que se cumple con las condiciones
para el teorema 6 y entonces, la ley de control establecida en la ecuacion (2.26) se
escribe como:

v=—K (ey+ Pey) — Pey — ey, (3.12)
ahora, sustituyendo (3.12) en (3.8) obtenemos el control T' dado por:
T=m (& +G+ K (ea+ Per) + Pes + 1) . (3.13)

Finalmente, mediante las ecuaciones (3.13) y (3.6) se obtiene el control u; para el

subsistema de traslacion escrito como:

Uy =

W(§T+G+K(e2+P61)+P€2+€1>. (314)

lo que concluye la prueba. O

3.4 Controlador Backstepping
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Disefo del controlador para rotacion

Proposiciéon 12. Sea un sistema cuyo modelo es de la forma dada por (1.38),
considerando una trayectoria como la establecida anteriormente en 3.3, entonces,
tomando en cuenta el modelo de error establecido en (3.3), un control de la forma:

7, = Cn+ M [ij, + K (e2 + Pey) + Pey + e4]. (3.15)
resuelve el problema de seguimiento de trayectoria para el modelo establecido.

Prueba. Considere el modelo de error establecido en (3.1b) y (3.3), entonces el

modelo de error se describe como:

€1 = €2,

) (3.16)
é2 = ﬁr - M(n)i (Tn - 0(777 77>77) )

donde n, es la sefial de referencia de posicion para el sistema, mientras que 7j,
es la referencia en aceleracion para el mismo, por simplicidad, en la prueba los

argumentos de las matrices se omiten. Seleccionando un primer control de la forma:

7y = Cn+ M (i}, —v), (3.17)

T, permite cancelar la referencia en aceleracién 1, y las matrices M y C, por lo que,

el nuevo sistema simplificado puede escribirse como:

(3.18)
ég =,
Aplicando el teorema 6 se define «(e;) = —Pey, por lo que, de acuerdo a la
ecuacion (2.23), el primer paso de backstepping se escribe como:
él = —Pel. (319)
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3.5

3.5.1

Proponiendo una funcion de Lyapunov de la forma:

1

V(e) = 5

lleq|)? (3.20)

se puede demostrar de manera sencilla que (3.19) es GAS, por lo que se cumple
con las condiciones para el teorema 6, por tanto, la ley de control establecida en la
ecuacion (2.26) se escribe como:

v=—K (ey+ Pey) — Pey — e, (3.21D)

Finalmente, sustituyendo (3.21) en (3.17) se obtiene el control 7, para el subsiste-
ma de traslacion escrito como:

7, = Cn+ M (7, + K (e + Pey) + Pea +€1) . (3.22)

esto concluye la prueba. Il

Controlador por saturaciones anidadas

Cuando se busca lograr la implementacion de teorias de control en siste-
mas fisicos, uno de los principales problemas se refiere a las propias limitaciones
de energia que se presentan en los mismos sistemas. Por ejemplo: un motor no
puede funcionar a una velocidad ilimitada, o un componente electronico no
puede funcionar con valores de corriente o voltaje ilimitados, entre otros. Con
el objetivo de poder evitar esta problematica, se propone un control basado en
saturaciones anidadas, el cual permite limitar los esfuerzos de control ejerci-
dos sobre los componentes del sistema, de manera que sea posible lograr los
objetivos de control de manera segura.

Diseno del controlador para traslacion

Proposicidn 13. Considere el modelo de error mostrado en la ecuacién (3.2) para

el sistema (1.37), considere ademds una trayectoria de referencia definida en 3.3. Si

3.5 Controlador por saturaciones anidadas
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existen constantes L;, M;, ¢ > 0 tales que se cumplen las condiciones del corolario
2.44, entonces se puede proponer un control de la forma:

m

Uy (G + 03 (& — 02(Kez + 01(Pey + Qer))) ) (3.23)

~ cos¢cos b

donde K, P,() > 0 son matrices de ganancias del controlador, m es la masa del
sistema y |¢|,|0| < 5, Vt > O resuelve el problema de seguimiento de trayectoria
para el modelo establecido.

Prueba. Sea el modelo mostrado en (3.1a) y (3.2). Para simplificar el trabajo con
el sistema se define la variable T' como:

0
e DI
T:=R, |0/, (3.24)
Uy

entonces el modelo de error se escribe como:

é1 = €3,
. 1 (3.25)
P Y )
m

donde &, y &, son las referencias en posicion y aceleracion del sistema respectivamen-
te, mientras que G = g[0 0 1]7 es el vector de gravedad. Seleccionando un primer
control de la forma:

T=m (& +G — Ug(U)) , (3.26)

T permite cancelar la referencia en aceleracién &, y el vector de gravedad G, el

nuevo sistema simplificado puede escribirse como:

€1 = éo,
e (3.27)

éQ = 0'3(’0),
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el sistema mostrado en la ecuacion (3.27) contiene la estructura establecida en
la ecuacion (2.45) y, por tanto, puede aplicarse la ley de control estipulada en el

corolario 2.44 a la sefial v como:
v=¢& — 0o(Keg + a1(Pe; + Qey)), (3.28)

por tanto, sustituyendo (3.28) en (3.26) obtenemos el control T dado por:

T=m (& +G - 03(& — 0a(Kea + 01(Pey + Qe2))) ) (3.29)

Por tltimo, combinando las ecuaciones (3.29) y (3.24) se logra obtener el control

uy para el subsistema de traslacion como:

m - .
U = W (fr + G — 03(& — 09(Keg + 01(Pey + Qeg)))) , (3.30)
lo que concluye la prueba. u

Disefo del controlador para rotacion

Proposicion 14. Sea el sistema especificado en (1.38) y su respectivo modelo de
error establecido en (3.3), si existen constantes L;, M;, ¢ > 0, de modo que las
condiciones del corolario 2.44 se satisfacen tomando en cuenta una trayectoria de

referencia establecida en 3.3, entonces se propone un control de la forma:
= C(n,n)n+ M(n) [os (7}, — o2(Res + 01(Ses + Lea)))] . (3.31)

Donde L, R, S > 0 son matrices de ganancias, el controlador resuelve el problema
de seguimiento de trayectoria para el modelo establecido.

Prueba. Sea el modelo de error dado por (3.1b) y (3.3), entonces se puede escribir
el modelo de error como:

€3 = €4,

(3.32)
é4 = 771“ - M(n)il (7'77 - 0(777 77)77> )

3.5 Controlador por saturaciones anidadas
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donde 1), es la sefial de referencia de posicion para el sistema mientras que fj, es
la referencia en aceleracion (por simplicidad en la prueba, se omite la dependen-
cia de las matrices M y C de las coordenadas generalizadas del sistema n y n).

Seleccionando un primer control de la forma:
7y = Ci) + M (i) — 03(v)), (3.33)

T, permite cancelar la referencia en aceleracion para el sistema 1j, y las matrices M
y C, de esta manera, el sistema queda dado por:

é3 = €4,

' (3.34)

é4 = o3(v).
El sistema de la ecuacion (3.34) se encuentra con la estructura mostrada en la
ecuacion (2.45), por tanto, es posible aplicar de manera directa la ley de control
establecida en el corolario 2.44 a la sefial v, lo que da como resultado una sefial
dada por:

(% :ﬁr —O’2(R€4+01(S63+L€4)), (335)

Finalmente, utilizando la ecuacion (3.35) y sustituyendola en (3.33) se obtiene el
control T, que se puede escribir como:

7y = C(n,0)n + M(n) [o3 (7}, — 02(Rey + 01(Ses + Ley)))], (3.36)

lo que concluye la prueba. O

Controlador con retardo variable a la
entrada

El sistema utilizado responde de manera inmediata a las sefiales de control
recibidas y actuando en consecuencia. Sin embargo, es importante mencionar
que las variaciones en los estados no pueden obtenerse de manera inmediata

debido a la propia latencia que existe en el procesamiento de los sensores, como
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son: la unidad de medicidn inercial y el GPS. En particular, éste dltimo tiene
una frecuencia de actualizacién que oscila entre 5 y 10 Hertz, lo que induce
un retardo de hasta 200ms en la actualizacién de la posicion del sistema. Por
lo anterior y con el objetivo de poder incluir la mayor cantidad de factores
que intervienen en el vuelo, se desarrolla una ley de control que toma en
consideracion los retardos a la entrada, garantizando la estabilidad asintética en
la tarea de regulacion.

Proposicion 15.
Considere el sistema de la forma:

mé = Rouy —mg (3.37)

donde R, es la matriz de rotacién del sistema entre el marco de referencia movil y
el marco de referencia inercial, mientras g = [O 0 g]T es el vector de gravedad.
Suponga que el sistema (3.37) puede escribirse en un espacio de estados si existen
escalares h, m, n, matrices P > 0,Q > 0,R > 0 € R%*5, K y H € R3*S tales que

la siguiente desigualdad matricial lineal (LMI por sus siglas en inglés) se satisface:

PD+D"P+Q mDT P —PBK PBH +nDTP
* h*R —2mP —mPBK —nP
U — <0, (3.38)
* * —R —-nKTBTP
* * * —Q

donde D := A+ BK, Ay B son las matrices de la representacion en espacio de
estados de (3.37). Entonces, la ley de control:

=" (o o 1|(7+Kx(t—d®)+Hz(t—h)),
cos ¢ cos f <[ } g ) (3.39)

0<d(t)<h, —g<¢,9<g

51

estabiliza asintdticamente el origen de (3.37), siendo d (t) un retardo variable en

la entrada del sistema.

3.6 Controlador con retardo variable a la entrada
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Prueba. Definase @ € R3 como:
@ := Ryuy. (3.40)
Reescribiendo (3.37) en espacio de estados, se obtiene:
AT TR ——
o 0 0] 22| m|I; g
donde x, := &,z := ¢ € R3. Se propone un primer control de la forma:
u=m(g+v), (3.42)
donde v € R? es la nueva sefial de control. Por lo que (3.41) se expresa como:
IRE AR
To 0 Of |x2 I3

Se propone un control v como:

vi=Kx(t—d(t)+Hz(t—h),

(3.44)
0<d(t) <h,
por lo que el sistema en lazo cerrado es:
t=Ar+ BKz(t—d(t))+ BHx (t — h),
_ 0 Is B 0 | (3.45)
0 0 I3

Para investigar la estabilidad de (3.45) consideremos la siguiente funcional candi-
data de Lyapunov:

V() = 2" (t) Px(t) + tih 27 (s)Qz (s)ds + h /_Oh /tie i (s) R (s) dsd®,
(3.46)
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cuya derivada estd dada por:

V=22T(t)Pi(t)+ 2" (t)Qu(t) — " (t —h)Qu(t — h)
¢ (3.47)
+h%T () Ri(t) —h | @7 (s) Ri(s)ds,

t—h

dado que:
t
w(t—d(t) = (t) - /t L F)ds, (3.48)

y considerando la siguiente desigualdad:

t t
—h i (s) Ri (s)ds < — i
t—h t—d(t) t—d(t) (3.49)

0<d(t) <h,
se obtiene:

V < 227 () PDx (t) — 227 (t) PBK tid(t) i (s)ds + 227 (t) PBHz (t — h)
+ 2T (1) Qz (t) — 2T (t — h) Qz (t — h) + h2&T (t) R (t)

¢
— i’ (s)dsR i (s)ds + 2mi’ (t) PDx (t) — 2ma” (t) P (t)
t—d(t) t—d(t)

t
—2mi’ (t) PBK o @ (s)ds + 2na’ (t — h) PDx (t) — 2na” (t — h) PDi (t)
t—d(t

¢
—2na’ (t — h) PBK t(s)ds
t—d(t)

(3.50)
donde D := A + BK.
La desigualdad (3.50) puede reescribirse como:
PD+DTP+@Q  mDTP —~PBK PBH +nDTP
. * h’R —2mP —mPBK —nP
y<nl(t t),
<m0 " ] 1 O
* * * —Q
(3.51)
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conn(t) := [x (t) (¢ ﬁ_d(t)w'(s) ds z(t— h)}T

Por la estructura de la expresion anterior, se observa que si la matriz (3.51)
es definida negativa, entonces el sistema (3.45) es asintdticamente estable, o en
otras palabras, v estabiliza asintéticamente a (3.43). Entonces, sustituyendo v en
(3.42) se obtiene:

a=m(g+ Kz (t—d(t))+ Hx(t—h)), (3.52)
y dado que:
Uy Uy
R = Uy =m(f+Ka(t—dt)+Hz(t—h)= u, .
cos ¢ cos 0 cos ¢ cos
(3.53)

Por tltimo, despejando u; de (3.53) se obtiene:

m S
ulzm([o 0 1] (G+Kz(t—d(®)+Hz(t—h), (3.54)
lo que concluye la prueba. O

Controlador con retardo para sincronizacion
de sistemas multiagentes

Definicidon de error

Considere el error de posicidn generalizado definido como

eii= Y [ = (t = Ti))] + 171 (3.55)
JEN;
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Definase de igual manera la sefial

. 0

t

0 ~Ti,
donde n;, == m; —ny, M\e,1i; € R, Ay > 0 con k € (1,2,3) son Isd ganancias
del controlador, ,7;; > 0 es el retardo de comunicacion entre los agentes de
la red, \V; es el conjunto de todos los agentes que le transmiten informacién al
agente i basados en un grafo conectado y dirigido, por ultimo, se cumple que
T;; € [0, Tyn4s ) donde T, es el retardo méximo admitido para el sistema. Con
las definiciones previas podemos establecer la proposicion para la ley de control
que se muestra a continuacion.

Proposicion 16. Considere una red de N sistemas E-L, denotados como:
M; (n;)7; + Ci (n;, ) 1, +g: (n;) = 74, (3.57)

Asuma que los agentes en la red estdn interconectados a través de un grafo de

comunicacion simplemente conectado, entonces, un control definido como:

A

T, = ®; (n;,1;, €, €)0; — Dse, (3.58)

donde

A A

®,0, .= M;(n,) [1g — M\éi — Xae; — N3 (e; () — e; (t — Ti;))]

A t 0
+ i (m ;) [m — e = [ eil0)do =g [

Tij

eilt + H)dQ] (3.59)

siendo ®; € R"*? la matriz de regresion para la estimacién paramétrica, 0; € RP
el vector de pardmetros a estimar, D; = diag{d;1, ..., din,} € R"*", d;; > 0 la matriz
de ganancias del controlador. Sean e; y €; los errores definidos en (3.55) y (3.56),
respectivamente, y junto con la ley de estimacion

.
A

0, = -T,® ¢, (3.60)

3.7 Controlador con retardo para sincronizacion de sistemas multiagentes
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con T; € RP*? T, = T'T" > 0, entonces, el controlador resuelve el problema de
seguimiento sincronizado para la trayectoria de referencia establecida en 3.3.

Prueba. Tomando, por un lado la definicion de la ley de control mostrada en (3.58)
y sustituyéndola en la representacion del sistema dado por la ecuacién (3.57), se

obtiene el modelo de la forma:

M (n;) #; + Ci (n;,7;) 1 = ®:8; — Dies. (3.61)
Por otro lado, dado que la estimacion de pardmetros tiene una dindmica
estable mostrada en (3.60), se cumple que:
©,0; := M;(n;) [11lg — \Mé&i — \ae; — Az (e; (t) —e; (t —Ti;))]
+Ci(ms,1,) [ﬁd A€ — o /Ot e:(6)d — \s /_OT_ et + 9)d9] (3.62)
+9;(m;).

Entonces, restando la ecuacion (3.62) a ambos lados del modelo en (3.61) obtene-

mos el siguiente modelo de error:
M; (n;) & +[Ci (n;,1,) + D] e; = ®,0;, (3.63)

donde ; := @, — 0, es el error en la estimacién de parametros. El modelo completo

para los N agentes puede escribirse de manera matricial como:
Mé + (C + D) e = 90, (3.64)

donde M ,C', D, ® son matrices diagonales a bloques de dimensiones adecuadas.
Notese que, para simplificar la escritura, se han omitido los argumentos en el

sistema descrito en (3.64).

Considere la funcion de Lyapunov mostrada a continuacion:

1 1 o~
V(e.§) = €' Me + 549Tr—19. (3.65)
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Calculando la derivada temporal de (3.65) se obtiene:

V(e,0) = €' Mé + o'T 0+ ;ETME,
~ —e"Me+6 T (—I‘<I>Te) + ;eTMe,
= =—'Mé— 6 ®Te+ ;eTM €,
= = 'Me - 0+ L Me. (3.66)
g [Mé—(I)é%—;MG} ,
= =€ [Mé—Mé—(C+D)e+;Me],

V(e,0) = € (;M —C — D) €.

Tomando en cuenta el hecho de que:

7 (;M _ C) €=0, (3.67)

por ser una matriz antisimétrica, entonces la derivada mostrada en (3.66) se
simplifica y se escribe como:
V(e,0) = —€” De,

~ (3.68)
V(e, 0) <0,

entonces, el sistema (3.64) es asintoticamente estable.

Ahora bien, la senial de error definida en (3.55) puede reescribirse para los
N agentes como:
e=[(L+1Iy)®1I,q=Aq, (3.69)

donde A := [(L + Iy)® I,] es Hurwitz y ® denota el producto Kronecker estdndar.
De manera similar, la sefial mostrada en (3.56) se redefine como:

. 0
€ =G+ Me+ AQ/ e(0)d0 + >\3/ e(t + 0)df, (3.70)

t
0 Ti;

3.7 Controlador con retardo para sincronizacion de sistemas multiagentes
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sustituyendo (3.69) en (3.70), se obtiene la dindmica para el error de posicion §

dada por:
. 0
G=—\g— Az/ G(6)do — Ag/ Gt +6)do + e. 3.71)

t
0 —Tij

Para analizar la dindmica de § se deriva la ecuacion (3.71), de manera que se
obtiene una ecuacion diferencial, ademds, dado que € es asintdticamente estable, se
puede tomar como una entrada acotada para el sistema, por lo que la estabilidad

puede establecerse con el modelo siguiente:
q(t) = =Mq(t) — Mq(t) — As (1) — Gt = Tiy)], (3.72)

el modelo mostrado en (3.72) puede reescribirse como:

& = Ax(t) + Bx(t — T),), (3.73)

donde

A:[ 0 IN"];leo Ol;w:[‘?:]. (3.74)
—()\2+)\3)A —)\1A )\3A 0 q

Para poder definir la estabilidad del sistema (3.73), consideremos primeramente el

sistema sin retardo, esto es, T; ; = 0, entonces este se expresa:
z=(A+B)z() (3.75)

Es posible diagonalizar la matriz A+ B, permitiendo que sus eigenvalores correspon-
dan a los eigenvalores de sus bloques en la diagonal prncipal, dicha diagonalizacion
puede escribirse como:

. Iy, 227
Ar-| " AN e R (3.76)
CMA —MA 0 —MmA

Y, dado que A\, X2, A3 > 0y A es Hurwitz, todos los eigenvalores de la matriz
(3.76) tienen parte real negativa y, por tanto, el sistema es estable. De acuerdo al
teorema descrito en 9, existe un intervalo T; ; € [0,T),,,, ) para el cual el sistema
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mantiene su estabilidad. Aplicando un andlisis similar al expuesto en [33], se
buscan las soluciones del sistema retardado (3.73) de la forma:

x(t) = ve M. (3.77)

Sustituyendo (3.77) en (3.73) y diviendo por e* se obtiene el siguiente modelo:
M = Av + Bve . (3.78)
Las soluciones no triviales de la ecuacion anterior, esto es, para v # 0,

se pueden encontrar cuando se satisface que det (A + Be T — \I ) = 0. Esta

condicion se puede reescribir mediante su ecuacion caracteristica de la forma:

P +eMQ(N) =0 (3.79)
Definiendo: )
__QW

G()) = BO)’ (3.80)

podemos escribir la ecuacion caracteristica establecida en (3.79) como:

G(\) = e (3.81)

El retardo mdximo o critico es el valor positivo de T para el cual la ecuacion
caracteristica una raiz con parte real nula, pues en este punto la solucion trivial
pierde estabilidad. Las raices puramente imaginarias existen cuando se satisface la
ecuacion (3.81) con A = iw,w € R. Por tanto, es necesario encontrar el valor de w
para el cual

|G (iw)| = 1. (3.82)

El valor de T correspondiente a dicho valor de w se define como T},.. Y se

obtiene de la forma:
e = larg[Gr’(iw)]. (3.83)
w

3.7 Controlador con retardo para sincronizacion de sistemas multiagentes
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Por ultimo, dado que el retardo del sistema cumple que T; ; < T4, Se puede
concluir que el sistema con retardo sigue siendo asintdticamente estable y, por tanto,

el error de posicion g, § — 0. Esto concluye la prueba. ]
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4.1

Resultados numéricos

Es de suma importancia en la teoria de control poder comprobar el
funcionamiento adecuado de los controladores disefiados, pues permite validar,
de manera experimental, el comportamiento real de los sistemas dindmicos en
lazo cerrado. Sin embargo, en algunas ocasiones, puede ser riesgoso implementar
los controladores de manera directa por el peligro que implica, tanto a los
componentes de la maquina, como a la seguridad del personal que trabaja
con el equipo, es por esto que, antes de realizar una implementacion fisica, se
recomienda realizar simulaciones por computadora que permitan analizar y

preveer el funcionamiento del sistema dinamico en condiciones reales.

Por otro lado, la implementacién fisica de controladores implica un tiempo
considerable para poder seleccionar los componentes y sensores adecuados, lo
que no siempre es una tarea sencilla, pero vital, ya que una mala seleccién puede
generar un funcionamiento inadecuado durante las pruebas experimentales. En
esta seccidn se presentan las simulaciones por computadora realizadas para los

controladores diseiiados en la seccion 3.

Parametros de simulacion

Para poder verificar el funcionamiento de los controladores en simulacion,
es necesario conocer los pardmetros del cuadricéptero tales como masa y mo-
mentos de inercia, estos se obtuvieron de un cuadricéptero marca DJI modelo
F450. Dichos pardmetros se muestran en la siguiente tabla:
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Tab. 4.1: Parametros del cuadricéptero.

Parametro Valor

m 1.72kg
l 0, 30m
g 9.815
I, 1, 0.01481%
I 0.0205 1%

Trayectoria de referencia

Para las simulaciones presentadas a lo largo de este capitulo se utiliza
como trayectoria de referencia una sefial helicoidal vertical, definida por las
ecuaciones mostradas en (4.1), ademas, en la figura 4.1, se muestra la evolucion

de la trayectoria.

x = sen(0.5t); y=cos(0.5t); z=1+0.05t; = %, 4.1

‘—Trayectoria de referencia‘

0

0
-0.5 05

y (m) ! K z (m)
Fig. 4.1: Helicoidal vertical.
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4.3 Resultados del controlador Backstepping

La estructura para el controlador se encuentra en la figura 4.2

Backstepping
de traslacién

Subsistema
de traslacion

Cilculo
de dngulos
deseados

|
|
|
i
|
|
i
N
>
i
Backstepping BN Subsistema
Trayectoria de rotacién [ de rotacion
de referencia —
T
i
i
i

Fig. 4.2: Estructura del controlador.

Las ganancias utilizadas para el controlador se muestran en la siguiente
tabla:

Tab. 4.2: Ganancias backstepping.

Ganancia Valor

Kr 1.5,
Pr I

Kg 6015
Pr 401,

En la figura 4.3 se muestra el seguimiento de la trayectoria por el cuadri-
coptero con el control por backstepping .
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—— Referencia —— Simulacién

P . 05
y (m) )
Fig. 4.3: Seguimiento de trayectoria.

Los resultados de la simulaciéon se muestran en las siguientes gréaficas.

e
AN ‘ / ‘ ‘ 0.1

- .

051 1 .

-0.15 |
- ‘ ‘ ‘ ‘ 0.2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
tiempo (seg) tiempo (seg)
(a)Posicién en x (b)Posicién en ¢
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5 | | | | |
0 5 10 15 20 25 30
tiempo (seg)
(c)Posicién en y
25 ‘ :
ol
151
E
N
1 /
,‘/
05/
/
\‘”
0 / L L L L L
0 5 10 15 20 25 30

tiempo (seg)

(e)Posicién en z

6 (rad)

0.2

-0.1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30
tiempo (seg)
(d)Posicién en 6
0.6 T T T
057
04F
031
0.2f
0.1
0 | | | | |
0 5 10 15 20 25 30

tiempo (seg)

(f)Posicion en ¢

Fig. 4.4: Evolucién del estado.

Como se puede observar en la imagen 4.4, los estados evolucionan hacia

la trayectoria de referencia de manera rapida y suave, estabilizando antes de 5

segundos.

4.3 Resultados del controlador Backstepping
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0.15 T T T 0.05
N
|
0
0.1
2 2 -0.05
g z
g 0.05 §
& & 01
o
-0.15
005 ‘ ‘ ‘ ‘ 02 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
tiempo (seg) tiempo (seg)
(a)Error en z (b)Error en ¢
T T I T 0.12 ; T T
|
08 0.1
|
|
o6l 0.08
- |
= \ =
= \ £ 006
5 040 e
£ | 2
= | 5 0.04
02f |
| 0.02
of L
02 ‘ ‘ ‘ ‘ 002 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
tiempo (seg) tiempo (seg)
(c)Error en y (d)Error en 6
1.2 T T - 0.6
15 051
08¢ 04}
a g
E 06 \ £
5 50
E 0.4r a
\ 0.2
0.2 |
ol 0.1
02 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ! ‘ ‘ ‘
0 10 15 20 25 30 0 10 15 20 25 30
tiempo (seg) tiempo (seg)
(e)Error en z (f)Error en ¢

Fig. 4.5: Evolucién de los e
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De igual manera, se puede observar que los errores en el sistema conver-

gen a cero en 5 segundos, y se mantienen en este valor.

22 2
21t ol
20
%\ \ El
SRR &
g | 5
Z | &4
18
|
|
| L
17r] 6
\
16 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 8 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
tiempo (seg) tiempo (seg)
(a)Control u; (b)Control us
—
E——
4
40
3t
30+
ol
g Z 20}
[ Z
E ~
= £ 1o}
0
1 0
2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
tiempo (seg) tiempo (seg)
(c)Control ug (d)Control uy

Fig. 4.6: Evolucion de las sefiales de control.

En la figura 4.6 se muestran los controles para la simulacién, también se
puede observar que los controles se mantienen acotados, sin embargo, el control
u; inicia en un valor superior a 20 V.

4.3 Resultados del controlador Backstepping
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4.4 Resultados del controlador por saturaciones

anidadas

La estructura para el controlador se encuentra en la figura 4.7

Uy luy

Cilculo
de angulos
deseados

b

Subsistema
de traslacién

U1
¢’I’? 07’
U2
Saturaciones us : N Subsistema
o3 — A
para rotacion Uy | de rotacion

Trayectoria
de referencia

Fig. 4.7: Estructura del controlador.

Las ganancias utilizadas para el controlador se muestran en la tabla y

ecuacion siguientes:

Tab. 4.3: Ganancias saturaciones anidadas.

Ganancia Valor Ganancia Valor Ganancia Valor

O1z
O1y
O1z
01¢
016

0'11/,

1.5
1.66
1.66
1.66

O2z
Ogy
022
024
026

0'21/,

12.4 O3 16.8
12.4 o3y 16.8
3.4 o3 5.8
3.85 oy 4.69
3.85 o3 4.69
3.85 30 4.69
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45 0 0 120 0
Kp=Qr=10 45 0|; Pr=1]0 12 0|; Kr=Qgr =3I3; Pgr=101s.

0 1.5 0 0 3
(4.2)

El comportamiento del cuadricoptero para el seguimiento de trayectoria

con el control por saturaciones anidadas se observa en la figura 4.8.

‘ ——Referencia —— Simulacién ‘

0.5

0 0

P PRE

y (m) x (m)

Fig. 4.8: Seguimiento de trayectoria.

Los resultados de la simulacién se muestran en las siguientes graficas.

1
/ oaf m 1
05 ‘/[‘4 ° V\“w N
i |
it _otp \/ ,
02 1
N |
0.3 —,f E
05 0.4 f 1
05} 1
. . . . 06 . . . . .
5 10 15 20 25 30

0 5 10 15 20 25 30
tiempo (seg)

tiempo (seg)
(b)Posicién en ¢

z (m)
°

(a)Posicién en x

4.4 Resultados del controlador por saturaciones anidadas
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1 0.6 ﬂ
0.5 ‘
05 /\\ 04 |
/ \‘\\\ 03 ‘
= A\ = O
RS 0/ ) £ “
> 02|
0.1 «‘\
051 i
A
ot M
_1 N NL o N R I I
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
tiempo (seg) tiempo (seg)
(c)Posicién en y (d)Posicién en 6
25 T T T 0.6 T T T
ol 05 ‘
/
04l |
151 ~ “
E Zoaf|
n
4 = |
/ 0.2 |
/ |
L/ |
05 / 0.1
s
0 S I I 0 S SR I
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

tiempo (seg)

(e)Posicién en z

tiempo (seg)

(f)Posicién en 9

Fig. 4.9: Evolucién del estado.

Como se puede observar en la imagen 4.9, los estados evolucionan hacia
la trayectoria de referencia de manera mds lenta que el control por backstepping,
ademads de tener un inicio mas oscilatorio que el controlador anterior.

0.2 0.1
| il
045” -0.1 }‘\(
|
g \ E 02 ;U
5 o1p | 5 ‘
& 0‘ ERE
0.05 \ -0.4 ]
\ 0.5
0 -0.6 : : : : :
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
tiempo (seg) tiempo (seg)
(a)Error en z (b)Error en ¢

74 Capitulo 4 Resultados numéricos




— Erroreny

1 0.6
| i
| 0.5
0.8 “ H
\ o4
06| —
8 \ £ o3
2o £ o2 I
& \ 5o \
02 \
0111
0 ol
0z | ‘ ‘ ‘ o | ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
tiempo (seg) tiempo (seg)
(c)Error en y (d)Error en 6
12 0.6
1 0.5
\
08t 0411
— |
E £ 03 f\‘
A 0.4 \ & 02|
\ \
0.2 \ 0.1}
\
0 or
oz | ‘ ‘ ‘ o | ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
tiempo (seg) tiempo (seg)
(e)Error en 2 (f)Error en ¢

Fig. 4.10: Evolucidn de los errores en el estado.

De igual manera, se puede observar que los errores en el sistema conver-
gen a cero, y se mantienen en este estado por el resto de la simulacion.

20 0.06
19.5 I
004t |
191 ‘
= 18.5—\ 002 ‘
g1es)] = [l
g 18} ) \
3 ‘ 5 I
175 & ‘\
| 002 |[|
17 \ }
1850 0.04 “
16 -0.06 — ! : . ; :
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

tiempo (seg)

(a)Control u;

4.4

tiempo (seg)

(b)Control us

Resultados del controlador por saturaciones anidadas
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—us U

0.06 0.05

0.04

0.02 ﬂ

|~

Par (N-m)
°

-0.02

-0.04

0.06 | | | | | K | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
tiempo (seg) tiempo (seg)

(c)Control ug (d)Control uy

Fig. 4.11: Evolucidn de las sefiales de control.

En la figura 4.11 se muestran los controles para la simulacidn, se puede
observar que los controles se mantienen en valores aceptables, ademas, cum-
pliendo con el disefio del controlador, el valor del control u; se mantiene en
valores seguros menores a 20 N durante todo el tiempo, cumpliendo con el
objetivo de este controlador.

Resultados del controlador con retardo
variable a la entrada

La estructura para el controlador se encuentra en la figura 4.12

Control
retardado
para
traslacién

Subsistema

de traslacién
Cilculo

de angulos

deseados - j
Backstepping Subsistema
_ de rotacién de rotacién

Trayectoria
de referencia

Fig. 4.12: Estructura del controlador.
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Las ganancias para el controlador retardado para traslacion obtenidas por
medio de software especializado (MATLAB) se muestran a continuacion. Para

la etapa de rotacion se emplea el controlador por backstepping, utilizando las
mismas ganancias presentadas en la seccion 4.3.

[2.9217 0 0 —3.6148 0 0
K = 0 —92.9217 0 0 —3.6148 0 |
0 0 —2.9217 0 0 —3.6148
(04916 0 0 02087 0 0
H = 0 0.4916 0 0 0.2987 0 ; (4.3)
0 0 04916 0 0  0.2087
30 0 0 10 0 0
S=10 30 ol: T=1]0 10 0
0 0 30

h =02 m=0.7 n=009.
0 0 10

retardo.

La figura 4.13 muestra el funcionamiento del cuadricéptero para el segumiento
de trayectoria con un retardo a la entrada y el controlador basado en dicho

‘ —— Referencia

Simulacién ‘

0

]
o 0.5

p . 0.5

y (m) )

z (m)
Fig. 4.13: Seguimiento de trayectoria.

Los resultados de la simulacidon se muestran en las siguientes graficas

4.5 Resultados del controlador con retardo variable a la entrada
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/
05/ 0.1
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(e)Posicion en z

tiempo (seg)

(f)Posicién en 9

Fig. 4.14: Evolucion del estado.

Como se puede observar en la imagen 4.14, los estados logran el segui-
miento de trayectoria deseado, sin embargo, debido al retardo, afecta los estados
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no controlables, ademas de provocar un movimiento erratico al inicio de la

simulacién.

——Error enz
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Fig. 4.15: Evolucidn de los errores en el estado.
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Los errores del sistema no llegan de manera asintdtica a cero, sin embargo,
los valores de estos errores son de aproximadamente cuatro milimetros por lo

que el controlador tiene un desempefio adecuado.

—
23 T
0.4
22
0.2
21
20 4 0 W«,
19 02
18l ]
\ 0.4
17 ‘ 4
|
161 06
15 | | | | | 08 I ) R S SR B
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Fuerza (N) Par (N-m)
(a)Control u; (b)Control us
E——
—
5
1.2
1 4r
0.8 1 3l
06 ol
0.4
Nl
0.2
0
0
0.2 : : : ‘ ‘ ‘ ‘ -1 : : : ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Par (N-m) Par (N-m)
(c)Control ug (d)Control uy

Fig. 4.16: Evolucidon de las sefiales de control.

Los controles se mantienen acotados, el valor del empuje total w; ini-
cia alrededor de 23 N, lo que atn se considera aceptable para el sistema de
propulsion.

Capitulo 4 Resultados numéricos




4.6

Retardo aplicado
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Fig. 4.17: Retardo aplicado.

En la figura 4.17 se muestra el retardo aplicado en el sistema para el
controlador, el valor es variable y oscila en el rango de 0.1 — 0.2ms.

Ejemplo comparativo entre controladores
para sistemas multiagentes

La estructura para el controlador se encuentra en la figura 4.18

Para el controlador mostrado en el teorema 10 se utiliza una ganancia
A = 1, mientras que para el control desarrollado en la proposcion 16 se emplean
las ganancias A\; = 0.001, Ay = 0.001 y A3 = 1, en ambos casos las matrices de ga-
nancia utilizadas son I'; = 21, y D; = 251,,. El ejemplo de comparacidn se realiza
para un sistema de 10 robots industriales de dos grados de libertad cuya dindmi-
ca se encuentra establecida en la ecuacion (1.54) de la seccion 1.6. La trayectoria
de referencia a seguir en este ejemplo es ¢} = [0.5cos(0.27t) 0.5c0s(0.27t)], mien-

4.6 Ejemplo comparativo entre controladores para sistemas multiagentes
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Trayectoria

de referencia

Fig. 4.18: Estructura del controlador.

Agente 9

Agente 10

1Ll

q. 9

tras que el retardo impuesto es 7; ; = 0.5s. Por tltimo, la matriz Laplaciana de

comunicacién estd dada por la ecuacion (4.4).

2 0 0 0
0 2 -1 0

0 -1 1 0

-1 0 0 2
|0 0 0
0 0 -1

-1 0 0

0 -1 0 0

0 0 0

i 0 0
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Los resultados comparativos con aplicacion de ruido se muestran a con-
tinuacién. Para poder observar los resultados de manera clara solamente se
muestran los resultados de 4 robots manipuladores.

[C=Ageonte 1 —— Agonte 7 Agente 3 — Agonte 4 Reforoncia [ Aegente 1 —— Agento 2 Agente 5 — Agonte 4 Reforoncia

Grado 1 (rad)
Grado 1 (rad)

: 0 10 20 . 30’ o 40 50 60 0 10 20 " 30 . 40 50 60
(a)Grado 1 no integral (b)Grado 1 integral
z |
_ _ 15l
2
-0.5
(c)Grado 2 no integral (d)Grado 2 integral

Fig. 4.19: Evolucion de los estados para los agentes.

Se puede observar que los robots en el grado 2 no siguen la referencia de
manera adecuada con el controlador del teorema 10 mientras que con el control
propuesto se logra hacer el seguimiento de trayectorias.

\ Agente 1 —— Agente 2 Agente 3 Agente 4\ ‘*Agente 1 Agente 2 Agente 3 —— Agente 4
2 2
; 1
T | =
& £ o=
- 0 - /
] f o v
| ER
5 | &
- £
& &
2 73 L
-3 -4
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
tiempo (seg) tiempo (seg)
(a)Error grado 1 no integral (b)Error grado 1 integral

4.6 Ejemplo comparativo entre controladores para sistemas multiagentes
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Agente 1
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Fig. 4.20: Evolucion de los errores para los agentes.

En la figura 4.20 se puede apreciar de manera clara la mejora que se

obtiene al aplicar el controlador propuesto sobre el controlador originalmente
analizado, donde, a pesar del ruido blanco aplicado, se logra hacer un segui-
miento de trayectoria correcto mientras que el error en el segundo grado de

libertad para el controlador original tiene un error periddico. Finalmente, el
ruido aplicado se muestra en la siguiente figura.

Ruido aplicado
T T T

04 .

Magnitud (rad)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tiempo (sec)

Fig. 4.21: Ruido aplicado.
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4.7 Resultados del controlador con retardo para
sincronizacion de sistemas multiagentes

La estructura para el controlador se encuentra en la figura 4.22

Agente 1

Trayectoria §d: Ya
de referencia

€.€.n.1
Agente 2

Agente 3

Fig. 4.22: Estructura del controlador.

Las ganancias utilizadas para el controlador y el retardo propuesto se
muestran en la siguiente tabla:
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Tab. 4.4: Ganancias multiagentes.

Ganancia Valor

A 0.001
A2 0.001
A3 1

T ; 0.5s

En la figura 4.23 se muestra el seguimiento de la trayectoria por el
cuadricéptero con el control de multiagentes en la figura 4.23, es importante
mencionar que, a pesar que parece que los sistemas colisionan al seguir todos la
misma trayectoria, estos trabajan en un marco de sincronizacion y se posicionan

a cierta distancia evitando colisiones.

‘—Agente 1 Agente 2 Agente 3‘

-1 r
y (m)  (m)
Fig. 4.23: Seguimiento de trayectoria.

Los resultados de la simulacién se muestran en las siguientes gréficas.
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Fig. 4.24: Evolucién del estado.

Como se puede observar en la figura 4.24, todos los estados se estabilizan
de manera apropiada y rapida.
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Fig. 4.25: Evolucidon de los errores en el estado.

A pesar que los errores en algunos estados no logra llegar a cero, estos
son errores pequefios en el orden de milimetros.
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Conclusiones

En el presente trabajo de investigacién se logré el disefio de un controla-
dor para sistemas multiagentes que permitié lograr la sincronizacion de agentes
modelados dindmicamente mediante las técnicas de Euler-Lagrange. Aunque
para este trabajo el controlador disefiado se aplicé a un UAV de tipo quadrotor,
es importante mencionar que el resultado obtenido no solamente fue 1til para
este tipo de sistemas, sino que se puede aplicar para cualquiera que cumpla con
la estructura de modelado propuesta.

Como primera etapa en esta tesis, se obtuvé el modelo dindmico del robot
aéreo tipo quadrotor usando las ecuaciones de energias de la técnica Euler-
Lagranges. En segunda instancia, se desarrollaron dos controladores basados en
técnicas ampliamente conocidas y estudiadas a lo largo de la literatura como
son backstepping y saturaciones anidadas, con el objetivo de validar mediante
simulaciones el modelado realizado y, en el segundo caso, lograr acotar los
esfuerzos de control para los motores de la aeronave.

Posteriormente, se propusieron dos controladores que representan la
aportacion de esta tesis, en primer lugar, se desarrollé un controlador para un
quadrotor que toma en consideracion los retardos que existen en la actualiza-
cion de la posicién del sistema debido al GPS y logra hacer el seguimiento de
trayectoria. Por otro lado, se obtuvé un controlador que es capaz de lograr la
sincronizacion de multiple agentes incluyendo el efecto que existe debido a los
retardos en las comunicaciones entre estos y ademads, logra rechazar el ruido
existente en las mediciones de los sensores involucrados en la retroalimentacion
de los estados de cada uno de los agentes.

Por ultimo, todos los algoritmos de los controladores disefiados en este
trabajo fueron simulados mediante herramientas computacionales, que permitie-

ron vélidar su efectividad y desempefio en el cumplimiento de la tarea a realizar,
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esto es, lograr el seguimiento de trayectorias, obteniendo resultados adecuados
y que permiten motivar seguir trabajando con estos disefios. El quadrotor que
se utilizé como base para los pardmetros de simulacién es un modelo F450
fabricado por la marca DJI.

Trabajo futuro

De acuerdo a los resultados obtenidos en este trabajo y con el objetivo de
dar continuidad a esta tesis y poder validar completamente el funcionamiento
de los controladores disefiados ante situaciones realistas, se propone el siguiente
trabajo futuro:

= Validacién experimental de las leyes de control propuestas en este trabajo.
= Andlisis de la robustez del control retardado ante variaciones paramétricas.

= Seleccidn del sistema de control adecuado que permita volar de manera
auténoma.

Conclusiones
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