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La ultima década ha sido testigo de una transformacion radical en el paradigma de
la aviacion. Lo que comenzd como desarrollos exclusivos para aplicaciones militares y de
defensa ha permeado aceleradamente hacia el ambito civil y comercial, consolidando a
los Vehiculos Aéreos No Tripulados (UAV, por sus siglas en inglés) como una tecnologia
disruptiva en la ingenieria moderna. La capacidad de estas plataformas para operar de
forma auténoma o remota ha redefinido las posibilidades de exploracién, monitoreo
y manipulacién en entornos que anteriormente resultaban inaccesibles o presentaban
grandes riesgos para la aviacion tripulada.

Dentro de este vasto ecosistema, los vehiculos de ala rotatoria, y especificamente
los multirrotores, han emergido como la configuraciéon dominante para aplicaciones de
escala reducida. Su éxito radica en una combinacién dnica de simplicidad mecanica y
agilidad operativa, permitiendo capacidades de despegue y aterrizaje vertical (VTOL)
y vuelo estacionario. Sin embargo, la aparente sencillez de su construccion oculta una
complejidad dindmica significativa: son sistemas intrinsecamente inestables, subactuados
y altamente sensibles a perturbaciones.

A medida que las demandas operativas evolucionan hacia tareas de interaccion fisica
y navegacion de alta precision, surgen nuevas arquitecturas como los sistemas tilt-rotor
y desafios teoricos criticos, entre los que destaca el impacto de los retardos temporales
en los lazos de control. En este contexto, el presente capitulo tiene como objetivo
establecer el marco conceptual y el estado del arte que sustentan la investigacion. Se
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1. Introduccién

parte de una clasificacion taxonémica general de las aeronaves para particularizar en la
evolucion de los multirrotores, analizando sus principios de operacion, sus limitaciones
actuales y las probleméticas abiertas que motivan el desarrollo de las estrategias de
control propuestas en este trabajo.

1.1. Aeronaves: definicién y clasificaciéon

De acuerdo con la Organizacion de Aviacion Civil Internacional (OACI) [44], una
aeronave se define como toda maquina capaz de mantenerse en la atmoésfera mediante
reacciones del aire. Para los propositos del presente trabajo, el estudio se restringe a
los aerodinos, es decir, aeronaves mas pesadas que el aire cuya sustentacion se genera
principalmente mediante fuerzas aerodinamicas [44].

A diferencia de los aerostatos (sistemas basados en flotabilidad), los aerodinos
requieren de un movimiento relativo entre el fluido y la estructura para producir
sustentacion. Este flujo relativo V,, induce una distribucion de presiones y esfuerzos
cortantes que resultan en un momento aerodinamico M y una fuerza resultante R. Como
se ilustra en la Figura (1.1), dicha fuerza se descompone en dos componentes ortogonales
con respecto a la direccion del viento relativo: la sustentacion L, perpendicular a V., y
la resistencia aerodinamica D, paralela y opuesta al sentido del movimiento [6].

L
A

Figura 1.1: Descomposicion de la fuerza aerodinamica resultante (R) en un
aerodino. Se muestran la sustentacion (L) y la resistencia aerodinamica (D)
respecto al flujo relativo (V4 ), asi como el momento aerodinadmico (M) actuando
sobre el cuerpo de la aeronave.

Dichas magnitudes fisicas son generadas, principalmente, por medio de dos sis-
temas: el sistema de propulsion, que se encarga de establecer el flujo relativo y las
superficies sustentadoras (alas o hélices), encargadas de controlar la direccién y mag-
nitud de las fuerzas. Las diferentes configuraciones de los sistemas de propulsion y
superficies sustentadoras permiten clasificar a los aerodinos en tres familias principales
(Figura (1.2)):

= Ala fija: Generan sustentacion mediante el flujo de aire sobre alas rigidamente
unidas al fuselaje. Destacan por su alta eficiencia energética y autonomia, pero
carecen de capacidad para realizar vuelo estacionario.
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ALA FUA J
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Figura 1.2: Clasificacion de los aerodinos de acuerdo a su mecanismo de
sustentacion.

= Ala rotatoria: La sustentacion se obtiene mediante uno o varios rotores. Su
capacidad de despegue y aterrizaje vertical (VTOL) y vuelo estacionario los
hace ideales para operar en entornos confinados, aunque presentan una mayor
complejidad mecénica o de control.

= Ala batiente: Basan su sustentacién en el movimiento oscilatorio de sus alas,
emulando el vuelo biolégico. Se emplean principalmente en micro-robdtica aérea.

1.2.  Vehiculos aéreos no tripulados (UAV)

La necesidad de plataformas compactas capaces de operar en misiones de riesgo
o espacios reducidos ha impulsado el desarrollo de los vehiculos aéreos no tripulados
(UAV, por sus siglas en inglés) [42]. Cuando un UAV es capaz de ejecutar misiones sin
asistencia humana directa, basando sus decisiones en su estado actual y la informacién
sensorial disponible, se clasifica como un robot aéreo [30|. Esta definicion lo distingue
de los sistemas pilotados remotamente (RPAS), cuya operacion depende directamente
de un operador humano en una estacion de tierra (Figura (1.3)).

1.2.1. Evoluciéon hacia los multirrotores

Desde una perspectiva técnica, los robots aéreos adaptan a escala reducida las
plataformas de la aviacion convencional (Figura (1.3)). Inicialmente, el desarrollo se
concentro en vehiculos de ala fija debido a su eficiencia para misiones de largo alcance.
Sin embargo, la creciente demanda de aplicaciones civiles, comerciales y de investigacion
que exigen capacidades VT'OL y vuelo estacionario impulsé el desarrollo de plataformas
de ala rotatoria.

Si bien los primeros esfuerzos emularon la configuracion clasica de un solo rotor
(helicopteros), la complejidad mecanica y los costos de mantenimiento de los platos
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Figura 1.3: Relaciéon taxondémica entre sistemas aéreos y robéticos. El diagra-
ma ilustra la interseccién entre los dominios de la aeronautica y la robdtica,
diferenciando a los sistemas RPAS (pilotados remotamente) de los robots aéreos
(autonomos) en funciéon de su grado de intervencion humana.

ciclicos limitaron su miniaturizacion. Esta barrera técnica fue superada gracias a la
evolucion de los sistemas microelectromecénicos (MEMS) y el perfeccionamiento de las
técnicas de control automatico, dando lugar a los sistemas multirrotores.

A diferencia de un helicoptero tradicional, un multirrotor (como un cuadricoptero o
hexacoptero) emplea rotores de paso fijo, simplificando dréasticamente su disefio mecéani-
co. No obstante, esta simplicidad estructural resulta en una plataforma intrinsecamente
inestable que depende de manera absoluta de algoritmos de control robustos para
modular diferencialmente la velocidad de sus motores, logrando asi la estabilizacion y
maniobrabilidad requeridas. Esta dependencia hace de los multirrotores un objeto de
estudio fundamental en la teoria de control y ha sentado las bases para la exploracion
de arquitecturas hibridas, como los sistemas tilt-rotor, los cuales se abordan a lo largo
de este documento.

1.3. Multirrotores

Los vehiculos aéreos multirrotores constituyen una subclase de UAV de ala rotatoria
cuya sustentacion se genera mediante la acciéon combinada de dos o mas rotores. Estos
actuadores, formados por el conjunto motor—hélice, producen la fuerza de empuje y los
momentos aerodindmicos requeridos para compensar la acciéon de gravedad y controlar
la orientacion del vehiculo.

1.3.1. Principio de Operacion

A diferencia de los helicopteros convencionales, que emplean mecanismos mecanicos
complejos (p. €j., plato ciclico y control de paso colectivo) para orientar el vector de
empuje del rotor principal, los multirrotores simplifican la arquitectura del sistema de
propulsion al distribuir el empuje en multiples rotores. En su forma mas comin, los
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rotores se encuentran acoplados a la estructura y no modifican su angulo de ataque
durante la operacion; en consecuencia, el control de orientacion y traslacion se logra
mediante la modulacion de las velocidades angulares de los motores, tal como se ilustra
en la Figura (1.4). Esta simplificacion reduce la complejidad mecanica y facilita la
construcciéon y el mantenimiento; sin embargo, traslada parte de la complejidad al
sistema de control, el cual debe asegurar la estabilidad de una plataforma inherentemente
inestable y de dindmica rapida.

Empuje diferencial Inclinacién del empuje
Rotores fijos Mecanismo de plato ciclico

Figura 1.4: Mecanismos de control de empuje. A la izquierda, el multirrotor
genera empuje mediante la variaciéon de la velocidad angular de los rotores fijos.
A la derecha, el helicoptero convencional emplea un mecanismo de plato ciclico
para inclinar el vector de empuje.

Ademaés de las plataformas de rotores fijos, existen arquitecturas, con rotores re-
orientables, en donde el 4ngulo de inclinacién del rotor es variable. En este tipo de
vehiculos, el conjunto motor—hélice puede cambiar su orientacién con respecto a uno
o més ejes, de modo que la direccién del empuje no permanece alineada con un eje
fijo del cuerpo. En consecuencia, el control puede realizarse mediante la combinaciéon
de: modulacion de las velocidades angulares (magnitud del empuje) y variacion de los
angulos de los rotores (direccion del empuje). Esta extension incrementa la capacidad
de maniobra y habilita regimenes de vuelo que requieren componentes laterales de
empuje, a costa de una mayor complejidad electromecanica y de control. Un ejemplo
comun de esta arquitectura son los vehiculos de rotores inclinables (tilt-rotors) en los
que la orientacion de los rotores se restringe a un solo grado de libertad.

Configuraciones y disposiciéon de rotores

Los multirrotores se presentan en una amplia variedad de configuraciones, cuyas
diferencias se asocian principalmente con: el nimero de rotores (tricopteros, cuadricop-
teros, hexacopteros, etc.); su disposicion geométrica (X, +, Y, H, etc.); y la disposicion
de los planos y ejes de rotacion (arquitecturas coplanares, coaxiales, entre otras), como
se ilustra en la Figura (1.5).

En una arquitectura coplanar los ejes de los rotores son paralelos entre si y los
rotores se distribuyen en un mismo plano estructural. En contraste, en una arquitectura
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ARQUITECTURAS COPLANARES

¥ X

Tricoptero Y Cuadricéptero X Hexacéptero estrella

ARQUITECTURAS COAXIALES

Hexacéptero Y Octacoptero X

Figura 1.5: Configuraciones topoldgicas comunes en multirrotores, clasificadas
en arquitecturas coplanares (fila superior) y coaxiales (fila inferior).

coazxial los rotores se agrupan en pares que comparten un mismo eje de rotacion,
tipicamente con sentidos de giro opuestos para compensar el par de reaccion. Estas
topologias modifican la forma en que las fuerzas y los momentos de control se generan
a partir de los actuadores.

No obstante, independientemente de la configuracién, el movimiento del vehiculo se
describe mediante un conjunto comin de ecuaciones de dindmica de sélido rigido, tal
como se detallara en el capitulo de modelado. En términos generales, las diferencias
entre plataformas se reflejan en la manera en que la geometria de los rotores (posicion
y orientacion) determina la combinacion de acciones de control requerida para producir
fuerzas y momentos deseados. Esta distribucion influye directamente en la eficiencia
energética, la agilidad para ejecutar maniobras y, en ciertos arreglos, en la redundancia
de actuacion, permitiendo mantener la estabilidad ante la falla de un motor [27].

En sintesis, el principio de operaciéon de los multirrotores dota a estas plataformas
de caracteristicas altamente atractivas, tales como la capacidad de despegue y aterrizaje
Vertical (VTOL), el vuelo estacionario y una notable maniobrabilidad en entornos
confinados. Si bien su uso inicial se restringio a la fotografia recreativa, la madurez
tecnologica actual ha propiciado su integracion en sectores criticos, abarcando desde
la agricultura de precision y el monitoreo de infraestructura, hasta operaciones de
busqueda y rescate y tareas de manipulacion aérea. Por lo que en las tultimas décadas
el estudio de dichas plataformas ha sido un tema de particular interés en areas de la
ingenieria como aeronautica, robotica y control.
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1.3. Multirrotores

1.3.2. Estado del arte

Modelado, control y estimacion

En la literatura, el modelado y control de estas aeronaves ha evolucionado réapi-
damente para responder a demandas de mayor autonomia y robustez. Los primeros
trabajos se centraron en la derivacion de modelos dinamicos completos para simulacion
de plataformas de tipo cuadrirrotor [12,35|, seguidos de estrategias de simplificacion de
los modelos mediante linealizacion alrededor del punto de equilibrio (vuelo estacionario).
Este enfoque permitié la implementacion exitosa de controladores clasicos, tales como
PID y LQR, demostrando que vehiculos aéreos de pequena escala podian integrar los
sistemas de computo necesarios para el vuelo auténomo [10,13,45]. Posteriormente,
estos enfoques migraron a plataformas con mas rotores como los hexacopteros, los
cuales resultaban ideales para tareas que requerian mas carga. Trabajos como los
de [2,7] abordaron el modelado y control de estas aeronaves.

Sin embargo, el desempeno de los controladores lineales se degrada ante maniobras
agresivas o perturbaciones significativas que alejan al sistema de su zona de operacion
lineal. Para superar estas limitaciones, las investigaciones han avanzado hacia estrategias
de control no lineal. En este sentido, destacan técnicas como Backstepping [37] y Modos
Deslizantes para el control de posicion y seguimiento de trayectorias [14]; leyes de control
robusto tipo H,,, disenadas para mitigar perturbaciones externas e incertidumbres
paramétricas [47] y métodos de saturaciones anidadas enfocados en acotar las senales
de control [16]. A la par de estos trabajos, se ha abordado el desafio de la estimacion de
estados mediante la integracion de algoritmos como filtros de Kalman [39,50] o filtros
complementarios para el procesamiento de unidades de medicién inercial [21], asi como
el uso de sistemas de vision para determinar la posicion y orientacion del vehiculo [3].
Adicionalmente, en trabajos como [11,22,53] se han desarrollado observadores que
permiten reconstruir los estados del sistema ante la ausencia o falla de sensores,
complementar las mediciones a bordo e incluso estimar perturbaciones externas como
las asociadas al viento.

Colaboraciéon y manipulacién Aérea

La madurez alcanzada en las estrategias de control y estimacion de estados, sumada a
la integracion de tecnologias como la impresion 3D y los sistemas microelectromecanicos
(MEMS), han permitido que los UAVs trasciendan las tareas de vuelo para abordar
tareas complejas de interaccion fisica con el entorno y actividades cooperativas. La
literatura reporta aplicaciones que aprovechan la agilidad de los multirrotores para
tareas de agarre y manipulacion aérea [4,59,61]. En este sentido se han desarrollado
plataformas bioinspiradas que exhiben capacidades de adherencia (o agarre) a superficies
para ahorrar energia (perching) [59], asi como configuraciones que optimizan la eficiencia
en operaciones de manipulacion (grasping) mediante el uso de rotores basculantes (tilt-
rotors) o estructuras transformables [61]. No obstante, estas operaciones introducen
dindmicas acopladas y efectos ambientales complejos, tales como fuerzas de Coriolis y
perturbaciones aerodinamicas inducidas por la cercania a superficies, las cuales han
comenzado a ser abordadas mediante enfoques basados en observadores [32,58] y control
optimo [26].

Por otro lado, otra vertiente crucial de investigacion es la coordinacién multi-agente
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y la robética de enjambre (swarm robotics). A diferencia de los sistemas individuales,
los enjambres ofrecen mayor robustez mediante redundancia y eficiencia en la cobertura
de areas extensas. Proyectos pioneros como SFly han demostrado la viabilidad de
la navegacion auténoma descentralizada basada en vision para enjambres de micro-
UAVs en entornos sin GPS [1]. Asimismo, la colaboracion entre multiples vehiculos ha
permitido abordar el transporte de cargas pesadas que exceden la capacidad de un solo
agente, empleando estrategias de control cooperativo y cables suspendidos [17,62].

Arquitecturas tilt-rotor y retardos temporales

Los vehiculos aéreos multirrotores se han consolidado como plataformas versatiles
debido a su simplicidad mecéanica, capacidad de vuelo estacionario y maniobrabilidad.
Sin embargo, las configuraciones convencionales con rotores fijos y coplanares presentan
una naturaleza intrinsecamente subactuada: la arquitectura de actuaciéon limita el
subespacio de fuerzas y momentos generables de manera independiente, lo cual restringe
el desempeno en tareas que demandan desacoplamiento traslacion—rotacion, seguimiento
agresivo o interaccion con el entorno. En este sentido, las arquitecturas con vectorizacion
de empuje, y en particular los sistemas tilt-rotor, han ganado relevancia al permitir
modificar la direcciéon del empuje y, con ello, ampliar la capacidad de actuacion y la
cobertura del espacio de trabajo. Investigaciones recientes han explorado desde control
para vuelo estacionario [49] hasta la integracion con manipuladores roboticos [40,41] y
arquitecturas transformables e hibridas [60].

No obstante, la incorporaciéon de mecanismos de re orientacion de los rotores introdu-
ce un elemento practico que suele subestimarse en el anélisis: la presencia de retardos y
dindmicas asociadas a la cadena sensado—computo—actuacion. En plataformas reales, los
retardos provienen de la adquisicion y filtrado de datos, del tiempo de computo de los
algoritmos de estimacion y control, asi como de la respuesta dinamica de los actuadores
(por ejemplo, servomecanismos de inclinaciéon). En particular, en sistemas tilt-rotor
estos efectos se vuelven mas relevantes debido a que la reorientacion del empuje se rea-
liza mediante actuadores adicionales, cuyo comportamiento puede introducir retardos
efectivos en la accion de control. Dichos retardos pueden comprometer severamente la
estabilidad y el desempeno transitorio cuando la ley de control ha sido disenada bajo
hipotesis sin retardo. Aunque se han propuesto estrategias de compensacién basadas en
PID [18], métodos geométricos [28] o sintonizacion en el dominio de la frecuencia [56],
persisten desafios abiertos relacionados con criterios de estabilidad y con metodologias
de diseno que incorporen explicitamente retardos y restricciones de implementacion [55].

1.4. Planteamiento del problema

En la ultima década se han reportado multiples desarrollos y validaciones experi-
mentales de leyes de control para vehiculos aéreos no tripulados del tipo multirrotor,
incluyendo pruebas en entornos reales y escenarios exteriores. No obstante, atin en
presencia de implementaciones exitosas, persisten desafios que dificultan lograr un
desempeno consistente y garantias formales de estabilidad cuando el sistema opera bajo
condiciones no ideales. Entre los factores mas relevantes se encuentran: perturbaciones
externas (p.€j., rafagas de viento), variacion paramétrica, limitaciones y saturaciones
de actuadores, y retardos temporales en el lazo cerrado.
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En particular, los retardos de tiempo aparecen de manera inevitable en platafor-
mas reales como resultado de la cadena completa sensado—procesamiento—actuacion:
adquisicion y filtrado de sensores, latencias de comunicacion, tiempos de computo
y respuesta dinamica de actuadores. Si bien en muchas aplicaciones dichos retardos
son pequenos, su efecto acumulado puede degradar méargenes de estabilidad, inducir
oscilaciones persistentes o incluso provocar inestabilidad, especialmente cuando se
demanda seguimiento rapido o cuando la plataforma opera cerca de limites fisicos.

El problema se vuelve mas pronunciado en arquitecturas emergentes con vectoriza-
cién de empuje, tales como los tilt-rotor. A diferencia de los multirrotores convencionales
de rotores fijos, estas plataformas incorporan actuadores adicionales para reorientar
el empuje, tipicamente mediante servomecanismos. En consecuencia, ademés de las
fuentes habituales de retardo, aparecen retardos y dindmicas asociadas al mecanismo
de inclinaciéon que impactan directamente la acciéon de control efectiva. Aunque existe
un cuerpo de trabajo amplio para rotores fijos, una parte importante de dichas metodo-
logias no se ha trasladado de forma completa a arquitecturas tilt-rotor, particularmente
en lo referente a criterios de estabilidad y procedimientos de disefio que incorporen
explicitamente retardos y restricciones de implementacion.

Por lo tanto, el reto central consiste en desarrollar estrategias de diseno y validacion
que integren, de manera explicita, el efecto de los retardos temporales en el anélisis de
estabilidad y en la seleccion de ganancias/leyes de control, manteniendo como objetivo
final el vuelo estacionario y el seguimiento de trayectorias bajo condiciones realistas,
incluyendo operaciéon en exteriores.

En este trabajo, el énfasis se coloca en establecer criterios analiticos y procedimientos
de sintesis que permitan caracterizar regiones de estabilidad y desempeno en presencia
de retardo, como paso necesario para una implementacién confiable en plataformas
reales, incluyendo arquitecturas emergentes tilt-rotor.

1.4.1. Justificacion

En aplicaciones reales, como fotografia y video aéreo, los multirrotores suelen operar
en ambientes no controlados o en exteriores, donde estan expuestos a perturbaciones
aerodindmicas y variaciones de carga que afectan el desempeno del lazo cerrado. Adi-
cionalmente, la tendencia hacia mayor autonomia promueve la ejecuciéon a bordo de
algoritmos de estimaciéon y control. Sin embargo, las limitaciones de computo y las
latencias inherentes a la adquisicion y filtrado de sensores se traducen en retardos
efectivos en el sistema. El impacto de estos retardos puede manifestarse como oscilacio-
nes, degradacion del seguimiento o pérdida de estabilidad, con riesgos directos para la
integridad de la plataforma.

Aunque la literatura reporta numerosas implementaciones experimentales, el trata-
miento de los retardos suele abordarse de forma implicita (p. ej., ajustes heuristicos)
o mediante aproximaciones que no siempre proporcionan criterios sistematicos de
estabilidad con garantias, especialmente cuando los retardos varian o cuando el sistema
opera cerca de sus limites fisicos. En el caso de arquitecturas tilt-rotor, esta necesidad
es aun mas marcada, debido a la presencia de actuadores de inclinaciéon y a su dindmica
asociada, lo cual introduce fuentes de retardo adicionales y acoplamientos que no
aparecen en el caso de rotores fijos.

En consecuencia, resulta pertinente desarrollar un marco de anélisis y diseno que
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incorpore explicitamente retardos temporales y que permita sintetizar controladores
con garantias de estabilidad y desempeno, asi como validar dichos resultados mediante
simulaciones y experimentacion. Esta aproximaciéon contribuye a cerrar la brecha
entre controladores disenados bajo hipotesis idealizadas y su operacion en condiciones
realistas, particularmente en plataformas emergentes con vectorizacion de empuje.

1.5. Objetivo

Desarrollar una metodologia que permita disenar controladores para vehiculo aéreos
multirrotores (con énfasis en vehiculos de rotores inclinables) que garantice la estabilidad
exponencial ante la presencia de retardos en el sistema, garantizando la optimizacion
de la tasa de decaimiento exponencial (o) y asegurando la no-fragilidad del sistema.

1.5.1. Objetivos especificos

= Obtener un modelo matematico general para vehiculos multirrotores, con énfasis
en plataformas con rotores reorientables.

= Caracterizar las regiones de estabilidad en el espacio de parametros del controlador
(PD) para sistemas lineales con retardo.

= Desarrollar una metodologia con enfoque geométrico para determinar el maximo
decaimiento exponencial (o).

» Implementar algoritmos de optimizacion (Centro de Chebyshev) para identificar
el punto de operacién mas robusto dentro de la region de estabilidad, garantizando
la no-fragilidad del controlador ante variaciones paramétricas.

= Validar mediante simulaciones el desempeno del esquema de control propuesto en
un modelo longitudinal del tilt-rotor, evaluando la convergencia ante diferentes
méargenes de o-estabilidad.

= Disenar y construir una arquitectura de hardware y software en tiempo real
(DCM /Kalman) capaz de procesar los algoritmos de estimacion y control.

» Identificar experimentalmente los retardos fisicos del lazo de control para aplicar
la metodologia propuesta y evaluar el desempeno de la plataforma en condiciones
de operacion real.
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1.6. Organizacién del documento

Capitulo 1. Introduccion. Se revisan conceptos fundamentales sobre aeronaves, su
definicion y clasificacion, asi como los principios de sustentacion que permiten distinguir
entre aerostatos y aerodinos. Posteriormente, se enfoca el estudio en los vehiculos aéreos
no tripulados, con énfasis en plataformas multirrotor, a fin de delimitar el alcance de la
investigacion. Finalmente, se establece el planteamiento del problema, su justificacion,
y se formulan el objetivo general y los objetivos especificos. Al cierre del capitulo se
sintetizan los productos académicos derivados del trabajo de investigacion.

Capitulo 2. Fundamentos de modelado de robots aéreos. Se desarrollan los fun-
damentos de modelado requeridos para el analisis del sistema y el diseno de control.
Se introduce la cinematica del solido rigido, incluyendo la definiciéon de coordenadas
generalizadas (posicion y orientacion) y marcos de referencia. Con base en lo anterior, se
construye la dindmica general (traslacional y rotacional), se incorporan fuerzas externas
relevantes y se establece el sistema de ecuaciones general aplicable a cualquier aeronave.
A partir de este modelo, se presenta el modelado especifico de vehiculos multirrotores,
culminando con la derivacién del modelo para una arquitectura tipo tilt-rotor.

Capitulo 3. Fundamentos de sistemas dindmicos. Se presenta el marco tedrico
necesario para abordar la estabilidad de sistemas dinamicos. Se introduce la definicién
de retardo, tipos de retardos, asi como sus representaciones matematicas, y se discute
su impacto en el desempeno y la estabilidad de sistemas de control. Se presentan
metodologias que abordan el diseno de controladores para sistemas con retardos
basados en enfoques geométricos que garantizan la estabilidad de dichos sistemas.

Capitulo 4. Diseno de controladores con garantia de convergencia exponencial.
Se presentan la contribuciéon metodolégica principal de este trabajo: el disenio de
controladores para sistemas con retardos con garantia de convergencia exponencial. Se
muestran las estructuras de control propuestas basadas en controladores tipo PD. Se
desarrolla la metodologia para determinar las ganancias del controlador, que incluye
el anéalisis de regiones de estabilidad, criterios de o-estabilidad y la formulacion de la
metodologia para determinar controlador ¢éptimo no-fragil.

Capitulo 5. Resultados numéricos. Se describen las plataformas experimentales
utilizadas en el trabajo. Se muestra la validaciéon de la plataforma ante un controla-
dor clasico. Finalmente se reportan los resultados numeéricos de la aplicacion de la
metodologia presentada en el capitulo anterior.

Capitulo 6. Conclusiones. Se presentan las conclusiones del trabajo, se resumen las
contribuciones originales de la tesis y propone lineas de investigacion futura derivadas
de los resultados obtenidos y de las limitaciones identificadas.
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1.7.

28

Contribuciones Principales

Marco de modelado estructural basado en la matriz de asignaciéon y su rango,
que formaliza la capacidad de actuacion (subactuacion vs. actuacion completa).

Metodologia sisteméatica para la construccion de regiones de estabilidad y o-
estabilidad en el espacio de parametros (k,, k;) para vehiculos multirrotores con
retardo.

Algoritmo para la determinacién de la tasa méxima de decaimiento exponencial
(omsx) mediante el analisis geométrico de la contraccion de regiones estables.

Algoritmo para la obtencién de controladores 6ptimos no-fragiles empleando
aproximaciones poligonales convexas y el célculo del centro de Chebyshev.

Validacion numérica y experimental en un caso de estudio tipo tilt-rotor, mos-
trando contraccién de regiones con 7 y la relaciéon entre o, rapidez de respuesta y
esfuerzo de control.
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1.8. Productos académicos obtenidos

En el marco de este trabajo de investigacion, se obtuvieron los siguientes productos
académicos en torno al analisis de estabilidad y el diseno de estrategias de control para
vehiculos aéreos no tripulados de tipo multirrotor, con énfasis en arquitecturas subac-
tuadas (multirrotor clasico) y completamente actuadas (tilt-rotor) bajo la presencia de
retardos en la retroalimentacion del sistema:

» Articulo en revista (2025). Lopez-Hernandez, J. C.; Méndez-Barrios, C. F., &
Guel-Cortez, A. J. “Stability and optimal control of a fully-actuated tilt-rotor with
delayed feedback.” Optimization and Engineering, (2025). doi:10.1007/s11081-
025-09995-8.

» Articulo en congreso (2019). Lopez-Hernandez, J., et al. “A Comparative
Stability Analysis of Underactuated Versus Fully-Actuated Rotorcrafts Having
Time-Delay Feedback.” En: 2019 6th International Conference on Control, Deci-
sion and Information Technologies (CoDIT), Paris, France, 2019, pp. 1640-1645.
doi:10.1109/CoDIT.2019.8820372.
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Este capitulo establece el marco tedrico para describir el comportamiento dinamico
de los vehiculos aéreos no tripulados mediante el formalismo de Newton-Euler. El desa-
rrollo analitico parte de las ecuaciones generales de movimiento para un cuerpo rigido y
se particulariza de manera progresiva hasta definir la dindmica de las plataformas tipo
multirrotor. Para ello, se formula un modelo generalizado que unifica el analisis de las
configuraciones con vectorizacion de empuje (rotores re-orientables) y las arquitecturas
tradicionales de rotores fijos. A partir de esta formulacion, se deducen casos de estudio
representativos para evaluar propiedades fundamentales de la plataforma, tales como
el grado de actuacion y la autoridad de control. Finalmente, se presenta el modelo de
los retardos temporales inherentes a los sistemas fisicos, con el objetivo de preparar el
terreno para el diseno de controladores que garanticen la estabilidad de la aeronave
ante dichos fenémenos.

2.1. Cinematica del sélido rigido

El analisis cinemético constituye la etapa preliminar y fundamental en el modelado
de cualquier sistema mecanico. De acuerdo con la literatura clasica en robética y
mecénica [20], la cinemética se define formalmente como la descripcion geométrica
del movimiento de los cuerpos respecto a un sistema de referencia, sin considerar las
fuerzas y momentos que lo originan. Para describir este movimiento, se asume que la
aeronave se comporta como un cuerpo rigido; es decir, un sistema de particulas en el
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2. Fundamentos de modelado de robots aéreos

cual la distancia entre ellas permanece constante en el tiempo, independientemente de
las fuerzas aplicadas. Bajo esta premisa, la posiciéon y orientacion del vehiculo en el
espacio tridimensional quedan completamente determinadas mediante la definicién de
dos marcos de referencia ortonormales orientados segin la regla de la mano derecha
(Figura (2.1)):

» Marco inercial (7): Se define fijo a la tierra. Se adopta la convencion aeronautica
estandar NED (North-East-Down), denotado por la base (x;,y,, z;), donde el eje
z; se alinea con el vector de gravedad g.

» Marco del cuerpo (B): Se define fijo al centro de masa del vehiculo. Se denota
por la base (xy, y;, 25), donde @, apunta al frente de la aeronave y z; hacia la
parte inferior.

La configuracion (o pose) de un cuerpo rigido se define como la descripcion completa
de su posicién y orientacion con respecto a un marco de referencia. Mientras que su
espacio de configuracion determina el conjunto de todas las posibles posiciones y
orientaciones del cuerpo [52].

Para un vehiculo aéreo, la posicién se describe mediante el vector & = [z, vy, 2]7 € R3,
expresado en el marco inercial, el cual representa la ubicacién de su centro de masa.
En la Figura (2.1) se ilustra dicho vector, asi como sus componentes proyectadas sobre
los ejes del marco inercial.

(G

Yi (East)
Y X4 (North)

Marco inercial (Z)

v
Z§ (Down)

Figura 2.1: Representacion de los sistemas de coordenadas. Se ilustra el marco
inercial Z (fijo en tierra bajo la convencion NED) y el marco del cuerpo B
(fijo al vehiculo). El vector de posicion € y los dngulos de orientacion (¢, 6, 1)
definen la configuracién de la aeronave.

Orientacion: matrices de rotacién y grupo SO(3)

A diferencia de la posicion, la orientacion se define como la relaciéon angular entre
el marco de referencia movil B e inercial Z, la cual se representa a través de la matriz
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2.1. Cinematica del solido rigido

de rotacion R! € SO(3). Dado que el marco movil se mantiene fijo al cuerpo de la
aeronave, esta transformacion lineal determina la orientaciéon del vehiculo en el espacio.

Bajo la premisa fundamental de la mecanica del cuerpo rigido, las distancias
relativas entre cualquier par de puntos del vehiculo deben permanecer constantes
durante el movimiento (ausencia de deformaciones). Para modelar matematicamente
este comportamiento, la transformacion lineal empleada debe ser una isometria que
preserve tanto las distancias euclidianas como la orientacion de los ejes (quiralidad).
En consecuencia, la matriz de rotacion R} debe pertenecer al Grupo Especial Ortogonal
de dimension 3, denotado como SO(3), el cual exige el cumplimiento de las siguientes
condiciones fundamentales:

SO3)={ReR*>3| R"TR=1,det(R) = 1}. (2.1)

Aunque la matriz R} posee nueve elementos, la condicién de ortogonalidad impone seis
restricciones algebraicas, reduciendo los grados de libertad efectivos a tres.

Geométricamente, SO(3) es un espacio no lineal y no conmutativo. Esto implica
que la suma de matrices no es una operacion valida dentro de este conjunto (R; + Ry ¢
SO(3)), ya que el resultado algebraico representaria fisicamente la deformacion del
solido. En su lugar, la operacion interna de este grupo es el producto matricial, el cual
modela la composiciéon de rotaciones sucesivas, las cuales se analizan en las secciones
posteriores.

2.1.1. Parametrizacion de la orientacion

Existen diversas formas de representar los elementos de la matriz de rotacion:
angulos de Euler, matriz de cosenos directores, cuaterniones, etc. La eleccion de la
parametrizacion esta determinada por la aplicacion y, en general, es un compromiso entre
la carga computacional y la presencia de singularidades matemaéticas. A continuacion
se presentan las representaciones empleadas en este trabajo.

Matriz de Cosenos Directores (DCM)

La Matriz de Cosenos Directores, denotada como R}, constituye la representacion
fundamental de la orientacion dentro del grupo especial ortogonal SO(3). A diferencia
de otras parametrizaciones que utilizan un conjunto minimo de coordenadas, esta
formulacion emplea nueve elementos para proyectar los vectores base del marco del
cuerpo B sobre el marco inercial Z. Dichos elementos corresponden a los cosenos de los
angulos que se forman entre los ejes de ambos marcos de referencia (conocidos como
cosenos directores), tal y como se ilustra en la Figura (2.2). En consecuencia, esta
matriz de rotacion queda definida analiticamente como:

cos(021) cos(6) cos(6)
Ry = |cos(0%) cos(0%) cos(6%) ] . (2.2)
cos(0%) cos(@jz) cos(07)

Algebraicamente, la DCM acttia como un operador lineal que transforma cualquier
vector a; del marco movil a su representacion en el marco inercial a;:

a; = Rjay. (2.3)

33



2. Fundamentos de modelado de robots aéreos

La principal ventaja de esta matriz es que es una representacion libre de singularidades.
Sin embargo, su implementacion numérica requiere la aplicaciéon constante de algoritmos
de ortonormalizacion para corregir la deriva de los errores de truncamiento, lo que
incrementa significativamente el costo computacional.

Zi Zi Zi
-~ -~ '
Zb Zb Zb
0%
b
azl Yi
0%, Yo v () \sz Yo
O, 9T \'
e
> Yi > Yi > Yi
o -
Yo
9;?;
T Ty X Tp X5 Ty
Proyecciones del eje Ty, Proyecciones del eje Yp Proyecciones del eje 2,

Figura 2.2: Representacion geométrica de los cosenos directores. Se ilustra
una orientacion arbitraria del marco del cuerpo B con respecto al marco inercial
7. Se detallan los d4ngulos Hilb que definen la proyecciéon ortogonal de los tres
ejes del cuerpo (xp, Yy, zp) sobre los respectivos ejes inerciales (x;, y;, z;).

Angulos de Euler

Para obtener una representaciéon minima computacionalmente eficiente, se emplean
los angulos de Euler, los cuales parametrizan la orientacion mediante un conjunto de
parametros que representan el angulo de rotacion alrededor de un eje base de un marco
de referencia especifico.

Para un marco inercial, se definen las matrices de rotacion basicas (R,, Ry, R,) que
representan rotaciones individuales sobre los ejes x;, y; v 2z; respectivamente. Estas
matrices se deducen como casos particulares de la Matriz de Cosenos Directores (DCM)
al restringir la rotacion a un solo eje:

1 0 0 cos(d) 0 sin(f) cos(¢) —sin(yp) 0
R.(¢) = [0 cos(¢p) —sin(g)|, R,(0)= 0 1 0 |, R.(¢)= |sin(¢p) cos(yp) 0
0 sin(¢) cos(¢) —sin(d) 0 cos(9) 0 0 1

El teorema de Euler establece que la composicion de rotaciones bésicas respecto a
ejes concurrentes (mismo origen) es equivalente a una tnica rotacion resultante [24]. Por
consiguiente, la orientacion de un vehiculo aéreo puede ser descrita mediante rotaciones
bésicas sucesivas modeladas a través del producto matricial. Dado que el grupo SO(3)
es no conmutativo, el orden en el que se ejecutan los productos dara lugar a diferentes
orientaciones, tal como se ilustra en la Figura (2.3).

Como consecuencia de esta no conmutatividad, existe una amplia variedad de
secuencias posibles. No obstante, la literatura aerondutica adopta por convencion los
angulos intrinsecos de Tait-Bryan, secuencia que define tres rotaciones sucesivas sobre
los ejes moviles (Figura (2.4)):
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2.1. Cinematica del solido rigido

x|

Posicion inicial Rotaciéon R.(1))  Rotacién Ry (¢)

2b Yb Tp

W

xp

Posicién inicial  Rotacién Ry(¢)  Rotacién R. ()

Figura 2.3: Visualizacion de la propiedad no conmutativa en SO(3). La
secuencia superior aplica primero una rotaciéon de 90° alrededor del eje z
(R.(7)) seguida de una rotacion de 90° alrededor de x (R, (¢)), mientras que la
secuencia inferior invierte el orden de aplicacion. La diferencia en la orientacion
final demuestra que la composicién de rotaciones depende de la secuencia de
ejecucion.

1. Rotaciéon de guinada (yaw): rotacion alrededor del eje z; del marco inercial,
parametrizada por el angulo ).

2. Rotacion de cabeceo (pitch) 0: rotacion alrededor del eje movil intermedio

', (conocido frecuentemente como eje de nodos) parametrizada por el dngulo 6.

3. Rotacion de alabeo (roll) ¢: rotacion alrededor del eje movil z;, parametrizada
por el angulo .

La matriz resultante se obtiene post-multiplicando las matrices basicas en el orden
descrito:

Ry = R.(¢)R,(0) Ry (9)
Al desarrollar el producto matricial, se obtiene la matriz de rotacion completa que
relaciona el marco mévil con el marco inercial:

CpCo  SpSeCy — CySy S¢Sy T CpSaCy
Ri(M) = |SyCo SpSupSe + CoCp  —S4Cy + CoS05y | - (2.4)
—Sp S¢Co CyCo
donde ¢4 = cos @, s4 = sin g, cg = cosl, sy = sinb, ¢, = cosv, sy, = siny. Dado que
la matriz de rotacion depende tnicamente de los angulos de Euler la orientacion queda
completamente definida por el vector de estado.
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2. Fundamentos de modelado de robots aéreos

Posicién inicial (NED)

Rotacién cabeceo R, (0) Rotacién alabeo Ry (¢)

Figura 2.4: Secuencia de rotaciones intrinsecas de Tait-Bryan ZY X. El proceso
ilustra la transicion desde la orientacion inicial en el marco inercial (NED) hasta
su orientacion final en el marco del cuerpo B mediante las rotaciones sucesivas

de guinada (1)), cabeceo () y alabeo (¢).

n=1[p0y]" € R’ (2.5)

Esta parametrizacion minima presenta una singularidad topolégica (gimbal lock)
cuando 6 = 4+ /2, estado en el cual los ejes de alabeo y guinada se alinean y el sistema
pierde un grado de libertad. No obstante, los angulos de Euler ofrecen ventajas practicas:
utilizan inicamente tres parametros (frente a los nueve de la DCM) y proporcionan una
interpretacion fisica directa. Para su aplicacion, es necesario garantizar que el régimen
operativo del sistema permanezca alejado de la singularidad.

2.1.2. Cinematica Diferencial

La cinematica diferencial establece la relaciéon entre las velocidades fisicas del
vehiculo (medidas localmente en el marco del cuerpo B) y la tasa de cambio de sus
coordenadas generalizadas (observadas desde el marco inercial 7). Esta distincion
es fundamental para el modelado, ya que los sensores a bordo registran magnitudes
relativas a B, mientras que las tareas de control y seguimiento de trayectorias requieren
un conocimiento de la configuracion de la aeronave en Z.
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2.1. Cinematica del solido rigido

Velocidad lineal

La velocidad de traslacion en el marco inercial, definida como la derivada del vector
de posicion € = [i,9, 2], se relaciona directamente con la velocidad lineal medida en
el cuerpo, v, = [vg, vy, v,]", a través de la matriz de rotacion Ri:

¢ = Rivp. (2.6)

Velocidad angular

A diferencia de la traslacion, el vector de velocidad angular del cuerpo, denotado
como wy, = [wy, wy,w,]", no equivale a la derivada directa de los angulos de Euler
(wyp # 7). Mientras que w,, representa una rotacion instantanea sobre la base ortonormal
de B, la cual puede ser medida por un sensor a bordo, el vector n = [gb, 0, w]T esta
compuesto por derivadas que actiian sobre los ejes de rotaciéon generados durante la
secuencia ZYX (Figura (2.5)).

Yi Yo

Figura 2.5: Representacion geométrica de las tasas de cambio de los angulos de
Euler y el vector de velocidad angular. Las derivadas temporales (qb, 0, w) acttian
sobre ejes intermedios (zp,y’, z;) no necesariamente ortogonales. El vector de
velocidad angular instantédnea wp (color verde) se descompone en proyecciones
sobre la base ortonormal del cuerpo B.

Al proyectar las contribuciones individuales de cada tasa de Euler (qb, 0, 1/1) sobre los
ejes del marco del cuerpo, se obtiene la ecuaciéon cinematica rotacional:

wy, = W(n)n, (2.7)
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2. Fundamentos de modelado de robots aéreos

donde la matriz de transformacion cineméatica W (n) se define como:

1 0 —sin 6
W(n)= 10 cos¢ singcosf
0 —sing cos¢@cosf
Para propositos de simulaciéon y diseno de leyes de control, se requiere la relacion
cinematica inversa:

7 =W ()" w. (2.8)
Esta matriz es util durante la implementacion fisica ya que permite calcular las
derivadas de los angulos de Euler por medio de las velocidades angulares obtenidas de
los giroscopios u otros sensores.

2.2. Dinamica de los vehiculos aéreos

El modelo dinamico relaciona las fuerzas (F') y momentos (M) externos con la
evolucion temporal de la configuracion espacial del vehiculo, fundamentado en las leyes
de Newton-Euler [23]:

» Primera ley (Momento lineal): Establece que la tasa de cambio del momento
lineal (p = mw) en un solido rigido, es igual a la suma de todas las fuerzas (F;)
externas que acttian sobre él.

dp
F,=—= 2.9

» Segunda ley (Momento angular): Establece que la tasa de cambio del mo-
mento angular (h) alrededor de un punto (centro de masa) es igual a la suma de
los pares (momento de fuerzas) externos aplicados al solido (M;).

dh
M, = — 2.10

2.2.1. Dinamica traslacional

La traslacion de la aeronave estéd gobernada por cuatro fuerzas principales repre-
sentadas por los vectores que se ilustran en la Figura (2.6): el peso (W), expresado
en el marco de referencia inercial Z; asi como el empuje (T}), la sustentacion (L)
y el arrastre aerodindmico (Dy), magnitudes que dependen de la orientacion y la
aerodinamica local, por lo que se definen en el marco movil B.

Para formular la ecuacion de movimiento en el espacio inercial Z, condicién necesaria
para tareas de navegacion y seguimiento de trayectoria, las fuerzas expresadas en el
marco del cuerpo deben proyectarse al marco mévil mediante la matriz de rotacion
R:. Asumiendo que la masa m de la aeronave permanece constante, y partiendo de la
Ecuacion (2.9), la dinamica traslacional queda representada como:

. 1 1 .
§=—W,+ —R(T,+ Ly + D). (2.11)
m m
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VWZ-

T

Zb

Figura 2.6: Diagrama de cuerpo libre de la aeronave. Se ilustran las principales
fuerzas responsables de la traslacion (W, Ty, Ly, Dy) referenciadas a los marcos
T y B, asi como los pares de control rotacional de alabeo (7), cabeceo (7p) y
guiiada (1) aplicados sobre los ejes principales de la aeronave.

2.2.2. Dinamica rotacional

La dinamica rotacional de la aeronave esta regida por la segunda ley del movimiento
de Euler (Ecuacion (2.10)). Dado que los pares externos y de control se aplican
directamente sobre la estructura de la aeronave, y que su tensor de inercia (J) permanece
invariante en el tiempo cuando se define con respecto al marco mévil B, es una préctica
comun expresar la Ecuacion (2.10) en términos de dicho marco de referencia. Para ello,
se utiliza el teorema del transporte [8] que permite relacionar la derivada del momento
angular, en términos de los marcos inercial y moévil:

dhy,\ [ dhy,
<E)Z = <E)b + wp X hb, (2.12)

donde h, = Jw,, representa momento angular total con respecto al centro de masa. La
matriz J € R3*3 corresponde al tensor de inercia del cuerpo rigido, el cual agrupa los
momentos y productos de inercia que describen la distribucion espacial de su masa.
Sustituyendo la definicién del momento angular en la Ecuacion (2.12), y considerando
que para un cuerpo rigido el tensor de inercia es invariante en el tiempo respecto al
marco movil (J = 0), la ecuacion rotacional de Euler adopta la forma:

ZMb:Jwb—l—wa(Jwb), (213)

donde Y~ M, representa el vector de pares externos aplicados al centro de masa de la
aeronave, expresados en el marco B.

De manera general, los pares externos aplicados al cuerpo de una aeronave se pueden
definir de la siguiente forma:
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2. Fundamentos de modelado de robots aéreos

> My=1.+T,+T,, (2.14)
donde:

» 7. (pares de control): representa los momentos generados por la propia aeronave
a través de su sistema de actuadores para modificar la orientacion del vehiculo,
los cuales se ilustran en la Figura (2.6). Dependiendo de la configuracion de la
aeronave, estos provienen de superficies aerodinamicas (alerones, timones), o del
par diferencial de los rotores.

» 7, (pares aerodinamicos): pares resultantes de la interaccion del flujo de aire
con la estructura del fuselaje (arrastre rotacional) y perturbaciones externas del
viento.

» 7, (pares giroscopicos): efectos reactivos ocasionados por el cambio de orien-
tacion del vector de momento angular de los rotores, los cuales rotan a alta
velocidad mientras se mantienen fijos al marco del cuerpo.

Finalmente, al sustituir los pares externos y la derivada del momento angular expresada
en el marco movil (Ecuacion (2.12)), se obtiene la ecuacion diferencial que gobierna la
dindmica rotacional de la aeronave:

wy=J N Te+To+ T, — wp X (Jwy)]. (2.15)

2.2.3. Sistema de ecuaciones

Para obtener una representacion en espacio de estados del sistema dinamico, de-
finimos el vector de estado que agrupa las variables asociadas al movimiento de la
aeronave como:

¢C=1[¢ vi n wb}T7

Dadas las ecuaciones que describen la cinematica ((2.6)-(2.7)) y la dinamica ((2.11)
- (2.15)) del sistema, se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales, ampliamente
utilizado en la literatura (ver [34]), que describe el movimiento de un vehiculo aéreo:

5 Ui
S AW, + LRI(T, + L, + D)
— = m ¢ m - 2.16
¢ n W(TI) lwy, ( )
Wp J ! [—wp X (Jwp) +Te+ To + T4

La Figura (2.7) ilustra el diagrama de bloques que representa este sistema de
ecuaciones. Se observa que el sistema estd compuesto por: el subsistema rotacional,
que controla la orientacion de la aeronave a través de los pares externos, y el subsis-
tema traslacional que controla la posicion del vehiculo mediante las fuerzas externas,
proyectadas por medio de su orientacion.
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Ty
v; V;
. 1 i, ) o
2 Rin) A=l -0
Db -
W, 3 f — &
Sistema traslacional
Tc
wy wp n
Ta J ! > f » W(n)! > f :n
Ty 1
< J |« w
8 —] 1 |e ]
Sistema rotacional

Figura 2.7: Diagrama de bloques del modelo dinaAmico de una aeronave. El
diagrama muestra el acoplamiento entre los subsistemas, donde la dindmica
rotacional (inferior) gobierna la orientacion n, la cual a su vez proyecta las
fuerzas que actuian sobre el subsistema traslacional (superior).

2.3. Modelado de vehiculos aéreos multirrotores

Una vez establecidas las ecuaciones generales que gobiernan el movimiento de una
aeronave en el espacio tridimensional, en esta seccion se desarrolla la formulacion que
permite modelar el movimiento de un vehiculo aéreo no tripulado del tipo multirrotor.
A diferencia de las formulaciones clasicas que asumen una configuraciéon de rotores
fijos a la estructura de la aeronave, en este trabajo se plantea un modelo mateméatico
generalizado basado en rotores reorientables (vectorizacion de empuje).

Como se discutio6 en la introduccion, el sistema de propulsion basado en rotores es el
elemento principal de este tipo de aeronaves, ya que genera las fuerzas responsables del
movimiento traslacional, asi como los momentos requeridos para controlar la orientacion
del vehiculo. Por ello, comprender la dinamica asociada a los rotores, asi como especificar
la estructura fisica de la aeronave, resulta indispensable para completar la descripcion
del modelo dinamico general del multirrotor.

2.3.1. Dinamica del sistema de rotores

En los vehiculos aéreos multirrotores, la unidad fundamental de actuacién es
el conjunto motor-hélice (rotor), el cual cumple simultaneamente las funciones de
sustentacion y propulsion. Al girar a una velocidad angular €2;, el i-ésimo rotor genera
una fuerza de empuje (f;) perpendicular a su plano de rotacién, asi como un par
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fi

Figura 2.8: Dinadmica del rotor. La rotacién de la hélice a una velocidad €;
genera una fuerza de empuje f; y un torque de arrastre aerodinamico. Este
dltimo se manifiesta como un torque de reaccién 7,; que se transfiere a la
estructura del vehiculo haciendo rotar el brazo en direccién contraria al sentido
de giro del rotor.

de reaccion aerodinamica (7,;), los cuales se ilustran en la Figura (2.8). Este par se
transfiere directamente a la estructura del vehiculo, induciendo un momento en sentido
opuesto al giro de la hélice. Una aproximacion ampliamente utilizada en la literatura [51]
consiste en modelar dichas magnitudes bajo un régimen de vuelo cuasi-estacionario de
la siguiente forma:

fi = k22, (2.17)

Tri = k22, (2.18)

donde k; > 0 es el coeficiente de empuje [N -s2/rad’| y k,, > 0 es el coeficiente de
resistencia aerodindmica [N -m-s?/rad?|. Estos pardmetros dependen de la geometria de
la hélice asi como de la densidad del aire, y suelen caracterizarse de forma experimental.

2.3.2. Configuraciéon de rotores reorientables

En el contexto de los multirrotores, la vectorizacion de empuje es un concepto
que describe la capacidad de cambiar la direccion del vector de fuerza de cada rotor
de manera independiente a la orientacion del vehiculo. Esto es posible gracias al
uso de articulaciones moviles acopladas a los rotores, accionadas, generalmente, por
servomecanismos. Esta accion introduce grados de libertad adicionales en el control, lo
cual puede reducir el acoplamiento entre traslacion y rotacion, dotando a la aeronave
de la capacidad de actuacion completa sobre los seis grados de libertad (6-DOF), o en
su defecto, aumentando la redundancia y la autoridad de control en ejes especificos.
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Al desarrollar las ecuaciones de movimiento bajo este enfoque generalizado de
rotores reorientables, el modelo matematico adquiere la flexibilidad necesaria para
describir configuraciones complejas. Por lo tanto, la arquitectura estandar de rotores
fijos se deduce de manera directa como un caso especial restrictivo, donde los angulos
de inclinaciéon de los rotores son cero. La Figura (2.9) ilustra ambas configuraciones:
rotor fijo y rotor con vectorizacion de empuje.

I3
fs Ja

6205 gt

Figura 2.9: Se ilustran las configuraciones principales de multirrotores. Dere-
cha: Configuracion cléasica de rotores fijos. Las fuerzas de empuje individuales
apuntan siempre en la misma direccion. Izquierda: Configuracion con vectori-
zacién de empuje. La direcciéon de las fuerzas de empuje varian de acuerdo a
las articulaciones de la aeronave.

2.3.3. Fuerzas y momentos en el multirrotor

Habiendo establecido el modelo general para una aeronave, la particularizacion para
un vehiculo multirrotor radica principalmente en la caracterizacion de las fuerzas y los
pares generados debido a su arquitectura, los cuales se definen con respecto al marco
de referencia movil B e inercial Z, tal y como se ilustran en la Figura (2.10).

Fuerzas externas

De acuerdo con el modelo dindmico traslacional general (Ecuacion (2.11)), las
principales fuerzas que actiian sobre la aeronave son el peso, el empuje, la sustentacion
y la resistencia aerodindmica. Sin embargo, las fuerzas aerodindmicas de sustentacion
y resistencia (L y D) resultan despreciables debido a la baja velocidad longitudinal
que suelen alcanzar este tipo de vehiculos para la mayoria de sus aplicaciones. Por tal
motivo, para propoésitos de control, dichas fuerzas suelen agruparse en un vector de
perturbaciones aerodinamicas definido como:

Qg
Ap = |ay| . (2.19)

Q
Por el contrario, las dos fuerzas principales que acttian sobre esta aeronave son el
peso y el empuje, las cuales se ilustran en la Figura (2.10). Bajo la convencion adoptada,

el eje z; del marco inercial apunta en la direccién positiva hacia abajo. En consecuencia,
el vector de peso expresado en el marco inercial se define como:
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Lh

Marco del cuerpo

I (North)

Zb

yl (East)

Marco inercial

ZZ (Down)

Figura 2.10: Definicién de los marcos de referencia y coordenadas generalizadas
del multirrotor (tipo cuadricoptero). Se ilustra el marco inercial Z bajo la
convencion NED (Norte-Este-Abajo) y el marco del cuerpo B. El vector &€
describe la posicién del centro de masa del vehiculo respecto al origen inercial,
mientras que W representa la accion del peso, T', el empuje total y (f1 ... f1)
las fuerzas individuales de los rotores

0
W,=m|0] . (2.20)
g

donde ¢ representa la magnitud de la aceleracion de la gravedad y m la masa del
vehiculo. Como se muestra en el diagrama de la Figura (2.10), al estar alineado con el
eje z;, el vector de peso se opone al movimiento ascendente de la aeronave.

En un multirrotor, el empuje total (T'), generado a partir de la suma de las fuerzas
individuales (f;) de los n rotores constituye la fuerza dominante, ya que es el principal
mecanismo para compensar el peso y dirigir el movimiento de la aeronave. Por su
parte, las fuerzas de empuje generadas de manera individual por cada rotor, actiian en
direccion perpendicular a su plano de rotacién, el cual puede cambiar de orientacién.

Por lo tanto, para describir los efectos de la vectorizaciéon del empuje, se introduce
un conjunto de marcos de referencia locales. Cada rotor cuenta con un marco fijo
R, cuyo origen coincide con el centro de masa del i-ésimo rotor y se mueve con él
(Figura (2.11)). Dado que la fuerza de empuje apunta en la direcciéon negativa del
eje vertical (convencion estandar en sistemas NED), el vector unitario que define
la direccion del empuje, expresado en términos del marco del rotor, se define como
e, =10,0,—1]".

Asumiendo que el mecanismo de articulacion posee k grados de libertad, la orienta-
cion del vector e,; con respecto al marco del cuerpo B se determina mediante la matriz
de rotacion Rfii(ai) € SO(3), la cual mapea los vectores del marco del rotor al marco
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fi

L

Yo

Zrg
Yri

Zb

Figura 2.11: Representacion esquematica del i-ésimo rotor re-orientable. Se
ilustra la magnitud (f;) y el vector de direccion de la fuerza de empuje (e;;).
Asi como la relacion entre el marco del cuerpo B = (xp, s, 25) y €l marco del
rotor R; = (ri, Yri, 2ri)-

del cuerpo. De este modo, el vector unitario de direccién se expresa en términos del
marco del vehiculo como:
b
ey, = R (o) e, (2.21)

donde «; € R* agrupa las coordenadas generalizadas (4ngulos de orientacién) de la
1-ésima articulacion, siendo k& < 3 el nimero de grados de libertad del mecanismo.

Bajo este enfoque, el vector de fuerza de empuje del i-ésimo rotor queda definido
por:

fi=fiR (i) e, (2.22)

donde f; es la magnitud del empuje. En consecuencia, por el principio de superposicion,
el empuje total T, expresado en el marco del cuerpo, se formula de la siguiente manera:

T,=> fiR(ai)e,. (2.23)
=1

Pares externos

En la dinamica de multirrotores, los momentos aplicados son determinantes, ya que
gobiernan directamente la evolucion de la orientacion del vehiculo. Como se establecié
previamente, estos momentos se agrupan en tres categorias: pares de control (7.), pares
aerodinamicos (7,) y efectos giroscopicos (7).

. T .
El vector de pares de control, definido como 7, = [7’¢ Ty Tw} , permite generar
movimiento rotacional a partir de los actuadores de la aeronave. Cada rotor proporciona
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2. Fundamentos de modelado de robots aéreos

dos contribuciones al par de control aplicado al cuerpo del vehiculo:

» Par debido al empuje (7). La aplicacién de una fuerza de empuje a una

distancia (I;) del centro de masa del vehiculo produce un par que se modela como
el resultado del producto cruz (ver Figura (2.12)):

Th =l xf; (2.24)

donde I; = [l; 1y, [.;]" representa el vector de posicion que va desde el centro
de masa hasta el punto de aplicacion de la fuerza del i-ésimo rotor, expresado en
el marco cuerpo.

Par de reaccion (7,,). El par de reaccién se opone al giro del motor y es
colineal con su eje de rotacion. A partir de las relaciones 7., = £, Q? y fi = k;Q3,
derivadas de la dindmica del rotor, el vector de par de reaccién puede expresarse
como:

Ty, = 0iC [ €y, (2.25)

donde ¢ = ’Z—’; es el factor de proporcionalidad entre par y empuje, y 0; € {+1,—1}
determina el signo del par en funcion del sentido de giro del rotor, tal y como se

ilustra en la Figura (2.12) .

Por lo tanto, el par total aportado por el i-ésimo rotor 7; se expresa como:

Ti= T+ Tri (2.26)

Figura 2.12: Componentes del par de control generadas por el i-ésimo rotor.
Se ilustra el momento (7y,) generado por la fuerza de empuje f; debido al brazo
de palanca l;, y el par de reaccion aerodinamica (7,) inducido por la rotacion
del rotor.

En consecuencia, para un multirrotor de n rotores y considerando la vectorizacion del
empuje, el par de control total aplicado al cuerpo del vehiculo se obtiene mediante la
suma de las componentes individuales del par:
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2.3. Modelado de vehiculos aéreos multirrotores

Para facilitar el analisis, resulta conveniente reescribir el producto cruz mediante el
operador de matriz antisimétrica. Para esto se define la matriz [I;]« € s0(3) a partir de
las componentes del vector de posicion [;, como:

0 _lzi lyz'
[lz} X = lzz 0 _lm'
—lyi g 0

Finalmente, sustituyendo [l;]«en la Ecuacion (2.27) y factorizando en términos de la
fuerza de empuje se obtiene la forma compacta:

n

To=> (MR (cv)e,,) fi, (2.28)

i=1

donde M; € R3*3 es una matriz que agrupa los efectos del par inducido por el empuje
y el par de reacciéon de la siguiente forma:

M, = [li]x + oicils,

siendo I5 la matriz identidad de dimension 3 x 3.

En cuanto a los pares aerodinamicos, debido a la baja inercia del vehiculo, estos
pueden ser agrupados junto con las perturbaciones en un vector de torque aerodindmico
T,. Finalmente, la alta rotacién de las hélices induce un par de precesion giroscopica
que acopla la dinamica transversal del vehiculo. Este efecto puede modelarse como:

Tg= Z o Jr Qi (wy X ey), (2.29)
i=1

donde J, es el momento de inercia del rotor alrededor de su eje de giro.

Sistema de ecuaciones

A partir de la ecuacion general de movimiento (2.16) y de las expresiones para las
fuerzas externas, la dinamica traslacional de un multirrotor se describe como:

0
1 . 1 .
o= 0] + —RiA,+ — R T, (2.30)
m m
g M~
~ 7 by(€)

£2(0)

De manera similar, para la dindmica rotacional se obtiene:

wy=J ! —wy x (Jwy) + Tg+ T4+ T e (2.31)

J

-~

fu(Q)

Se define el vector de entradas de control virtuales expresadas en el marco del cuerpo:

U, = {T”} — [, T, T. 7 7 7 €RS (2.32)

c
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2. Fundamentos de modelado de robots aéreos

donde T, y T, representan las componentes de la fuerza de empuje laterales (ejes zp y
yp, respectivamente) y T, la componente de fuerza de empuje vertical (a lo largo del
eje z). Agrupando los términos en forma matricial, se obtiene:

¢ v; O3x3 O3x3
'bi fv(C) bv(C) 03><3 |:Tb:|

= Z + . 2.33
n Wi(n) " w, O3x3 Osx3| |T¢ (2.33)
wy fu(€) O3 J '] 7
: F(©m B(O)m

El sistema de ecuaciones (2.33) modela la dindmica de un vehiculo aéreo multirrotor
de n rotores mediante el vector de estado ¢ € R'? y el vector de entradas virtuales
U, € R El término f(¢),, € R'? representa la dindmica natural del sistema, mientras
que la matriz B(¢),, € R'?*5 conocida como matriz de entrada, define la manera en
que las acciones de control afectan la evoluciéon de los estados.

Finalmente, para completar el modelo dindmico es necesario establecer la relacion
entre las fuerzas de empuje individuales generadas por los n rotores y las entradas de
control virtual que acttian sobre el cuerpo del vehiculo. Para esto, las ecuaciones (2.23)
y (2.28) se expresan de forma matricial como sigue:

u, = M(a)F, (2.34)

donde F = [fi, fa, -+, fu] T € R™ es el vector de magnitudes de las fuerzas de empuje
de los rotores, y M € R5%" es la matriz de asignacion (o matriz de mezcla) definida
como:

R(ai)e, -+ Ri(an)er,

Mla) = MR («;)e,, -+ M,R\(a,)e,, |’

(2.35)
que mapea el espacio de fuerzas de los actuadores hacia el espacio de fuerzas y momentos
generalizados del cuerpo. Es importante notar que esta matriz de asignaciéon depende
de los vectores de coordenadas generalizadas de los rotores «;, por lo que para un
sistema con vectorizacion de empuje la matriz varia con respecto a dichos parametros.

Con la formulacion general establecida en la Ecuacion (2.33), el modelado de
distintas plataformas multirrotor puede abordarse de manera unificada: la estructura del
sistema dindmico (f(¢),, € R'?) y la matriz de entrada (B(¢),, € R'?*5) permanecen
invariantes, mientras que la informacién especifica de cada aeronave se incorpora
mediante la matriz de asignacion de control (M), la cual codifica la arquitectura del
vehiculo: nimero de rotores, disposicion geométrica l; y la orientacion de los ejes de la
fuerza empuje.

2.4. Configuraciones de multirrotores

El objetivo de esta seccion es llevar el modelo dinamico general del multirrotor
a diferentes configuraciones, lo que nos permite mostrar las diferencias entre dife-
rentes arquitecturas. En este sentido, se adopta la ecuaciéon general de movimiento
Ecuacion (2.33) previamente formulada y se introduce la informacion especifica de la
plataforma mediante la matriz de asignacion de control Ecuacion (2.34).
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2.4.1. Configuracién de rotores fijos

En esta arquitectura clésica, los motores se encuentran anclados fijamente a la
estructura del vehiculo, y carecen de mecanismos de inclinaciéon para los rotores. Por lo
tanto, el eje de rotacion de cada rotor permanece paralelo al eje vertical del cuerpo (z)
provocando que la matriz de rotaciéon de los servomecanismos se reduzca a la matriz
identidad, R (av;) = I.

Por lo tanto, la matriz de asignacién de control para una plataforma de n rotores
fijos queda definida explicitamente como:

0 0 - 0
0 0 - 0
M= | 28 b T o, (2.36)
=l =l —lyn
lzl lat2 T lxn
| —01C1 — 0202 —0nChp |

Matematicamente, la capacidad de control del vehiculo esta intrinsecamente ligada
al rango de la matriz de asignacion (rank(M)). Este rango define la dimension del
subespacio de fuerzas y momentos que el sistema de propulsiéon puede generar de forma
independiente. Para una configuracion general de rotores fijos, el rango maximo esta
acotado por:

rank(M)pmax = min(d — &, n), (2.37)

donde & = 6 representa los grados de libertad del cuerpo rigido, n es el niimero de
rotores y k cuantifica el nimero de restricciones estructurales de la plataforma. En
términos de dlgebra lineal, x corresponde al nimero de filas en la matriz de asignacion
que son nulas o linealmente dependientes.

En el caso especifico de multirrotores con rotores fijos, el anélisis estructural de
la matriz de asignacion revela que las filas correspondientes a las fuerzas laterales
T, y T, son nulas. Esta condicion refleja la incapacidad fisica de la plataforma para
generar esfuerzos de control de forma directa en el plano horizontal, introduciendo dos
restricciones estructurales al sistema (x = 2). En consecuencia, el rango maximo para
este tipo de vehiculo es igual a:

rank (M) pax = min(6 — 2,n) = 4,

Vn >4 (2.38)

Este resultado demuestra analiticamente que, independientemente del nimero de rotores
que se anadan, el sistema de propulsién solo puede actuar de forma directa sobre un
subespacio de dimension 4, correspondiente al empuje vertical total y los pares de
alabeo, cabeceo y guinada.

Por razones de eficiencia computacional y claridad en el disefio de los controladores,
se omiten las filas nulas y se redefine la matriz de asignacién para vehiculos de rotores
fijos como una matriz reducida Mg, € R*>*™:

-1 -1 -1
_lyl _ly2 _lyn 4xn

Mac= | )Y | e RV (2.39)
Cr —Cr —O0nCr
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De la misma forma, el vector de entradas de control virtuales se redefine en el espacio
reducido R* como ug, = [T, 7, 7 T7y]', asumiendo implicitamente que T, = 0 y
T, = 0.

Esta reduccion dimensional resalta la naturaleza del vehiculo como un sistema
subactuado: el espacio de configuracion requiere gobernar 6 grados de libertad, pero
el sistema solo dispone de 4 entradas de control independientes. Por lo tanto, para
controlar la posicion completa del vehiculo (( € R'?), es indispensable recurrir al
acoplamiento dinamico descrito en las ecuaciones generales de movimiento. Fisicamente,
esto implica que para trasladarse horizontalmente, el controlador debe inclinar el
vehiculo (modificando ¢ o #), permitiendo que la matriz de rotaciéon proyecte una
componente del vector de empuje principal sobre los ejes inerciales deseados.

Finalmente, la Ecuacion (2.37) establece un criterio de diseno fundamental: para
garantizar la controlabilidad total del subespacio reducido R*, la plataforma debe contar
con un minimo de cuatro actuadores independientes (n > 4). En el caso hipotético de
un multirrotor de tres rotores fijos (n = 3), el rango maximo seria 3, lo que implicaria
que el sistema, ya de por si subactuado, perderia la capacidad de controlar uno de
sus ejes rotacionales (tipicamente la guinada) de forma independiente. Por esta razon,
las configuraciones funcionales de rotores fijos inician con el cuadricoptero (n = 4),
donde la matriz es cuadrada y de rango completo, y se extienden hacia configuraciones
redundantes (n > 4) como el hexacoptero, las cuales se analizan como casos particulares
en las siguientes secciones.

Cuadricoptero tipo X

Esta configuracion se caracteriza por la disposicion simétrica de sus cuatro rotores
formando una estructura en "X". Los brazos del vehiculo se ubican a un angulo ¢ con
respecto al eje longitudinal x;, sobre los cuales se colocan los rotores a una distancia
radial d con respecto al centro de gravedad (Figura (2.13)). Para compensar los pares
de reaccion, y garantizar el equilibrio, se adopta la topologia de giro estandar: los
rotores impares {1,3} giran en sentido antihorario (o; = 1), mientras que los pares
{2,4} lo hacen en sentido horario ( o; = —1).

Con base en esta geometria, los vectores de posicion I; de cada rotor expresados en
el marco del cuerpo se definen mediante la proyeccion trigonométrica de la distancia d
de la siguiente forma:

d cos dcos —dcos —dcos
ly = |dsing|, ly=|—dsinp|, l3=|—dsinp|, Il;=| dsing |. (2.40)
0 0 0 0

Sustituyendo los elementos de dichos vectores en la matriz reducida (2.39), se obtiene
la matriz de asignacion para el cuadricoptero:

-1 -1 -1 -1
—dsing dsinp dsing —dsing
dcosp dcosyp —dcosy —dcosp

c —c c —c

My = (2.41)

la cual mapea el vector de empujes individuales hacia el vector de entradas de control
virtuales u = [T}, 74, 79, Ty]
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Figura 2.13: Representacion del cuadricoptero en configuracion X. Se ilustran
los pardmetros geométricos d y ¢ que definen la posicién de los rotores, asi
como su numeraciéon y sus respectivos sentidos de giro.

Ty —(fi+ fo+ f3+ fa)

To | _ |dsino(=fi+ fo+ f3— fa)

| = [ deoso(f+ fo— fs— 1) | (242)
Tz c(fi—fat+ f3— fa)

Para interpretar el significado fisico de este mapeo, las acciones de control se analizan
de forma individual:

» Fuerza de empuje vertical (7,): Es la suma de las cuatro fuerzas de empuje
apuntando en direccion contraria a la gravedad. Bajo la convencion NED adoptada,
su signo es negativo, indicando una fuerza neta ascendente a lo largo del eje z:

T.=—(fi+ fo+ fs+ fa)

» Par de alabeo (74): Se genera por la diferencia entre las fuerzas de empuje de
los motores que se encuentran a los lados del eje zp, ver Figura (2.14). Cuando
fa+ f3 > fi1 + f4 el par resultante induce una rotacién positiva en alabeo.

To = dsinp(—fi + fo+ fs — fa)

» Par de cabeceo (79): Se produce por la diferencia entre las fuerzas de empuje de
los motores que se encuentran a los lados del eje y;, ver Figura (2.15). Cuando
fi+ fa > fs + fi1 se genera un momento de cabeceo positivo.

9 = dcoso(fi+ fo— fs — fa)

» Par de guinada (7,): Resulta del en los pares de reaccion. Se genera al aumentar
el empuje de los motores que giran en un sentido mientras se disminuye el
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de los opuestos (Figura (2.16)), manteniendo constante el empuje total 7. Si
fi+ fz > fo + f4, la aeronave experimenta una rotaciéon positiva en guinada.

Ty = c(fi — fa+ f3 — fa)

T¢ Zh
Figura 2.14: Generacion del par de ala- Figura 2.15: Generacion del par de cabe-
beo (74) mediante la diferencia de empuje ceo (7p) mediante la diferencia de empuje
entre los rotores laterales respecto al eje entre los rotf)res frontales y traseros con
longitudinal xy. respecto al eje yp.

Ty
b

Figura 2.16: Generacion del par de guinada (7,) mediante la diferencia de
empuje entre los rotores que giran en sentido horario contra los que giran en
sentido antihorario

Para asegurar la independencia lineal de las cuatro acciones de control del vehiculo,
la matriz de asignacion M x debe ser de rango completo, es decir, rango(M x )max = 4.
De lo contrario, existiria al menos una senal de control que el sistema no puede generar
de manera independiente. Un caso ilustrativo ocurre cuando todos los rotores giran en
el mismo sentido o ante la pérdida de uno de los rotores.

Cuadricoptero tipo cruz +

A diferencia de la configuracion en X, esta configuracion alinea sus rotores di-
rectamente sobre los ejes principales del cuerpo x, y ¥, tal como se muestra en la
Figura (2.17). Para un brazo de longitud d, y observando la disposicion geométrica de
la Figura (2.17), los vectores de posicion I; en el marco del cuerpo se definen como:
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d 0 —d 0
L=|ol, Lh=|d|, tz3=]01], 1,=-d|. (2.43)
0 0 0 0

Manteniendo la convencion de giro alternada, la matriz de asignacion M se define
de la siguiente forma:

-1 -1 -1 -1
0 —d 0 d
My = d 0 —d 0 (2:44)
C —C C —C
4
d
3 o
)
Yb

Figura 2.17: Representacion del cuadricoptero en configuracion cruz. Se ilustra
el parametro d que define la posicién de los rotores, asi como la numeracion de
los motores y sus respectivos sentidos de giro.

Al contrastar ambas topologias, la diferencia principal radica en la distribucion del
esfuerzo de control. En la configuracion cruz (+), los pares de alabeo y cabeceo dependen
de rotores individuales, concentrando el estrés mecénico en actuadores especificos
durante maniobras puras. En contraste, la configuracion en X distribuye equitativamente
la demanda de empuje entre los cuatro motores. Esta eficiencia dinamica, sumada a
la ventaja estructural de mantener el eje frontal () libre de obstrucciones para la
instrumentacion y sensores de navegacion, ha consolidado a la arquitectura en X como
el estandar predominante en la robotica aérea.

Hexacéptero

En esta seccion se particulariza el modelo general (Ecuacion. (2.33)) para un
hexacoptero. Se asume una estructura con rotores fijos y seis brazos de longitud d,
distribuidos uniformemente en el plano z,~y, tal como se observa en la Figura (2.18).
Sea «; el angulo del rotor ¢ medido desde el eje xp; para una distribuciéon simétrica se
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2. Fundamentos de modelado de robots aéreos

define a; = (i — 1), lo que implica un espaciamiento constante de 60° entre rotores
adyacentes.

Tp

Yo

Figura 2.18: Configuracién geométrica del hexacoptero. Se ilustra la distribu-
cion coplanar y simétrica de los seis rotores, definidos por la distancia radial d
y el espaciamiento angular constante de 60°.

Bajo esta geometria, los vectores de posicion I; de cada rotor con respecto al marco
del cuerpo quedan definidos como:

d rd r_d
2 2
L=1{0, L= |2dl. I3=|%4,
0 | 0 | 0
. © =y (2.45)
2 2
=0, Iy=|-¥d|, lsg= |-
0 | 0 | 0

~1 -1 -1 -1 -1 -1
_V3g _ V3 V3g V3

My= |0 TFd Tl 0w A d (2.46)
d 5 -5 —d =5 3

c —c c —c c

Para esta configuracion, la matriz de asignacion posee dimensiones 4 x 6, lo que indica
que el namero de actuadores supera al de los grados de libertad controlables (6 > 4); por
lo tanto, el sistema presenta redundancia de actuacion. Matematicamente, esto implica
que la ecuacion de asignacion u = Mg f constituye un sistema subdeterminado que
admite infinitas soluciones.

Dado que el rango de My es 4, la dimension del espacio nulo es dim(N (Mp)) =
6 — 4 = 2. Fisicamente, la existencia de este subespacio de dimensiéon 2 significa
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que existen combinaciones de fuerzas de empuje que se anulan entre si, generando
fuerzas internas que no afectan la fuerza neta ni los pares de control del vehiculo. Esta
caracteristica es la que define la redundancia del sistema, ya que a través del espacio
nulo es posible reconfigurar las fuerzas de empuje ante fallas de motores o redistribuir
la carga para evitar la saturacion de los actuadores [46].

2.4.2. Configuracién de rotores con un grado de libertad

Habiendo definido los casos de estudio para rotores fijos, se procede a derivar
el modelo especifico para una configuracion donde los actuadores poseen movilidad
restringida. Tomando como base el concepto de vectorizacion de empuje introducido
previamente, se analiza el caso en el que cada rotor ¢ puede inclinarse con un dngulo
«; de forma unidireccional (1-DoF).

Configuraciéon Tilt-rotor y

Esta configuracion restringe la orientacion del grupo de rotores a una rotaciéon
(inclinacion) alrededor del eje de cabeceo (y,;), de ahi que de forma particular reciba
el nombre de tilt-rotor. Como se observa en la Figura (2.19), esta disposicion permite
dirigir el vector de empuje en el plano longitudinal del rotor x,; — z;.

Yb

f1<0

2b

Figura 2.19: Ejemplo de inclinacién en un multirrotor tilt-rotor: el rotor 1
presenta una inclinacion 51 < 0 (alrededor del eje y,;) respecto a su orientacion
inicial, mientras que el rotor 2 se mantiene en fs = 0. Se muestran los marcos
asociados R1 = (Zr1,Yr1, 2r1) ¥ R2 = (T2, Yr2, 2r2), asi como la direccion de
empuje f1 y fo alineada con —z,.1 y —zp2, respectivamente.

Definiendo (3; como el angulo de inclinaciéon del rotor ¢ alrededor del eje yp, la matriz
de rotacion R’;i que proyecta el vector de direccion del rotor al marco del cuerpo se
reduce a la matriz de rotacion bésica:

cosf; 0 sinf;
R,(Bi) = 0 1 0 |. (2.47)
—sinf; 0 cosp;
Sustituyendo esta transformacion en la Ecuacion (2.35) se obtiene la matriz de asigna-
cion Mp(B) € R®*™ para un vehiculo de n rotores:

95



2. Fundamentos de modelado de robots aéreos

MT(/B) =

—(ly1 cos By + o1cy8in fBy)
lz1cos By — .1 sin 3
ly1sin 31 — o1¢1 cos By

—sin 3y —sin 3,
0 0
—cos 51 —cos

)

—(lyn cos By, + opcy sin f3,,)
lzn COS ﬁn - lzn sin ﬁn
lynsin 3, — opcy cOs B |

(2.48)

El analisis de esta matriz de asignacion revela tres propiedades fundamentales de esta
arquitectura tilt-rotor:

» Desacoplamiento longitudinal (7, # 0): La primera fila no nula indica que el
vehiculo puede generar empuje directo sobre el eje longitudinal x;, variando los
angulos de inclinacion (5;).

» Subactuacién lateral (7, = 0): Al inclinar los rotores exclusivamente sobre
el eje local y,,, la proyeccion de fuerza hacia el eje transversal v, es cero. En
consecuencia, la traslacion lateral sigue acoplada al angulo de alabeo (¢), por lo
tanto, el sistema permanece subactuado.

» Mejora en el control de guinada (7,): A diferencia de las configuraciones fijas,
la guinada en este modelo es dominada por la proyecciéon horizontal del empuje
(Iyisin ;). Dado que dicha fuerza es mucho mayor al par de reaccion (f; > 7,4),
la autoridad de control sobre el eje vertical z, se incrementa drasticamente.

Para la definicion completa de la matriz de asignacion, se considera como caso de
estudio la plataforma de cuatro rotores en configuraciéon H, cuya geometria se ilustra
en la Figura (2.20). Asumiendo que los cuatro rotores son coplanares (I,; = 0), los
vectores de posicion I; se definen como:

Ly l

L=l
0

o b=l =

0

1,
—1,| .

0

1,

(2.49)

Al sustituir estos vectores y sus sentidos de giro correspondientes en la matriz de
asignacion (Ecuacion (2.48)), se obtiene:

—sin 5y —sin By — sin B3 — sin By
0 0 0 0
—cos (1 — o8 [y — cos (33 — cos B4
Mr(B) = 2.50
OV =N e ersn)  (yess +easn)  Uyess — asa)  —(yes, — casa)| 00
laCpy loCp, —lzcg, —lzcp,
| lyss —cics, —(lysg, — caca) —(lysp, +cscs,)  Lysp, + cacs,

donde se utiliza la notacién compacta cg, = cos 8; y sg, = sin 3;.

De manera anéloga, el desarrollo analitico para una configuracion tilt-rotor basada en
la rotacion de los actuadores alrededor del eje longitudinal (z,,) sigue un procedimiento
similar, empleando en este caso la matriz de transformacion elemental R,(5;). El
resultado principal de esta variante es la obtenciéon de un sistema capaz de vectorizar
el empuje lateralmente; esto otorga a la aeronave la capacidad de generar esfuerzos de
control directos sobre el eje transversal y,, permitiendo traslaciones laterales puras sin
la necesidad de acoplar la dindmica al angulo de alabeo (¢) de la aeronave.
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‘|'ly ;
. @ Zra  —ba Tr4
4 1 :
: Zp

Yo

Figura 2.20: Vistas ortogonales del vehiculo tilt-rotor en configuracién H.
Izquierda: vista superior (plano z,—y) definiendo las dimensiones estructurales
Iy y 1y, asi como la numeracion de los rotores y sus sentidos de giro (antihorario
para 1y 3; horario para 2 y 4). Derecha: vista longitudinal (plano xj, — z;)
ilustrando la inclinacion de los rotores delantero (f1) y trasero (f4) a través de
los 4ngulos de control 1 y (4.

2.5. Modelado de retardos en plataformas multirrotor

En las secciones anteriores, el modelado de las plataformas multirrotor se ha
desarrollado bajo la premisa de una instrumentacion ideal. Dicho enfoque asume que
tanto la medicion de los estados del vehiculo como la ejecucion de las acciones mecanicas
de control ocurren de manera instantanea.

En la practica, los fenémenos fisicos inherentes a la instrumentacion, tales como
el tiempo de computo requerido para la estimaciéon de las coordenadas generalizadas
o la inercia electromecanica de los servomecanismos encargados de la vectorizacion
de empuje, introducen retardos temporales entre la planta y el sistema de control. La
omision de estos retardos durante el diseno de las leyes de control, puede degradar el
desempeno del sistema, comprometiendo la estabilidad global de la aeronave

Por lo tanto, para establecer una base matematica que permita la posterior sintesis
y analisis de controladores robustos ante estos fendémenos, en esta seccién se presenta
el modelado de las principales fuentes de retardo presentes en la plataforma.

2.5.1. Retardos de mediciéon

Para controlar la evoluciéon de la configuracion espacial de la aeronave, es indispen-
sable conocer su orientacion y posicion actual, tal y como se deduce de las ecuaciones
dindmicas generales (2.33). En este sentido, los sensores juegan un papel fundamen-
tal, sin embargo, las mediciones en bruto (raw data) generalmente requieren de un
procesamiento digital antes ser utilizadas.

Por ejemplo, para determinar la orientacion del vehiculo, las mediciones obtenidas
a través de giroscopios y acelerémetros embebidos en Unidades de Medicion Inercial
(IMU), requieren ser procesadas por medio de algoritmos de fusiéon sensorial (tales
como filtros complementarios o filtros de Kalman) que permiten estimar los d&ngulos de
manera confiable. El tiempo de procesamiento, empleado por los sistemas de computo
para realizar estos calculos, sumado al tiempo de muestreo, induce un retardo de
procesamiento en la lectura de los estados, lo cual se ilustra en la Figura (2.21)
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2. Fundamentos de modelado de robots aéreos

SERVOMOTOR TILT-ROTOR

3 Is £(s)

M(s)e a5

e—TmS

Figura 2.21: Representacion de los retardos del sistema en el dominio de la
frecuencia. Se ilustra un retardo de actuacion (7,) debido a la dindmica del
servomotor y un retardo de medicién (7,,) debido al tiempo de procesamiento
de una unidad de medicién inercial (IMU)

Desde la perspectiva de la teoria de control, este fendmeno implica que el estado
retroalimentado no corresponde al estado instantaneo de la planta x(t), sino a un estado
retardado x(t — 7,), donde 7,,, > 0 representa el retardo de medicion. Al trasladar este
comportamiento al dominio de la frecuencia, la dinamica del retardo de mediciéon se
modela directamente mediante la inclusion de un término exponencial e=™%.

2.5.2. Dinamica de actuaciéon en plataformas reorientables

Como se establecio en la ecuacion general de la matriz de asignacion (2.34), en las
plataformas con vectorizacion de empuje, la orientaciéon de los rotores depende de los
angulos de inclinaciéon de sus servomotores, parametrizados por medio del vector ;.

En el caso especifico de sistemas con un grado de libertad en sus articulaciones (tilt-
rotor), modelado mediante el 4ngulo f3;, suele asumirse que el cambio en la orientacion
se realizara de forma inmediata. No obstante, la respuesta mecanica y eléctrica del
servomotor ante una senal de referencia (;.(t) no es instantanea, tal como se observa en
la respuesta transitoria de la Figura (2.22). De acuerdo con los trabajos de [33] y [48],
una aproximacion adecuada se logra mediante una ecuaciéon diferencial ordinaria de
segundo orden que incorpora un retardo de transporte 7,, expresada en el dominio del
tiempo como:

b3Bi(t) + baBi(t) + b1 Bi(t) = b1 B (t — 7a) + boBir(t — Ta). (2.51)

Los coeficientes by, b1, bo, b3 v el valor nominal del retardo 7, empleados en este trabajo
se adoptan directamente de [48|, donde fueron identificados de forma experimental
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7 =0.018s

35 T T T T T T T

Wp-——-——————————— ===

2r

— — — Angulo de referencia

Respuesta del servomotor

0 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo [s]

Figura 2.22: Respuesta temporal del servomotor ante una senal de referencia
escaléon. Se aprecia el retardo de transporte 7, antes del inicio del movimiento,
seguido de una dindmica transitoria de segundo orden caracteristica de la inercia
electromecénica del actuador.

para un servomotor comercial.

Para facilitar la integracion de este subsistema en la planta generalizada de la aero-
nave, y preparar el terreno para el disenio de controladores, la dindmica del servomotor
se modela en términos de la frecuencia de la siguiente forma:

Bi(s) = Mi(s) €™ Bir(s), (2.52)

donde f;,(s) es la referencia del angulo de inclinacion deseada para el i-ésimo rotor,
e~ "+ representa el retardo de actuacion (7, > 0) y M;(s) caracteriza la dinamica
servomotor como:

bls + bo

N b382 + ng + bl )

En este capitulo se establecié un modelo dindmico general para vehiculos del tipo
multirrotor, integrando la mecanica del cuerpo rigido con la matriz de asignacion de
control M(a) para arquitecturas de rotores fijos y reorientables. Para garantizar la
fidelidad del sistema ante condiciones de operacion reales, se incorporaron explicitamente
los retardos de los sistemas asociados a la inercia electromecénica de los actuadores y
la adquisicion de datos de los sensores de instrumentacion. Con la planta caracterizada,
se establece la base teorica para los siguientes capitulos, los cuales se centraran en
la sintesis de leyes de control y el anélisis de estabilidad del sistema en lazo cerrado,
orientados a compensar dichos retardos y garantizar la realizacion de las tareas de
control.

M(s) (2.53)
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Capitulo 3

Fundamentos de sistemas dinamicos
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Este capitulo presenta fundamentos para el analisis y diseno de sistemas dinamicos
en tiempo continuo, con énfasis en modelos que incorporan retardos temporales. Se
introducen definiciones y propiedades de estabilidad (con y sin retardo), asi como
representaciones matemaéticas tipicas (espacio de estados, funcion de transferencia
y funciones caracteristicas cuasipolinémicas). Finalmente, se revisan estrategias de
control para sistemas con retardo, destacando enfoques basados en anélisis frecuencial,
curvas de cruce y estructuras de control inspiradas en acciones clésicas tipo PID pero
con términos retardados.

3.1. Sistemas dinamicos

En la literatura, la descripcion del comportamiento de un sistema por medio de la
relacion entrada-salida (como la funcion de transferencia) resulta aplicable tinicamente
cuando se asume que el sistema se encuentra inicialmente en reposo (condiciones
iniciales iguales a cero). Sin embargo, si un sistema no esta en reposo en un tiempo
inicial ty, su salida futura y(t) para t > ¢y no depende de manera exclusiva de la entrada
aplicada wu(t) en dicho intervalo. En este caso, para determinar el comportamiento
del sistema de manera tnica, se requiere conocer también un conjunto de condiciones
iniciales, que se definen de manera formal como:
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3. Fundamentos de sistemas dinamicos

Definicion 3.1: Estado de un sistema [19]

El estado de un sistema dinamico se define como la cantidad de informacion
(variables de estado) en un instante inicial ¢y tal que, junto con el conocimiento
de la senal de entrada uj, ), determina de manera tnica el comportamiento del
sistema para cualquier tiempo futuro ¢ > .

= = = Respuesta natural

Respuesta forzada

to t(s)

Figura 3.1: Evolucion del estado x(t). Se ilustra la respuesta natural del
estado y la respuesta forzada, bajo la accién de una entrada u, para t > tg

A partir de lo anterior, un sistema dinamico en tiempo continuo se define
formalmente como un operador que asigna, para cada estado inicial xz(¢y) y senal de
entrada u(t), una unica trayectoria de estado @(t), como se ilustra en la Figura (3.1)
y una trayectoria de salida y(¢). En ausencia de retardos, esta evolucion se modela
mediante ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), en las que la derivada del estado
en el instante ¢ depende tnicamente de variables evaluadas en ese mismo instante
temporal. De forma general, este tipo de sistemas puede describirse de la siguiente
forma:

i(1) = F(t.2(0) +g(ta)ult),  y(t) = h(tz(1), (3.1

donde x(t) € R" es el vector de estado, u(t) € R™ es el vector de entrada y y(t) € R?
es el vector de salida. Esta estructura vectorial permite interpretar la dinamica del
sistema desde una perspectiva geométrica mediante la introduccion del concepto de
espacio de estados.
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Definicion 3.2: Espacio de estados [43]

El espacio de estados es un espacio vectorial real de dimensién n (denotado
como R™), donde cada uno de los n ejes coordenados corresponde a una variable de
estado especifica z1, xo, ..., x,. En este espacio, cualquier estado instantaneo del
sistema @(t) se representa geométricamente como un punto tnico, y su evolucion a
lo largo del tiempo describe una curva continua denominada trayectoria de estado.

En este contexto, la representacion en el espacio de estados consiste en formular
el modelo matematico mediante un conjunto de n ecuaciones diferenciales de primer
orden acopladas. A diferencia de las representaciones clasicas basadas exclusivamente
en la relacion entrada-salida, esta formulacion vectorial es fundamental en la teoria de
control moderno, ya que permite analizar sistemas multivariables (MIMO), dinamicas
no lineales y condiciones iniciales arbitrarias bajo un marco mateméatico general

3.1.1. Sistema lineal invariante en el tiempo.

Un sistema se considera invariante en el tiempo si su respuesta ante una entrada
especifica es independiente del instante en que esta se aplica, lo que implica que los
pardmetros que rigen su dinamica permanecen constantes. Por otro lado, un sistema
es lineal si su respuesta ante una combinacién de entradas es igual a la suma de las
respuestas individuales multiplicadas por sus respectivos factores de escala (principio
de superposicion).

Definicién 3.3: Sistema Lineal e Invariante en el Tiempo (LTI) [19]

Un sistema LTT de dimension finita n se representa en el espacio de estados como:

x(t) = Ax(t) + Bu(t),

3.2
y(t) = Ca(t) + Du(t) 32
donde A € R™™" es la matriz de estado, B € R™*™ la matriz de entrada, C' € RP*"
la matriz de salida y D € RP*™ la matriz de transmision directa. Notese que al
ser un sistema invariante en el tiempo todas las matrices son constantes.

Mientras que el espacio de estados proporciona una descripcion interna completa del
sistema en el dominio del tiempo, es posible obtener una representaciéon compacta de
su comportamiento externo mediante la transformada de Laplace. Al asumir que el
sistema se encuentra inicialmente en reposo (x(0) = 0), la dindmica entrada-salida se
caracteriza de manera tnica en el dominio de la frecuencia a través de la matriz de
transferencia racional G(s), la cual se deriva directamente a partir de la Ecuacion (3.2)
como:

G(s)=C(sI — A 'B+D. (3.3)
Para el caso SISO (una entrada, una salida), G(s) se reduce al cociente de dos
polinomios con coeficientes reales, N(s) y D(s):

N(s)
D(s)’

G(s) = (3.4)
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3. Fundamentos de sistemas dinamicos

Se asume que el sistema es propio (causal), lo que implica que el grado del denominador
es mayor o igual al del numerador (n > m). El polinomio denominador D(s) =
det(sI — A), conocido como polinomio caracteristico, es de vital importancia, pues sus
raices (polos del sistema) determinan la estabilidad del punto de equilibrio, propiedad
que se analizara a continuacién.

3.2. Estabilidad de sistemas dinamicos

Una vez caracterizada la estructura matematica de un sistema dinédmico, la propiedad
maés critica a evaluar desde la perspectiva de la ingenieria de control es la estabilidad.
En términos generales, la estabilidad se refiere a la capacidad de un sistema para
permanecer cerca de un punto de operaciéon, o converger a él, después de haber sido
sometido a una perturbacion en sus condiciones iniciales.

Para simplificar el analisis sin pérdida de generalidad, se considera el comportamiento
del sistema en ausencia de entradas externas (respuesta libre). Considérese el sistema
autonomo:

@(t) = f(z(t), ()R (3.5)

y sea &* un punto de equilibrio tal que f(x*) = 0. La caracterizacion del comporta-
miento de las trayectorias cerca de un punto de equilibrio es fundamental. Por lo tanto,
a continuacion se formalizan los tres conceptos de estabilidad utilizados ampliamente
en la literatura.

Z2

21

a) Perspectiva isométrica a) Perspectiva cenital

Figura 3.2: Representacion geométrica de la estabilidad de Lyapunov. Se
ilustran las vecindades (discos) de radio § y e centradas en el equilibrio z*, asi
como la evolucion de la trayectoria del estado desde su condicion inicial x(tp)
hasta un instante posterior (t).

Definiciéon 3.4: Estabilidad en el sentido de Lyapunov [31]

El punto de equilibrio z* se dice estable si para todo € > 0, existe un § = j(g) > 0
tal que:
|lx(to) —2*|| <d = ||x(t) —z*|| <e, Vit>to. (3.6)
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Intuitivamente, esto implica que las trayectorias iniciadas suficientemente cerca del
equilibrio (dentro de 0) permanecen confinadas dentro de una vecindad acotada (¢)
para todo tiempo futuro, aunque no necesariamente converjan al origen. Lo anterior se
ilustra en la Figura (3.2).

Definicién 3.5: Estabilidad Asintética [31]

El punto de equilibrio z* es asintoticamente estable si es estable en el sentido de
Lyapunov y, ademas, existe > 0 tal que:

|lz(to) —z*|| < 6 = tlim |lx(t) — z*|| = 0. (3.7)

A diferencia de la estabilidad en el sentido de Lyapunov, la estabilidad asintética
incorpora la propiedad de atractividad. De manera intuitiva, la atractividad describe la
tendencia natural de un punto de equilibrio para actuar como un centro de convergencia
que atrae las trayectorias hacia si mismo conforme transcurre el tiempo.

Como se observa en la Figura (3.3), esta propiedad garantiza que las trayectorias
no solo se mantienen confinadas en una vecindad arbitrariamente pequena, sino que la
trayectoria del estado tiende a cero conforme el tiempo tiende al infinito. Lo anterior
define geométricamente una region de atraccion, la cual representa el conjunto de todas
las condiciones iniciales desde las cuales el sistema es capaz de retornar al punto de
equilibrio [31]. Contar con una region de atraccion bien caracterizada es fundamental,
ya que asegura que el sistema puede recuperarse de perturbaciones o desviaciones
externas y restablecer su régimen de operaciéon nominal sin intervenciéon adicional.

)

a) Perspectiva isométrica a) Perspectiva cenital

Figura 3.3: Representacion geométrica de la estabilidad asintética. Se observa
que las trayectorias no solo permanecen acotadas dentro de la vecindad ¢, sino
que convergen de forma asintética hacia el punto de equilibrio * cuando t — oc.

Definicién 3.6: Estabilidad Exponencial [31]

El punto de equilibrio x* es exponencialmente estable si existen constantes a > 1
y B > 0 tales que:

lz(t) — 2| < aflz(te) — x| e’ﬁ(t’tO), YVt > to. (3.8)

A diferencia de la estabilidad asintética simple, donde la velocidad de convergencia
puede ser lenta, la estabilidad exponencial garantiza un limite superior estricto en
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3. Fundamentos de sistemas dinamicos

la evolucion de la trayectoria del estado, dictado por la tasa de decaimiento (5. Esta
propiedad es de vital importancia, ya que no solo asegura que el sistema retornara al
equilibrio, sino que lo hara bajo un desempeno dinamico especifico.

Para el caso particular de los sistemas lineales e invariantes en el tiempo (LTI) la
estabilidad asintotica implica estabilidad exponencial [31]. Esta equivalencia permite
que el analisis de la convergencia de las trayectorias pueda trasladarse del dominio
temporal al dominio algebraico. En lugar de evaluar la evolucion de la norma ||x(t)|], es
posible determinar el comportamiento del sistema a través de las propiedades intrinsecas
de su estructura interna.

ro

L

1

a) Perspectiva isométrica a) Perspectiva cenital

Figura 3.4: Representacion geométrica de la estabilidad exponencial. Se
ilustra la convergencia de las trayectorias hacia el punto de equilibrio x*,
con una tasa de decaimiento acotada por una envolvente exponencial de la
forma ||x(t) — x*|| < allz(ty) — x*||e #¢%0) 1o que garantiza una convergencia
predecible y un desempeno dinamico superior.

3.2.1. Criterio espectral para sistemas LTI

Las definiciones de estabilidad presentadas anteriormente se basan en la evolucion
de las trayectorias en el dominio del tiempo. Sin embargo, dado que la dindmica de
un sistema LTI est4 dictada analiticamente por la matriz exponencial e, es posible
trasladar este analisis al dominio algebraico y determinar la estabilidad evaluando
exclusivamente el espectro de la matriz de estado A.

3.1: Criterio espectral de estabilidad (LTT) [19]

El sistema #(t) = Ax(t) es asintdticamente estable si y solo si todos los valores
propios (autovalores) \; de A satisfacen

RON) <0, i=1,...,n. (3.9)

En este caso, el origen es ademas exponencialmente estable. Equivalentemente,
todas las raices de la ecuacion caracteristica

A(N) = det(\ — A) = 0 (3.10)

pertenecen al semiplano izquierdo abierto.
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3.2. Estabilidad de sistemas dindmicos

Esta condicion asegura que todos los modos del sistema, cuya evolucion temporal esté
definida por los autovalores ); a través de los términos e*i‘v;, decaigan exponencialmente
hacia el equilibrio. En el analisis de la relacion entrada-salida, es comiin referirse a estos
autovalores como los polos del sistema, ya que coinciden exactamente con las raices del
denominador de la funciéon de transferencia (asumiendo que no existen cancelaciones
entre polos y ceros). Como se ilustra en la Figura (3.5), la ubicacion de estos polos en
el plano complejo determina la respuesta transitoria y clasifica la estabilidad en tres
categorias fundamentales:

1. Asintoticamente estable: R()\;) < 0 para todo i. Los polos residen en el
semiplano izquierdo, generando una envolvente de decaimiento exponencial.

2. Inestable: Existe al menos un Ay tal que R(\x) > 0. El polo reside en el semiplano
derecho, induciendo un crecimiento exponencial sin limite.

3. Marginalmente estable: R(\;) < 0 para todo 4, existiendo polos sobre el eje
imaginario (o; = 0). Estos generan oscilaciones sostenidas de frecuencia w;. En
este caso critico, la estabilidad estricta depende de que la multiplicidad algebraica
y geométrica de dichos valores propios coincida (bloques de Jordan triviales) para
evitar un crecimiento polinomial del estado.

Jw
A
X
Polos complejos conjugados Polos en el eje jw
7S x » O
X
)
Polo real negativo Polo real positivo

Figura 3.5: Relacién entre la ubicacién de los polos en el plano complejo s y
la dindmica de la respuesta transitoria. El drea sombreada delimita la regién de
estabilidad asintoética.

De forma analitica, la equivalencia estricta entre los autovalores de la matriz de
estado y los polos del sistema se evidencia al obtener la matriz de transferencia G(s):

G(s)=C(sI — A)"'B+D. (3.11)
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3. Fundamentos de sistemas dinamicos

Por consiguiente, en la literatura de control clasico y moderno, los términos autovalores,

raices caracteristicas y polos se emplean de manera intercambiable para determinar la
estabilidad.

3.2.2. Estabilidad Relativa y o-estabilidad

En el estudio de sistemas dindmicos, la condiciéon de estabilidad asintoética clasica
asegura que las trayectorias convergen al equilibrio, pero no proporciona informacion
sobre la velocidad de dicha convergencia. Para fines de diseno de control, a menudo es
necesario imponer requisitos de desempeno dindmico mas estrictos. En este sentido, el
concepto de g-estabilidad surge como una extension de la estabilidad asintética clasica
y se define de la siguiente forma:

3.2: Definicion de o-estabilidad

Un sistema lineal e invariante en el tiempo (LTI) se define como o-estable si y solo
si todas las raices s; de su ecuacion caracteristica A(s) satisfacen la desigualdad:

max R(s;) < —o, (3.12)
(2
donde méx; R(s;) se conoce como abscisa espectral.
En otros términos, el sistema es o-estable si todo su espectro reside dentro de la
region abierta C, := {s € C: R(s) < —c}.

Esta definiciéon implica un desplazamiento de la frontera de estabilidad hacia la
izquierda del plano complejo, imponiendo un acotamiento estricto sobre la ubicacion
de los polos del sistema. Desde una perspectiva fisica, situar los polos a la izquierda de
la frontera s = —o garantiza que la respuesta transitoria del lazo cerrado decaera, en
el peor de los casos, con una tasa de decaimiento dictada por la envolvente exponencial
e~°t. En consecuencia, o se constituye como un parametro de disenio fundamental
que permite establecer analiticamente la rapidez de convergencia del estado segin los
requisitos de la tarea.

Como se ilustra en la Figura (3.6), este margen se traduce directamente en un
limite superior predecible para el tiempo de asentamiento. Asimismo, este desplaza-
miento proporciona un margen de robustez esencial ante incertidumbres paramétricas
o dinamicas no modeladas que, de otro modo, podrian desplazar los polos hacia el eje
imaginario, comprometiendo la estabilidad asintotica del sistema.

3.2.3. Tasa maxima de decaimiento exponencial (o)

Como se establecié anteriormente, la o-estabilidad asegura un desempeno dinamico
minimo siempre que el espectro del sistema pueda confinarse dentro de la region C. En
la practica, identificar el limite fisico de esta capacidad de respuesta es de vital interés,
ya que representa el desempeno 6ptimo alcanzable por la arquitectura del sistema (ver
Figura (3.6)).

Para formalizar este limite, se introduce el concepto de la tasa maxima de decai-
miento exponencial, denotada como o,4.
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3.2. Estabilidad de sistemas dindmicos

—Omax —0 Jw

Figura 3.6: Relacion entre la ubicacién de los polos en el plano complejo s y
la dindmica de la respuesta transitoria. Se ilustra una regién de o-estabilidad
(verde) acotada por la derecha por el parametro de decaimiento —o. El parametro
—0maz determina el limite de decaimiento para el sistema. Las graficas de la
derecha ilustran un polo fuera de la region de diseno (—oq) con una respuesta
lenta et frente a un polo (—o2) que se encuentra dentro de la region cuya
envolvente real e~72! decae mas rapido que la cota de disefio e~ °°.
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3. Fundamentos de sistemas dinamicos

Se define a 0,4 como el limite superior (supremo) del conjunto de todas las tasas
de decaimiento o para los cuales existe una ley de control admisible (representada
por sus parametros k) que haga al sistema en lazo cerrado o-estable:

Omax = sup{o € R" | 3 k tal que maxR(\;) < —c}. (3.13)
\ J

El parametro 0,4 cuantifica la méaxima velocidad de respuesta que puede exigirsele al
sistema antes de que las limitaciones fisicas, estructurales o los retardos temporales
en los lazos de realimentacion hagan imposible estabilizar la planta. Cualquier intento
de forzar al sistema a operar con una tasa de decaimiento o > o4, resultari en la
degradacion de la estabilidad del lazo cerrado.

En el siguiente capitulo se establece una metodologia para determinar dicho para-
metro para una familia de funciones de transferencia, cuya estructura permite describir
la respuesta dinamica de vehiculos multirrotores.
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3.3. Sistemas dindamicos con retardo

3.3. Sistemas dinamicos con retardo

A diferencia de los sistemas descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO),
los sistemas con retardo se modelan mediante ecuaciones diferenciales funcionales
(FDE), en particular ecuaciones diferenciales con retardo (DDE) [29]. La diferencia
fundamental radica en que la derivada del estado &(t) depende no solo del estado
actual, sino también de valores pasados, por ejemplo x(t — 7).

Una representacion tipica de un sistema lineal con un retardo fijo 7 > 0 en el estado
es:

x(t) = Aox(t) + A1x(t — 7) + Bul(t). (3.14)

A diferencia del caso sin retardo, la especificaciéon de condiciones iniciales ya no se
reduce a un punto x(ty), sino a una historia del estado. Es decir, se define una funcion
inicial ¢ tal que x(t) = ¢(t) para todo t € [ty — T,to]. De manera equivalente, puede
definirse el segmento de estado x:(0) := x(t + 0), 6 € [—7,0], el cual se ilustra en la
Figura (3.7), de modo que el estado en el instante t se interpreta como el elemento
funcional x;.

Una implicacion directa de la Ecuacion (3.14) es que el espacio de estados deja de
ser de dimension finita (R™) y pasa a ser un espacio funcional, lo que le da al sistema
un caracter de dimensién infinita. En consecuencia, su analisis involucra tipicamente
un espectro con infinitas raices y ecuaciones caracteristicas no polinomicas (cuasi-
polinomios), aspecto que se precisa en las secciones siguientes al clasificar los retardos y
establecer representaciones matematicas orientadas al analisis de estabilidad y control.

x(t)

A
Funcion inicial
o(t)
Evolucién futura
z(t)
I Segmento de estado
: T, (9)
I
I
I
I ‘
A
y : (oo
to—T to b= t t (tiempo)
P P
Retardo 7 Retardo 7

Figura 3.7: Representacion del estado funcional en un sistema con retardo 7.
Se ilustra la funcion inicial ¢(t) y el segmento de estado xz; definido sobre el
intervalo de memoria [t; — 7,11].

71



3. Fundamentos de sistemas dinamicos

3.3.1. Definicién y tipos de retardos

Los retardos de tiempo aparecen en sistemas debido a fenémenos de transporte
de masa o energia, tiempos de computacion en sistemas digitales y latencias en redes
de comunicacion. Su clasificacion es ttil tanto para modelado como para analisis de
estabilidad y diseno de control.

Clasificacion por ubicaciéon en el lazo.

» Retardo de entrada (actuacion): la sefial aplicada al proceso se retrasa,
u(t — 7).

» Retardo de salida o de retroalimentacion (medicién): la senal medida se
retrasa, por ejemplo y(t) = C x(t — 7,) o se emplea y(t — 7,) en la ley de control.

» Retardo de estado (dindamica interna): la evolucion depende de estados
pasados, z(t — 7).

Clasificaciéon por estructura de la ecuacion.

= Tipo retardado: la derivada de mayor orden aparece solo en el tiempo actual;
el retardo afecta términos de menor orden, e.g. @(t) = f(x(t), x(t — 7)).

» Tipo neutral: la derivada de mayor orden aparece también retardada, (ej.
&(t) = —x(t — 7)). Estos sistemas suelen requerir consideraciones adicionales en
estabilidad.

En este trabajo, nos enfocamos principalmente en retardos de tipo retardado
constantes, denotados por 7 € R,..

3.3.2. Sistemas de dimension infinita

En el dominio de Laplace, un retardo temporal fijo 7 introduce el término tras-
cendente e~ 7%, En consecuencia, la ecuacion caracteristica asociada a un sistema con
retardos discretos deja de ser un polinomio para convertirse en un cuasipolinomio.

Definiciéon 3.7: Cuasipolinomio

Se denomina cuasipolinomio a una funciéon caracteristica con retardos discretos de
la forma

A(s) = Py(s) + > Pu(s)e™™, (3.15)
/=1

donde 7, € Ry y Py(s) son polinomios reales en la variable compleja s. En el caso
particular de un tnico retardo 7, (3.15) se reduce a

A(s) = P(s) + Q(s)e™™
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3.3. Sistemas dindamicos con retardo

Para el modelo lineal en espacio de estados con retardos puntuales @(t) = Agx(t) +

9_, A,x(t — 1) (con entrada nula), la ecuacion caracteristica se obtiene como [54]:

i=1

A(s) = det <s[ — Ay — i Aje_Tjs> = 0. (3.16)

j=1

La estructura (3.15) es central porque separa la contribucion no retardada (términos
polinémicos) de la contribucion retardada (términos exponenciales). Las raices de A(s)
determinan la estabilidad. Debido al caracter trascendente de e~™°, A posee un nimero
infinito de raices. En sistemas de tipo retardado, dichas raices se desplazan hacia el
semiplano izquierdo y, si el sistema es inestable, el nimero de raices con parte real
positiva es finito para un 7 fijo, tal como se ilustra en la Figura (3.8).

3 .
x 1! ]w
1
1
Conjunto infinito 1
de raices :
r X
1
limg oo R(s1) = —00 ' .
1
1
! %
! g
KV 2
. =
1
! x
1
1
Y x
1
! N Numero finito
! de raices
o
1
1
x 1
1

Figura 3.8: Distribuciéon de las raices de un cuasipolinomio de tipo retardado.
Se ilustra la naturaleza infinita de las raices las cuales se extienden hacia el
semiplano izquierdo del plano complejo (LHP). Ademas, se observa que para
cualquier v € R existe un numero finito de raices que satisfacen R(s) > ~.

3.4: Propiedad espectral de sistemas con retardo tipo retardado

La ecuacion caracteristica cuasi—polinémica de un sistema con retardo tipo retardado
posee un conjunto infinito (contable) de raices en el plano complejo. Sin embargo,
para cualquier v € R existe solo un nimero finito de raices que satisfacen R(s) > ~.
En particular, para un retardo fijo 7, el nimero de raices inestables (R(s) > 0) es
finito.
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3. Fundamentos de sistemas dinamicos

3.4. [Estabilidad y control de sistemas con retardos

La presencia de un retardo 7 en un lazo de control tiende a degradar los mérgenes
de estabilidad y a imponer limitaciones de desempeno. En particular, el factor e™*"
introduce un desfase en frecuencia e 7“7 que crece linealmente con w, lo cual restringe
el ancho de banda alcanzable y aumenta la sensibilidad a incertidumbres y a ganancias
elevadas. En casos especificos, el retardo puede explotarse como un grado de libertad
de diseno pero ello requiere un analisis espectral cuidadoso.

3.4.1. Estabilidad de sistemas dindmicos con retardos

Sea A(s;k,7) = 0 la ecuacion caracteristica asociada al lazo cerrado, donde k
agrupa los parametros del sistema y /o del controlador. A diferencia del caso sin retardo,
A es un cuasi-polinomio que, debido a la naturaleza trascendente de los términos e™°",
posee un conjunto infinito de raices. En consecuencia, la estabilidad del sistema se
formula en términos de la ubicacion de todo su espectro en el plano complejo.

Un mecanismo fundamental para el analisis de estos sistemas es la continuidad

de las raices respecto a sus parametros.
Proposicion 3.1: Continuidad de las raices [38]

Dada una raiz caracteristica s* con multiplicidad ¢ para un conjunto de parametros
(k*, "), ante variaciones infinitesimales de dichos parametros, existen exactamente
¢ raices en un entorno pequeno de s*.

Esta propiedad implica que un sistema solo puede cambiar su estado de estabilidad
(pasar de estable a inestable o viceversa) cuando al menos una raiz cruza el eje imaginario.
A partir de aqui surgen las siguientes definiciones:

Definicién 3.8: Frecuencias de cruce [36]

Para un retardo fijo 7 > 0, el conjunto de frecuencias de cruce €2 C R es el
conjunto de todas las w € R tal que existe al menos una dupla (k,, k;) para la
cual

A (Jw; kp, kq) = 0. (3.17)

Observacion 3.1. Del hecho de que N y D son polinomios reales, es facil observar
que se cumple la siguiente igualdad

A (Jw; kp, ka) = A(=gw; kp, ka) -

Por lo tanto, en lo sucesivo, consideraremos tnicamente frecuencias no negativas, es

decir, Q C Ry U {0}.
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3.4. Estabilidad y control de sistemas con retardos

Definicion 3.9: Curvas de cruce de estabilidad [36]

Las curvas de cruce de estabilidad T son el conjunto de todos los parametros

k= [ ky kq ]T € R? para los cuales existe al menos una w € R, U {0} tal que
A(jw; kp, ka) = 0.

1. Espacio de pardmetros 2. Plano complejo
_
2 : R4
1
1
: Jw* X
:
I ~—~
3| =
: K (jur) &
1
1
sk
I —jw* X
1
I
1
1
k) R(s)

3. Respuesta temporal

y(t)

t

Figura 3.9: Representacion conceptual de un punto de cruce en los diferentes
planos de analisis. 1. Espacio de parametros: Se ilustran las curvas de cruce
To v To que particionan el espacio en regiones de estabilidad, asi como el punto
de cruce k* € 7,. 2. Plano complejo: Se muestran las raices asociadas al
punto de cruce sobre el eje imaginario. 3. Plano temporal: Se observa la
evoluciéon temporal del sistema en lazo cerrado el cual es marginalmente estable.

Para un valor de retardo fijo 7 € R, cualquier punto k € T se conoce como un
punto de cruce. Ademaés, el conjunto 7 se describe también como la combinacion del
conjunto 7, que representa los puntos de cruce a través del eje imaginario del plano
complejo, y el conjunto 7y, que representa los puntos de cruce a través del origen del
plano complejo, es decir:,

T ="7T,UTo.

La Figura (3.9) presenta un ejemplo conceptual en donde se ilustran los diferentes
planos de anélisis para un sistema en lazo cerrado, con control PD y retardo fijo
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3. Fundamentos de sistemas dinamicos

7 > 0. En el plano k,—k, (espacio de parametros) se identifican las curvas de cruce de
estabilidad 7, y 7, que particionan el espacio de pardmetros. A su vez se muestra un
punto de cruce k* (frecuencia de cruce) sobre la curva 7. En el plano complejo, se
observan las raices asociadas al punto de cruce, lo cual demuestra que cualquier punto
a lo largo de 7, representa un punto de cruce en el eje imaginario. Finalmente en el
plano temporal se ilustra el comportamiento de la salida del sistema el cual, de acuerdo
a la posicion de sus raices en el plano complejo, es criticamente estable.

Las curvas de cruce particionan el espacio de parametros en un conjunto de regiones
dentro de las cuales el sistema puede ser estable y al abandonar dichas regiones dejar de
serlo. Estos conjuntos de parametros reciben el nombre de regiones de estabilidad [54].
Sin embargo, la simple existencia de la frontera no indica de qué lado se encuentra la
region de estabilidad; para ello, es necesario analizar la direccién de cruce de las
raices, la cual determina si una raiz entra o sale del semiplano izquierdo al atravesar la
frontera T, tal y como se observa en la Figura (3.10).

Ra

regiéon inestable

Jwi = s(p1)

/’jcuz/dmj R(s)

>

region :
estable
R1

—jwi
R3

Figura 3.10: Representacion grafica del comportamiento de los valores propios
y las fronteras de estabilidad.

o-estabilidad en sistemas de dimensién infinita

En el contexto de los sistemas con retardos, el concepto de o-estabilidad adquiere un
nivel de complejidad superior. A diferencia de los sistemas LTI convencionales, donde se
analiza el desplazamiento de un nimero finito de polos, en las ecuaciones diferenciales
con retardo se debe garantizar que el espectro infinito de raices quede confinado
estrictamente dentro de la regiéon C_ . Gracias a la propiedad espectral de los sistemas de
tipo retardado (Propiedad 3.3.2), se asegura que para cualquier margen de diseno o > 0,
solo existird un numero finito de raices candidatas que no cumplan esta condicion,
como se ilustra en la Figura (3.8). Esto permite que el problema de control se pueda
abordar mediante el desplazamiento de las fronteras de estabilidad hacia el eje vertical
R(s) = —o. No obstante, este desplazamiento espectral conlleva un compromiso en el
disenio de control: exigir una mayor velocidad de convergencia (incrementar el valor de
o) impone restricciones mas severas a las ganancias del controlador. Geométricamente,
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3.4. Estabilidad y control de sistemas con retardos

en el espacio de parametros, esto se manifiesta como una contraccioén progresiva de las
regiones de estabilidad. Lo anterior se analiza mas a detalle en el siguiente capitulo.

Este capitulo ha establecido el marco tedrico para el analisis de sistemas con
retardo, demostrando que su estabilizacion exige herramientas geométricas basadas
en la continuidad de las raices y en el mapeo de fronteras paramétricas. Habiendo
planteado estos conceptos y la medida de o-estabilidad, en el Capitulo 4 se desarrolla la
metodologia para su célculo y anélisis. En él se formularan las ecuaciones paramétricas
para trazar dichas fronteras, se optimizara la tasa maxima de decaimiento (op4x) y se
aplicara el centro de Chebyshev para sintetizar controladores que sean simultaneamente
optimos y no fragiles.
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Capitulo 4

Diseno de controladores con garantia
de convergencia exponencial

Indice
4.1. Analisis de estabilidad . . . . .. .. ... ...... 80

4.2. Controlador 6ptimo no-fragil. . . . . . . ... ... 96

El objetivo principal de este capitulo es obtener herramientas que permitan de-
terminar las regiones de estabilidad en el espacio de parametros k que garanticen la
estabilidad de sistemas ante la presencia de retardos. Para tal fin, se emplea un enfoque
geométrico basado en el método de descomposicion D, el cual permite identificar de
manera exacta las fronteras de estabilidad (curvas de cruce) asi como la caracterizacion
de las direcciones de cruce de las raices caracteristicas. De igual manera se introduce el
concepto de o-estabilidad para reformular las regiones de estabilidad en funcion de un
margen de desempeno o. Esta extension tiene como propoésito restringir la ubicacion de
los polos de lazo cerrado para garantizar una tasa de decaimiento exponencial minima,
asegurando asi una respuesta dinamica mas rapida.

Sobre esta base tedrica, se desarrollan metodologias de sintesis para seleccionar
controladores que maximicen dicha tasa de convergencia exponencial. Asimismo, se
integran algoritmos de optimizaciéon convexa orientados a obtener controladores 6ptimos
en el sentido de la fragilidad (non-fragile control). Todo lo anterior confluye en una
estrategia de diseno que garantiza no solo la estabilidad asintotica ante retardos, sino
también un desempeno dindmico robusto, tal como se detalla en las siguientes secciones.
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4.1. Analisis de estabilidad

El anélisis de estabilidad desarrollado en este trabajo considera una familia de
plantas cuya funcion de transferencia P(s) puede expresarse de la forma general:

N(s)
s2D(s)’
donde N(s) y D(s) son polinomios que modelan la dindmica nominal del sistema.’

Para estabilizar esta clase de sistemas, se propone un esquema de control proporcional-
derivativo (PD), denotado como C(s), con la estructura:

P(s) = (4.1)

C(s) := k, + ska, (4.2)

donde k := [k,, ks)" € R? representa el vector de ganancias del controlador, siendo k,
la ganancia proporcional y k; la ganancia derivativa.

C(s) = kp+ skq

v
Q
-
w
)
Il
<z
o
v

a) Sistema sin retardo

C(s) = kp+ska ¥ =75 || Gls) = 255

b) Sistema con retardo de actuacién

X
+
=

\ 4
\ >

C(s) = ky + ska G(s) = 25t

—TS

e

¢) Sistema con retardo de retroalimentacion

Figura 4.1: Diagramas de bloques del sistema en lazo cerrado con realimenta-
cion negativa. (a) Caso ideal sin retardo. (b) Sistema con retardo de transporte
7 en la rama directa (retardo de actuacion) modelado por el término e~ 7% entre
C(s) y P(s). (c) Sistema con retardo de transporte 7 en la retroalimentacion
(sensor ideal), modelado por H(s) = e~ 7%.

Al cerrar el lazo de control con realimentacién negativa, la estabilidad del sistema
queda determinada por las raices de la ecuacion caracteristica asociada al denominador
de la funcion de transferencia en lazo cerrado. Para el caso sin retardo (7 = 0), la
dindmica resulta de orden finito y el problema se reduce a un analisis polinomial
convencional. En particular, si 7 = 0, la funcién caracteristica adopta la forma:

'En el marco de este trabajo, la aparicién de retardos se modela mediante términos exponenciales
en s y conduce a funciones cuasi-polinomiales en la ecuacion caracteristica; por ello, N(s) y D(s) se
mantienen polinomiales y el retardo se incorpora explicitamente como e~7%.
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4.1. Analisis de estabilidad

A (85 kp, kg, 0) == s*D (s) + (kgs + k,) N (s). (4.3)

El interés central de este trabajo recae en sistemas con retardo de transporte 7 > 0 en
el lazo, ya sea en la rama directa (retardo de actuacion) o en la retroalimentacion (sensor
ideal), como se ilustra en la Figura (4.1). Si bien estas ubicaciones conducen a funciones
de transferencia entrada—salida distintas, la estabilidad interna queda gobernada por
una misma ecuaciéon caracteristica. En particular, al colocar el retardo en la rama
directa se obtiene C'(s)e " P(s), mientras que al colocarlo en la retroalimentacion se
tiene H(s) = e~ ™°; en ambos casos, la ecuacion caracteristica adopta la forma unificada:

A (s5kp, kg, ) := 8*D (5) + (kas + k,) N (s) e ™. (4.4)

La funcion A(-) es cuasi-polinomial y, en consecuencia, posee un conjunto infinito
de raices. El anéalisis de estabilidad desarrollado en las siguientes secciones se centra
en caracterizar la localizacion de estas raices en el plano complejo y en establecer
condiciones sobre k y 7 que garanticen estabilidad asintética y maximicen el decaimiento
exponencial del sistema.

4.1.1. Regiones de estabilidad

De acuerdo con el teorema de la continuidad de las raices (Proposicion 3.1), propie-
dad inherente de los cuasipolinomios de tipo retardado?, la transiciéon de un sistema
estable hacia la inestabilidad ocurre exclusivamente cuando al menos una raiz cruza el
eje imaginario, que en el espacio de parametros se traduce como atravesar una curva
de cruce de estabilidad. Por lo tanto, el problema de diseno se aborda localizando
analiticamente dichas fronteras para el modelo especifico de la planta. Aplicando las
definiciones de frecuencias de cruce (2) y curvas de cruce de estabilidad (7), el objetivo
consiste en resolver la condicion A(jw; ky, kg, 7) = 0 derivada de la Ecuacion (4.4). La
extraccion explicita de los parametros k, y kq en funcion de w permitird trazar las
curvas To y 7T, en el espacio de parametros. La interseccion y disposicion geométrica
de estas fronteras delimita las regiones de estabilidad. Las siguientes proposiciones
caracterizan el conjunto de curvas de cruce para el polinomio caracteristico.

Proposicion 4.1:

Sea 7 € Ry un retardo fijo y asuma que |N (0)] > 0. Entonces, w € R, es
una frecuencia de cruce de la ecuacion caracteristica (4.4) si y solo si k (w) :=

[k (w) kq(w)]", donde

b = o (R 5

)
kaw) = w<§R [ﬁgi;]sin(Tw)—i-%[D(wqcos(rw)), (4.6)

define un punto de cruce k(w) € 7.

2Los cuasipolinomios de tipo retardado surgen cuando se consideran sistemas para los cuales el
término con la derivada de mayor orden no incluye un retardo de tiempo.

81



4. Diseno de controladores con garantia de convergencia exponencial

Demostracion. Considere la funcion caracteristica A. Es claro que todos los puntos
de cruce k € T, estan caracterizados por el conjunto de todos los puntos k € R?
que resuelven (4.4). Por lo tanto, tomando s = iw y considerando sus partes real e
imaginaria, se obtiene:

RIA (tw; ky, kq)] = 0, (4.7)
S A (tw; ky, ka)] = 0. (4.8)

Asi, resolviendo las ecuaciones anteriores para k, y kq, después de algunas mani-
pulaciones algebraicas simples, se obtienen las expresiones (4.5) y (4.6). Finalmente,
observe que por hipotesis N(0) # 0, lo cual implica que k, y kq estan bien definidos
para todo w € R,. O

Proposicion 4.2

Sea 7 € R, un retardo fijo y asuma que |N (0)| > 0. Entonces, la linea k, esta
definida como:

koi={[0 ki €R®:kgeR}. (4.9)

Demostracion. Para determinar Ty tomemos s = 0 en la funcion caracteristica (4.4),
lo cual conduce a:

A(0:ky ky) = 0, (4.10)
= k,N(0) = 0. (4.11)

Dado que por hipotesis N(0) # 0, se sigue que s = 0 es una frecuencia de cruce si y
solo si k, = 0y k4 € R, lo cual prueba el resultado. O

4.1.2. Direcciones de cruce

Como se estableci6 en el Capitulo 3, la construccion de las curvas 7y v 7., mediante
las Proposiciones 4.1 y 4.2 logra particionar el espacio de parametros (k,, kq) en regiones
con un numero fijo de raices inestables. Sin embargo, para identificar cuales de estas
regiones garantizan la estabilidad asintoética, es necesario evaluar analiticamente la
direccién de cruce sobre estas fronteras. En lugar de depender de una inspeccion
grafica o de un barrido paramétrico exhaustivo, es posible discriminar si una raiz
entra o sale del semiplano izquierdo evaluando la sensibilidad geométrica de su parte
real respecto a las variaciones en las ganancias del controlador. Para este fin, se
define formalmente la tendencia de cruce, la cual permite cuantificar el sentido del
movimiento de las raices en s = jw al atravesar T. La siguiente proposicién proporciona
el mecanismo algebraico para determinar esta direccion y, consecuentemente, aislar las
regiones que contienen los pares estabilizantes (k,, kq).
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4.1. Analisis de estabilidad

Proposicion 4.3

Sea s* := 4w con w > 0, una raiz simple del polinomio caracteristico (4.4) para un
k*=[Fk kj }T € R? fijo. Entonces, s* se movera del SPI al SPD mientras k, o
kq cruzan T en (k;, k;“l) en la direccion creciente de k,, para x € {p,d} si:

Gy (5", k5, k) >0, (4.12)

» vps

donde la funcién de direccién de cruce €, esta definida por:

Rip(s™, k")) six=p

SH{p(s* k")) six=d 7 (4.13)

Cy (s, k") = {
donde . . . . i
oK) = (1C(s)—ka) (s)j—v(s()s) (5)=D'(s)e™

Ademas, el cruce es del SPD al SPI si la desigualdad (4.12) se invierte.

Demostracion. Por hipotesis, s* = 4w (con w > 0) es una solucion simple de A para k™.
Por lo tanto, por la Proposicion 3.1, cualquier solucion s (k) cruzara el eje imaginario
del SPI al SPD (o del SPD al SPI) a través de una trayectoria compleja continua. Asi,
teniendo en cuenta tal observacién mientras se asume que k cruzara 7T en la direccion
creciente de ky, el cruce sera del SPI al SPD (o del SPD al SPI) si se cumple la siguiente

desigualdad:
ds

%{d—kx} >0, (<0).

Ahora, considerando el teorema de la funcion implicita (ver, por ejemplo, [25]), tenemos
que

OA(s*;k) OA(s*;k)

dk, OA(sk") dkg OA(sik™)
Js ok Os — gk
S=S§ S=S§

Por lo tanto, la prueba se completa al notar que

8A(s*;k))
B Okp k—k* _ . 1%
Jds

*

S§=S§

OA(s*;k)

B Okq k—k* N % 7%

R -t B = S (57 )}
0s

Corolario 4.1
Sea |N(0)| > 0. Entonces, una raiz real simple de (4.4), se mueve del SPI al SPD

mientras k, cruza Ty en s = jw (w > 0).
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4. Diseno de controladores con garantia de convergencia exponencial

4.1.3. Ejemplo ilustrativo: Regiones de estabilidad

Con el propésito de ilustrar la aplicaciéon numérica de las proposiciones anteriores,
se considera una planta de ejemplo cuya funcién de transferencia esta dada por:
N(s) 1
D(s) s2+s
Para un retardo de retroalimentacion fijo 7 = 0,5s y un controlador C'(s) = k, + ks,
el objetivo consiste en determinar las curvas de cruce de estabilidad en el espacio de
parametros del controlador.

De acuerdo con las Proposiciones 4.1 y 4.2, se derivan las ecuaciones paramétricas
que definen la frontera de cruce por el eje imaginario (7;) y la frontera de cruce por el
origen (7p). Como se aprecia en la grafica de la izquierda de la Figura 4.2, al graficar
estas ecuaciones para un barrido de frecuencias w € [0, 00), se generan las curvas que
particionan el espacio de parametros en diversas subregiones denotadas como R,;.

P(s) =

(4.14)

3.5
25
=15 Rl
<
05
-0.5
1 0 1 2 3 4 5
ky
45
3
~ N\
o
5 '
P /
SPI / SPD
0
5 7 05 0 05 1
R(s)

Figura 4.2: Analisis de fronteras de estabilidad y direcciones de cruce para
la planta de ejemplo (4.14) con 7 = 0,5s . Izquierda: Particion del espacio
paramétrico (kp, kq) en subregiones R; mediante las curvas 7, y 7o. Superior
derecha: Tendencia de cruce en R, donde los vectores rojos indican la direccién
geométrica de inestabilidad. Inferior derecha: Verificacion en el plano complejo
del transito de raices desde el Semiplano Izquierdo (SPI) hacia el Derecho (SPD).

Una vez trazadas las fronteras, se identifican las regiones que garantizan la estabili-
dad asintética. Tomando la funcion de la Ecuacion (4.14) con 7 = 0,55, y aplicando la
Proposiciéon 4.3, se obtiene la siguiente funcion de direccion de cruce:

Tky — kg — (cos(Tw) — 2wsin(tw)) six =p
C\(Jw, k™) = (4.15)
Twkg — (sin(Tw) + 2w cos(Tw)) six=d
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4.1. Analisis de estabilidad

Al evaluar un punto fijo k* = [k;, kx]"T € T, y su frecuencia asociada w*, la Ecua-
cion (4.15) arroja los signos que definen la direccion del cruce de las raices ante
variaciones en las ganancias.

En las graficas de la derecha de la Figura 4.2 se ilustran los resultados de este
analisis. En la imagen superior derecha, los vectores rojos sobre la frontera indican
explicitamente la tendencia de pérdida de estabilidad al abandonar la region R;.
Simultaneamente, la imagen inferior derecha confirma en el plano complejo que dicho
desplazamiento vectorial concuerda de forma exacta con el movimiento de las raices
desde el Semiplano Izquierdo (SPI) hacia el Semiplano Derecho (SPD). En consecuencia,
se concluye analiticamente que R; constituye la region de estabilidad del sistema;
cualquier configuraciéon paramétrica contenida en su interior garantiza la estabilidad
asintotica de la planta definida en (4.14).

4.1.4. o-estabilidad

Partiendo de la definiciéon formal de o-estabilidad establecida en el capitulo anterior,
garantizar un desempeno transitorio estricto exige que el espectro infinito del sistema
con retardo se confine en la region abierta C . Matematicamente, el problema de diseno
consiste en trasladar la frontera de analisis desde el eje imaginario puro hacia el eje-o,
definido por la linea vertical L, := {s € C | R(s) = —0o}.

Sea 0 € R, la tasa de decaimiento exigida por los requerimientos de desempeno.
El problema de o-estabilidad consiste en determinar el conjunto de ganancias del
controlador k que sitien la raiz dominante de la ecuacion caracteristica exactamente
sobre L, asegurando que el resto del espectro permanezca a su izquierda.

Bajo este enfoque, definimos a las curvas de cruce de o-estabilidad, denotadas como
T, como el conjunto de todas las ganancias k para las cuales la ecuacion cuasipolindmica
(4.4) posee al menos una raiz que satisface s = —o + jw. El conjunto de frecuencias de
cruce correspondiente se define como:

Qp ={weR;y | N(—o + jw) #0}.

Proposicion 4.4

Sean w € (), y sean 7 € R, 0 € R, valores fijos. Entonces, las curvas de cruce
de o-estabilidad 7, pueden calcularse como

To =Tz U Tsp, (4.16)
con,
L 2 . o 02D (_J) —T0
Too = {kz eR*: gkg =k, + Ni—o) (=) e , (4.17)
z = {keR: k=k,(o,w)}, (4.18)
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4. Diseno de controladores con garantia de convergencia exponencial

donde k, (o,w) := [ ky (0,w) kq(o,w) ]T, con ky (o,w) y k4 (o,w) definidos por

b (o) = =7 [(eos(r) + S )| S0 4
+ (Leosrw) —sinre)) s [Z2] ],
00 - o 58] o 2]
donde GlimImp L,

Demostracion. Al establecer s = § en (4.4), el resultado se prueba siguiendo pasos
similares a los presentados en la prueba de la Proposiciéon 4.1. O

De acuerdo con la Proposicion 3.1, las curvas de cruce de o-estabilidad 7, se de-
forman continuamente a medida que o aumenta, hasta un valor maximo admisible
conocido como la tasa de decaimiento exponencial mdzrima. Para analizar esta defor-
macién, examinamos el punto inicial de la curva 7,. El resultado que se presenta a
continuacion caracteriza este comportamiento.

Proposicion 4.5

Sea k, (0,w) € R? como en la Proposicion 4.4. ko(o) := lim,, ¢ k. (0,w) esta dado
por:

(to+1)D(—0o )—i—af (—0)
ko(o)=—e" i) i
() rD(~0)

m + fo(—0)
donde
D'(—o)N(—o0) — D(—0o)N'(—0)

fo(=0) N?(—o)

Demostracion. Para simplificar la presentacion, introduzcamos la funcién ¢ : C — C
definida por:

p(s) =

A continuacion, dado que tanto D como N son polinomios, es claro ver que
2
) o*D(—0)
lim W) = ———=
w—>0g0( o+ ) N(-O') ’

li Ry (<o -+ i)} = S,
lim S {p (-0 +iw)} = 0.

w—0
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4.1. Analisis de estabilidad

De la observacion anterior, se sigue que

lim sin (Tw) R{p (-0 +iw)} _ T0*D(—0)
w—0 w N(—O’) )
lieos (ro) R (- + 1)) = G0
lim sin (7w) S {p (=0 +iw)} = 0.

Ahora, para calcular el limite

i S o+ i)}
w—0 w

observamos que

p(—otiw) = ¢(—0o)+ifo(—0)w+0(W?),
S{p(—o+iw)}

= lim " = fo(=0).

Sustituyendo las expresiones anteriores en k, (0,w) y kq (0, w), resulta
lim k, (o,w) = ko (0),
w—0

lo cual completa la prueba. O

Ejemplo ilustrativo: o-estabilidad

Para visualizar el efecto de este desplazamiento espectral, se retoma la planta
de ejemplo definida en (4.14). A partir de la Proposicion 4.4, es posible derivar las
funciones paramétricas que describen las curvas de cruce de o-estabilidad en el plano
(kp, kq) en funcion del retardo 7 y la tasa deseada o.

Para la caracterizacion paramétrica de la frontera en el rango de frecuencias w > 0,
denotada como 7, se derivan las siguientes expresiones:

sin(Tw)

ky(o,w) = —~ {cos(ﬂu)(al) + (az)} , (4.19)

ha(0,w) = e~ {cos(nu)(ag) _ Smg‘”) (a4)} | (4.20)

donde, para compactar la notacion, se definen los polinomios auxiliares en w:
ay = w4+ 20(1 — o)w? +0*(2 — 30),
ag = oo — 1) — 20°W?* + (1 — 30)w*,
az = 0*(40 — 3) + w*(1 — 40),
a; = w' +30(1 —20)w* +0*(0 — 1).

Adicionalmente, el limite inferior de la regién, asociado a las raices que cruzan por
el eje real (frontera 7,), esta regido por la recta:

k
kao(o) = %0 +o(0* —0a)e ™, (4.21)
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4. Diseno de controladores con garantia de convergencia exponencial

cuyo vértice de interseccion kg(o), establecido por la Proposicion 4.5, es:

| = (r+1)0?
ko(o) = —e o2 — (T+2)0+1]|° (4.22)

1.Espacio de parametros 2. Plano complejo
4 [
lop =0
2 |
|
!
3 [
[
[
[
|
2 |
|
= oy !
< 2 5 |
¢
1 & |
|
|
|
[
0 [
[
[
o] = 0 :
1 o o9 = —0.2 -2 g9 = —0.2 :
|
1 0 1 2 3 4 -2 15 1 0.5 0 05
ky R(s)

Figura 4.3: Efecto del parametro de decaimiento ¢ en las regiones de estabilidad
para 7 = 0,5s. Izquierda: Espacio de parametros (k,, kq), evidenciando la
contraccién geométrica de la regiéon de estabilidad al exigir un decaimiento o =
0,2 (azul) frente al caso limite 0 = 0 (gris). Los marcadores circulares indican
el vértice ko(o) asociado al limite w — 0. Derecha: Plano complejo, ilustrando
el desplazamiento de la barrera de estabilidad de R(s) =0 a R(s) = —0,2.

Suponiendo un retardo fijo 7 = 0,55, se analizan dos escenarios operativos: el limite
de estabilidad asintotica clasica (o0 = 0) y un requerimiento de desempeno estricto
(0 =0,2). La evaluacion de las Ecuaciones (4.19)—(4.22) bajo estos parametros permite
construir el mapa de estabilidad de la Figura 4.3, en donde ademas se observa la
contraccion de las regiones de sigma estabilidad como efecto del parametro o.

4.1.5. Tasa maxima de decaimiento exponencial.

Partiendo de la definicién formal de 0,4, establecida en el Capitulo 3, esta secciéon
aborda el problema de su determinacion analitica y computacional en el espacio de
parametros. Para lograrlo, es necesario analizar como evoluciona la region de estabilidad
conforme se incrementa el parametro de diseno o.

Como se mencion6 anteriormente, la o-estabilidad asegura una tasa de decaimiento
especifica cuando las ganancias del controlador se encuentran dentro de una region-o.
Por lo tanto, identificar las ganancias que producen la méxima tasa de decaimiento
exponencial es de interés practico.
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4.1. Analisis de estabilidad

Proposicion 4.6

Sea 7 > 0 un retardo fijo, y considere la funcioén caracteristica A (s; k) dada por
(4.4). Suponga que A es estable para una ganancia dada k, y denote por Ry la
region de estabilidad correspondiente al caso oy := 0 = 0. Sea 0,4, la tasa maxima
de decaimiento exponencial, y sea (0y) € R, una secuencia creciente que converge
a Omix, €s decir, (0y) — Opae cuando ¢ — oco. Para cada k € N, denote por Ry
la region de estabilidad con frontera 7,,. Entonces, se cumplen las siguientes
inclusiones anidadas:

RoDR12D--DRy, keN. (4.23)

Ademas, la interseccion de todas las regiones de estabilidad esta dada por:
m Ri =R, (4.24)
k=0

donde R := R, ..
Demostracion. Por hipotesis, tanto Rg como R son no vacios. Por lo tanto, la cadena
de inclusiones (4.23) se sigue directamente de la Proposicion ??. Dado que R contiene el
conjunto de parametros del controlador que garantizan la maxima tasa de decaimiento
exponencial, se sigue que Ry — R, lo cual implica (4.24). H
Observacion 4.1. La Proposicion 4.6 implica que a medida que o, — e, las regiones

Ry se contraen continuamente hacia R.

La Proposiciéon 4.6 establece que, al incrementar o, las regiones de o-estabilidad R,
se contraen monotonamente. En consecuencia, existe un umbral oy,4, := sup{c > 0 :
R, # @} tal que al acercarse o — oz la region limite R = Ni>o Roy, (sea (0%)ken una,
sucesion creciente tal que limy_,o 0 = omax ) describe las ganancias que maximizan la
tasa de decaimiento. En el caso particular considerado a continuacién, dicha contraccion
conduce a un colapso de R, y permite caracterizar o,,s, mediante una condicion de
multiplicidad en la ecuacién caracteristica.

Proposicion 4.7

Considérese la clase de sistemas de control en lazo cerrado descritos por la siguiente
ecuacion caracteristica cuasi-polinomial:

A(8;kp, kg, 7) i= 8% + (kgs + kp)e™™ = 0, (4.25)
donde k,, ks € Ry y 7 > 0 es un retardo fijo tal que 0 < 7 < 7., donde 7, esta

dado por:
k3 + 4/ kg + 4k2

2

Bajo estas condiciones, la tasa maxima de decaimiento exponencial (o4x) que es
posible imponer a las soluciones del sistema mediante la selecciéon de ganancias

yoctan 1]
T, = —arctan |—n|, conn:=
U] kp

89



4. Diseno de controladores con garantia de convergencia exponencial

(kp, kq) esta acotada por:

i = ——=. (4.26)

Demostracion. La condicion 0 < 7 < 7, asegura la existencia de ganancias estabilizantes
k € R? Para 0 = 0, observe de (4.11) que T, se describe mediante una linea
vertical (ver Figura (4.4)). Usando la Proposicion 4.4, se puede mostrar que para
w suficientemente pequenio (0 < w < w,), ambas ganancias k, y kq son positivas.
Especificamente, se cumplen los siguientes limites:

lm  ky(o,w)=0 A  lim ky(o,w) = —,

oc—0, w—we c—0, w—we T

donde w, := 7-. Estas observaciones confinan la primera regién de estabilidad R, al
primer cuadrante (ver Figura (4.4)). Al calcular las direcciones de cruce del Corolario
4.1, a medida que k cruza 7 en la direccion creciente de k,, una raiz se mueve del
SPD al SPI. Un fenémeno similar ocurre cuando k cruza 7, desde abajo, donde un
par de raices cruza a través de £jw (ver Figura (4.4)). Usando la Proposicion 4.6, la
region de estabilidad Ry comienza a contraerse a medida que o aumenta. De (4.18), a
medida que o aumenta, la frontera 7, se mueve hacia la derecha, mientras que 7Tz se
desplaza hacia la izquierda (ver Figura (4.7)).

kEaA Akd T,

ds

Tor0—>

ds
ds =)
—> m <0 RO dk,

Region de estabilidad

ds
kg <0

D

k
>’

\ &5

Figura 4.4: Visualizacion de la region de estabilidad R¢ delimitada por T y la
evolucion de las curvas 7T, a medida que el parametro o cambia en el intervalo
0 <01 <os.

Teniendo en cuenta los argumentos anteriores, tenemos que en el caso limite, la
regién de o-estabilidad R, colapsara a un tnico punto k. Ademés, tal punto estara
compuesto por la interseccion de las curvas 7, y Tz. Como consecuencia, dicho punto
debe corresponder a una soluciéon de multiplicidad tres. Para determinar o,,,., es claro
que tal caso limite implica que w = 0 y que deben satisfacerse las siguientes ecuaciones:
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4.1. Analisis de estabilidad

( A(—o;k) =0,
d
—A(s;k)| =0
252 (5k)| =0, (4.27)
d2
\ @A (S, k) s:tao.

Después de algunas manipulaciones algebraicas, (4.27) se puede reescribir como:

o+ (ky — kgo)e”™ = 0, (4.28a)
e’ (kg — (ky —oky)T) —20 = 0, (4.28Db)
2+ e[k, — kgt(2+07)] = 0. (4.28c¢)

Ahora, resolviendo las ecuaciones (4.28a) y (4.28b) para k, y kg, resulta:

k, = o’ (1-o7), (4.29)
ke = o0e 77 (2—o0T). (4.30)

Finalmente, sustituyendo (4.29) y (4.30) en (4.28¢) y resolviendo para o derivamos
(4.26). Esto completa la prueba. m

Observacion 4.2. La Proposicion 4.7 es aplicable a cualquier lazo cerrado cuya
ecuacion caracteristica pueda reducirse a la forma (4.25).

El resultado anterior (Proposicion 4.7) establece que, bajo ciertas condiciones
estructurales (tipicamente asociadas a sistemas de orden reducido o integradores puros),
la tasa maxima de decaimiento exponencial 0,5« se alcanza mediante un tnico par
de ganancias (k’gpt, k;pt). Sin embargo, para una clase mas amplia de funciones de
transferencia, la optimizacion del decaimiento no necesariamente converge a una solucion
unica. En estos casos, el conjunto de parametros que logran oz, forma una region
Ruta C R? con medida no nula (un area en lugar de un punto). Este fenémeno est4
intrinsecamente relacionado con la interaccion entre los ceros y polos de la planta
general G(s) = N(s)/s?D(s) y el retardo.

Con el fin de caracterizar estas regiones limites para un sistema general, es necesario
introducir una formulaciéon vectorial que describa la sensibilidad de la frontera de
estabilidad. Definamos las funciones auxiliares complejas gq4, g : Ki — C en términos
de los polinomios de la planta:

galo,w) 2 (D' (3) + 25D (3) N (3) —5°D (5) N' (§)7

N2 (s)
g(a,w) é SN (:(9:;)’ /S\I: —0 —Fiw,

Asimismo, definimos los vectores ug, v4, u, v : R, x R, — R?, los cuales capturan la
dependencia geométrica respecto al retardo y la frecuencia:
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o (sin(tw) —Twecos(Tw)) +Tw?sin(Tw)

(JJ2€TU

ua(ow) = o (Twsin(rw)+cos(Tw))+Tw?cos(Tw)

| wieTo
[ sin (7w) — Tw cos (Tw)
( ) weTo
vy (o,w) =
LA Twsin (Tw) + cos (Tw)
L wleT?
[ wcos (Tw) + osin (Tw) —e 77 gin (Tw)
weT? w
u(o,w = vio.w) =
(0,) wsin (Tw) — o cos (Tw) |’ (:) —e 77 cos (Tw)
we’? w

A

a1

a2

Omaz

*

g

Figura 4.5: Regiones de estabilidad en el espacio de pardmetros para diferentes
valores de ¢ donde 01 < 09 < Opmazr < TF.

Finalmente, definimos los vectores de proyeccion hg, h : C x R — R? que descomponen
la respuesta en sus partes real e imaginaria:

—S{ga (o, w)}

Ry (U,w)}]
R {94 (0,w)} '

S{g(o,w)}

] y h(ow) =

hq(o,w) 2 [

Para un 0 € R, dado, sea R, la region de o-estabilidad correspondiente y OR, su
respectiva frontera. Con estas nociones establecidas,considere el siguiente resultado.
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Proposicion 4.8

Sea 7 € R, un valor de retardo fijo y considere un sistema de control cuya ecuacion
caracteristica en lazo cerrado depende de una planta racional G(s) = N(s)/s*D(s)
(ec.4.4). Para cualquier o > 0, w > 0 y vector de ganancias k € 75 fijos, asuma
que las raices de A (—o + 4w; k) son simples y que OR, N Ty o # 0.

Bajo estas condiciones, la tasa maxima de decaimiento exponencial alcanzable,
Omax, S€ determina como la solucién al siguiente problema de optimizacion:

Omaz = argmin (o), (4.31)
o>0
donde la funcién 9 : R, — R, se define como

(o)

w

[y

V(o):= / (F*(o,w)+G*(0,w))dw+| ks (o, w) —ko(0) ]|, , (4.32)
Flo,w) = (ug(o,w),h(o,w))+ (u(o,w),hy(o,w)),
G(o,w) = (vg(o,w),h(o,w))+ (v(o,w),hy(o,w)),

y la frecuencia wy(o) > 0 esta dada por
wy (o) :=minw € R+: f(w,0,7) =0, (4.33)
donde f: R, x Ry — R se define como:

o’D (—0o)

N (o) e ™. (4.34)

flw,0,7) = oky(o,w) — ky(o,w) —

Demostracion. Siguiendo argumentos similares a los presentados en la Proposicion 4.7,
concluimos que la region de estabilidad Ry correspondiente a ¢ = 0 yace en el primer
cuadrante. Ademas, de acuerdo con la Proposicion 4.6, sabemos que para cualesquiera
o; vy o (para j, k € N) que satisfagan 0; < ox < 0z, Su region de o-estabilidad
correspondiente (R; y Ry, respectivamente) satisfacen la relacion

R; D Ra. (4.35)

Las observaciones anteriores se resumen en la Figurad.5. Asi, si ec.(4.35) no se cumple
para un o* dado, se sigue que 6* > T,qz-

Teniendo en mente tal observacion y considerando la hipotesis de que cualquier
solucion de A (—o + iw; k) = 0 es simple, se sigue que la frontera 75 es continuamente
diferenciable, lo que implica que una variaciéon continua de o correspondera a una
contraccion suave de 7,, esto es, sin la presencia de singularidades. En este sentido,
considerando ¢* = 0,,,, + 0 para un ¢ suficientemente pequeno, es decir, 0 < § < 1,
los argumentos anteriores nos permiten concluir que R, SZ R En esta linea,

Omax *
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4. Diseno de controladores con garantia de convergencia exponencial

denotando la longitud de una region de estabilidad dada por ¢ (R), si para un o; > oy,
dado su region de estabilidad correspondiente R, satisface

{(Ry;) > L (Ry,), (4.36)

tal relacion implica que 0j > 0ynq.. Notando que OR, N Ty o # 0 implica ¢ (R,)
Y (o), tomar el caso limite conduce a la 0,,,, presentada en (4.37).

all

El resultado anterior permite el calculo de la tasa maxima de decaimiento exponencial
para sistemas generales descritos por la funcion caracteristica (4.4). Sin embargo, su
alto costo computacional es una limitacion clave. El siguiente resultado ofrece una
alternativa més simple y de bajo costo para estimar o,4c. Vale la pena mencionar que,
en algunos casos, la region de estabilidad puede consistir inicamente en el conjunto 7z.
En tales situaciones, la tasa méxima de decaimiento exponencial o,,,, se alcanza en un
punto donde la ecuacién caracteristica admite una raiz compleja multiple. Para estos
casos, el resultado establecido anteriormente puede modificarse ligeramente como sigue:

Corolario 4.2

Sea 7 € R, un retardo fijo y considere un sistema general descrito por la ecuacion
caracteristica A(s;k,7) = 0. Para cualquier 0 > 0, w > 0, y k € 75 fijos asuma
que todas las raices de A (—o + 4w; k) son simples y que la vecindad OR, es
un contorno cerrado simple parametrizado por ¢ : [w(o), w(o)] — R?, tal que
(w(o)) = € (w(0)). Entonces, el maximo decaimiento exponencial 0,,,, estd dado
por:

Omaz = argmin (o), (4.37)
o>0

donde la funcién ¥ : R, — R, se define como

w(o)
V(o):= / (F*(o,w)+G*(0,w))dw (4.38)

w(o)

con F y G definidas en la proposiciéon 4.8.

Proposicién 4.9

Sea 7 € R, un retardo fijo y considere un sistema de control general descrito por
la ecuacion caracteristica A(s; k,7) = 0. Para cualquier ¢ > 0, w > 0 y vector
de parametros k € 75 fijos, asuma que las raices de A (—o + tw; k) son simples.
Denote el conjunto de tasas de decaimiento admisibles como I'; definido como

I .= {JE@JF: a<ama1}.
Entonces, para cualquier cota superior de I', se cumple la siguiente desigualdad:

ko(0)ly = [ko(o,wu)ly, (4.39)
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donde la frecuencia w, estéa dada por
w, :=min{w € R, : f(w,0) =0},

con f definida en (4.34).

Demostracion. La prueba sigue ideas similares a las presentadas en la Proposicion
4.8. O

El Algoritmo 1 resume la implementacion de las Proposiciones 4.8-4.9 para calcular
la tasa maxima de decaimiento exponencial oy,.,. Para un sistema descrito por (4.4),
toma como entrada una estimacion inicial og, el retardo de tiempo 7, y la tasa de
decaimiento admisible I'. El algoritmo utiliza dos funciones centrales: Costy para evaluar
la integral en (4.38), y Getogax para resolver el problema de optimizacion (4.37). Se
utilizan fzero y fmincon de MATLAB para calcular ws y 0pmax, respectivamente [57].

Algoritmo 1: Maximo Decaimiento exponencial o,,.

Datos: El valor inicial oy, el retardo 7 y la tasa de decaimiento I'.
Resultado: El valor del decaimiento exponencial méximo o,,.

/* Funcién de costo de ¥ (4.33) */

Funcion Costy (o, 7):

wy < fzero(@Q(z) f(x,0,7)) // Metodo fzero
f < Qx)... // Funcién a integrar
I < integral(f,0,wy) // Integral (4.38)
retornar /

fin

/* Resolucién de (4.37) */

Funcion Obtenerog., ( 0o, 7,1):
sol < fmincon(@(x)Costy (x, 7),00,I") // Optimizacion fmincon
retornar sol

fin

O < sol

retornar o,
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4.2. Controlador 6ptimo no-fragil

4.2.1. Fragilidad

Sea R C R? una regién de estabilidad delimitada por las curvas de cruce de
estabilidad 7. Dado un k* € R fijo, el problema de fragilidad optima consiste en
determinar la desviacion paramétrica méxima d > 0 tal que el sistema en lazo cerrado
permanezca estable siempre que los parametros del controlador k := [ k, kq }T eER
satisfagan:

Espacio de paramétros

P

Figura 4.6: Desviacién paramétrica méxima para las ganancias del controlador:

ki, kay ks.

\/ (kp — k2)2 + (kg — k5)2 < d(k"). (4.40)

Asi, la desviacion paramétrica d también puede verse como el radio maximo del circulo
euclidiano centrado en k* que esta contenido en R. La Figura 4.6 ilustra este concepto.
Ahora introducimos definiciones y resultados para derivar el controlador 6ptimo no
fragil. Algunos de estos resultados estan relacionados con métodos de optimizacion.

Definicion 4.1: Controlador éptimo no fragil

El controlador 6ptimo no fragil, definido como k" € R, es un controlador estable
con la maxima d.

Observe que, desde una perspectiva geométrica, calcular el controlador dptimo no
fragil equivale a encontrar las coordenadas k* del centro de la bola euclidiana mas
grande completamente contenida dentro de la region de estabilidad R. Una idea clave
para abordar este problema es la nociéon del centro de Chebyshev. En este contexto,
dado que R es compacto, denotamos la region inestable como U := R? \ R. El centro
de Chebyshev de R es entonces el punto de maxima profundidad, es decir,
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k™ .= arg méx depth (k,U)

donde depth(k,U) denota la distancia Euclidiana desde el punto k al conjunto U (para
maés detalles sobre el centro de Chebyshev, ver [5,9,15|). Este concepto se ilustra en la
Figura (4.7).

Espacio de paramétros

Figura 4.7: El centro de Chebyshev y la bola euclidiana més grande contenida
en el poliedro .

4.2.2. Discretizacion de la frontera de estabilidad

El enfoque para calcular el controlador 6ptimo no fragil k* implica discretizar
la frontera de cruce de estabilidad 7, (tipicamente para un decaimiento exponencial
deseado o). Para realizar esta discretizacion, sea N € N el numero de pares de ganancias
a lo largo de 75, es decir, k,; = ky(w;, 0) ¥ ka; = kq(w;, o) parai=0,1,..., N, donde
w; € () satisface:

wo <wyp <0 <wWn < Wy,

donde wp := 0y wy := wy (o) se define en (4.33). Para un N € N dado, construimos el
conjunto ordenado Q% como:

QN = (Wo, W1, - - -, W, W) - (4.41)

Ademés, cualquier refinamiento N; € N de (4.41) debe tomarse satisfaciendo las
siguientes inclusiones anidadas:

D D D
QNngNngng"'a

para V; < N; < N <---.
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Bajo esta construccion, la discretizacion de 7, se realizard componiendo la matriz Ky, €

, ., P T
R2*(Ni+2) " donde su j—ésima entrada esta dada por el vector k; .= [ kpji kaj } , €S
decir, la matriz Ky, tiene la siguiente estructura:

KNi = [kﬁo,kl,...,k]vi,kwf], (442)
donde ko := ko (o) dada por la Proposicion 4.5 y ku, == [ kpw, kaw, | -

4.2.3. Aproximacion convexa de la region de estabilidad

La discretizacion de 7, produce N; + 2 hiperplanos, definidos como sigue:
Definicién 4.2: Hiperplano [15]

En el espacio de pardametros (k,, kq) un hiperplano se define como el conjunto

Li=keRky=pk, +b;,,,¥5=0,1,..., N;,w; (4.43)
donde
kd,w - kd,
Ho = kf—ko’ bo := kd,wf - H’Okp,cha (444)
P,wf - p70
ki —kaja _ .
pj = ————=—_ b :=kgq; — p;k,;, parajeN. (4.45)

kpj — kpj—1

Cada hiperplano £; particiona el espacio de pardmetros en dos subconjuntos cerrados,
llamados semiespacios cerrados, denotados como H,.; y He; y que se observan en la
Figura (4.8):

HTJ‘ = {k S R2 . kd — ,ujkp Z bj}, (446)
Hej={k € R*: kg — pjk, < b;}. (4.47)

Ahora, usando (4.46) y (4.47), definimos un poliedro convexo ®y,, donde @y, puede
usarse como una aproximacion de la region de estabilidad R, es decir, tal que &, C R.

Definicién 4.3: Poliedros convexos [15]

Un poliedro convexo @y, C R? se define como la interseccién de un nimero finito
de semiespacios cerrados H, ;, He; C R?:

N;
Oy, =V Hr ()i = 1VHy. (4.48)
j=1

Es importante aclarar que, dado que todo semiespacio cerrado es, por definicién, un
conjunto convexo, y considerando que la interseccion de cualquier coleccion de conjuntos
convexos preserva la convexidad [15], el poliedro resultante @, es estrictamente convexo
por construccion. La Figura (4.9) ilustra la construccion de un poliedro convexo mediante
la interseccion sucesiva de sus hiperplanos.
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Espacio de paramétros

- Hy kg —mk, 2b

H;:kd—n1kpsb N

Figura 4.8: Semiespacios H, v Hy forma-

dos por el hiperplano L.

Espacio de paramétros

B LJ
S .
/ \
\
c/ -
A\
£ \
/ \
k V P ‘
d \ 4
\ 4
4
\
’
Lo\ ’
\ /7 L.
\ ’
- - ;
==/
L, b

Figura 4.9: El poliedro ® se define como
la interseccién entre los semiespacios ge-
nerados por los hiperplanos £; para j =
1,2,...,N.

4.2.4. Algoritmo de optimizaciéon convexa para el controlador

6ptimo no fragil

Ahora podemos obtener un controlador éptimo no fragil utilizando el siguiente

resultado:

Proposicién 4.10

Sea R una regién de estabilidad convexa, k* € R y denote por kP € R? el
controlador 6ptimo no fragil. Sea N; € N tal que N; > 2 v k® sea la solucion del

siguiente problema de optimizacion:

maximize: d

st. a] K9+ d|a;ll,<bj, §=0,...,N;wy, (4.49)

1 k5 —
S

Vi=0,1,...,N;wy, (4.50)

con variables d y k9. Entonces, k" satisface la desigualdad

[k = k], > [l = kO

Ademas, haciendo tender i — oo resulta:

, VkeodR (4.51)

2

lim k¥ = ko', (4.52)

Demostracion. Primero, observe que el poliedro @y, puede ser determinado por el

siguiente conjunto de desigualdades:
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oy, = {keR’|Ak < b}, (4.53)

donde A € RWit2)x2, a,jT es la j—ésima fila de la matriz A, y b € RYi*2 esta dada
por b := [pobo, P1b1, P2ba, . .., dN, DN, gbwfbwf]T. De la construccion de @y, observe que
cualquier N; satisface

DOy CR.

Ademas, cualesquiera N; v Ny con i, k € N satisfacen

Py € Py, ER. (4.54)

Asi, (4.51) se sigue directamente de (4.54). Finalmente, notando que

oy, — R,
N,L‘A)OO

obtenemos '
lim k9 = kopt (4.55)
1— 00

]

El Algoritmo 2 presenta el pseudocodigo para aplicar la Proposicion 4.10. Toma como
entrada la curva de cruce de estabilidad discretizada Ty su 0.y estimada (codificada
en la matriz K de (4.42)), una ganancia estabilizante inicial k, y el nimero de lados N
para el poliedro ®. El algoritmo llama primero a GetPCoefficients para generar la
matriz A y el vector b que definen ® (ver (4.53)). Luego utiliza GetChebyshevCenter
para resolver el problema de optimizacion (4.49) basado en el método en [15]. La salida
es el controlador éptimo no fragil k.
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Algoritmo 2: Control 6ptimo no fragil con tasa maxima de decaimiento
exponencial g,,.

Datos: Considere la discretizacion de la curva de cruce de estabilidad 7 con
la tasa maxima de decaimiento exponencial o,, dada por la matriz
K (ver ec. (4.42)), un par inicial de ganancias k = [k, k4] dentro
de la region de estabilidad R y el ntiimero de lados N en el poliedro
.
Resultado: El valor de las ganancias de control k%" = [kt kP 17 que
corresponden a la respuesta 6ptima no fragil del sistema en
lazo cerrado.

Funcién ObtenerCoeficientes (K, k):
Ty < kd,wp—kd,0

Kpyur g —Fp,0
b(O) < _mikp,wf = kd,wf
A(O, Z) <— [—mo, 1]

parai € (1,2,..., N;,ws) hacer

m; < % // Pendiente del i-ésimo hiperplano
bi = —mik:pvi + k‘dﬂ‘ // Interseccién en y
si l%d — b; < 0 entonces

| ¢+ 1
sino
| ¢« —1
fin
A(i,:) = ¢[=mi, 1]
b(i) < b;

fin
retornar A, b

fin

Funcién ObtenerCentroChebyshev( A ,b):
x* < max d(k) // d detinido por (4.40)
s.a. a; k* + d(k)||as||2 < b; con variables d(k) y k*
r < d(x*)
retornar x*,r
fin
k « x*

retornar k = [k, k4"
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Resultados numeéricos y experimentales
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. J

Con el fin de ilustrar la aplicacion y el alcance practico de los resultados tedricos ob-
tenidos, en este capitulo se presenta un estudio numérico sobre un modelo longitudinal
simplificado de una aeronave tipo tilt-rotor. El caso de estudio incorpora parametros
identificados experimentalmente, incluyendo la dindmica del servomecanismo y retar-
dos efectivos de actuacion, con el objetivo de contrastar la teorfa con un escenario
representativo de implementacion. En particular, se construyen las curvas de cruce
y regiones de estabilidad en el espacio de parametros (k,, k;) para los subsistemas
con retardo, se analiza la contracciéon de dichas regiones al incrementar 7, y se evaliia
la o-estabilidad mediante la determinaciéon de 0,4. Con base en estas regiones, se
calculan controladores PD 6ptimos no fragiles y se valida su desempeno mediante
simulaciones en lazo cerrado, tanto en regulacion a referencias constantes como en
seguimiento de trayectorias, destacando el compromiso entre rapidez de convergencia y
esfuerzo de control bajo restricciones fisicas de los actuadores.

5.1. Modelo Longitudinal de un bi-rotor de tipo T%lt-
Rotor

Esta seccion introduce el caso de estudio utilizado para aplicar y validar la metodo-
logia desarrollada en el capitulo anterior. Se considera un modelo dindmico reducido de
un vehiculo aéreo bi-rotor de rotores inclinables (tilt-rotor), restringido al movimiento
longitudinal en el plano z—2 y a la dinamica de cabeceo . La motivacion de este
modelo es doble: por un lado, conserva el acoplamiento esencial entre traslaciéon y
orientacion caracteristico de la dinamica longitudinal; por otro, permite incorporar
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de forma explicita los retardos de actuacion asociados al mecanismo de inclinacion,
asi como la dindmica identificada del servomecanismo, aislando el efecto del retardo
sobre la estabilidad y el desempeno. A partir de la linealizacion del modelo se obtienen
subsistemas con y sin retardo, lo que facilita aplicar directamente las proposiciones de
curvas de cruce, regiones de estabilidad y o-estabilidad, ademés de evaluar el diseno
no fragil mediante el centro de Chebyshev.

Para la derivacion de las ecuaciones de movimiento, se adoptan las siguientes
hipétesis de simplificacion:

1. Restriccion de movimiento: el movimiento esta confinado al plano z—z, per-
mitiendo desplazamientos a lo largo de los ejes x y 2, asi como variaciéon de
la orientacion mediante el angulo de cabeceo 6. En consecuencia, los estados
laterales (y, ¢, 1) y sus derivadas se consideran nulos.

2. Ntamero reducido de actuadores: como resultado de la restriccion longitudinal,
inicamente se consideran activos los rotores 1 y 4, como se ilustra en la Figura 5.1.

3. Mecanismo de inclinaciéon acoplado: Ambos rotores comparten el mismo
angulo de inclinacion, tal que 8, = 4 = .

4. Cuerpo rigido: La estructura del vehiculo se asume indeformable, con masa m
e inercia constante I,.

5. Aproximacion de angulo pequeno: se asume operacion cercana al equilibrio
de hover (vuelo estacionario); por tanto, # y § permanecen lo suficientemente
pequenos para justificar la linealizaciéon posterior.

6. Modelo del servomecanismo: la inclinaciéon del rotor se modela mediante la
dindmica del servomotor, incorporando explicitamente el retardo de actuacion 7
dentro del sistema de ecuaciones.

5.1.1. Derivaciéon del modelo simplificado

Con el objetivo de aislar la dindmica longitudinal y facilitar el diseno de las leyes
de control, se propone un modelo reducido restringido al plano vertical X; — Z;. Como
se ilustra en la Figura 5.1, esta simplificaciéon asume simetria estructural y desprecia
los movimientos laterales y de guinada, reduciendo el sistema a tres grados de libertad:
posicion horizontal x, altitud z y angulo de cabeceo . De la restriccion de movimiento
longitudinal en el plano z—z se tiene 3 = 0. Adicionalmente, la orientacion del vehiculo
queda parametrizada por un tnico grado de libertad, el 4ngulo de cabeceo 6 (rotacion
alrededor del eje y). En consecuencia, la matriz de rotaciéon del marco cuerpo b al
marco inercial 7, restringida al plano x—z, se expresa como:

—sinf cos® (5.1)

R, (0) = [cose sin&}‘

A partir de la Ecuacion (2.33), la dindmica traslacional en el marco inercial se
escribe de forma simplificada como:
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Ty
"eay mb

Zr4 \__:

Zb

Figura 5.1: Diagrama de cuerpo libre del bi-rotor tipo tilt-rotor. Se ilustra el
cambio de orientacién de los vectores de fuerza de empuje f; y fs1 en funciéon
del angulo de inclinaciéon § y la orientacién de cabeceo 6.

m - m +%Ry(9) {%ﬂ (5.2)
~ ——

g Ty

donde m es la masa total y T}, denota el vector de fuerzas de empuje en el marco
cuerpo.

Para el movimiento rotacional, dado que tinicamente existe rotaciéon alrededor
del eje y, se cumple w, = 0y w, = 0, con w, = [0 0 O}T. En este caso, de la
Ecuacion (2.33), se observa que el término —w;, X Jwy, se anula, y los efectos giroscopicos
T4 se despreciaran en el modelo simplificado. Por tanto, la dinamica de cabeceo queda

dada por:

0 = ]—Tg, (53)

vy

donde I, es el momento de inercia alrededor del eje y y 7y es el par alrededor de dicho
eje.

Por otro lado, a partir de la matriz de asignacion (Ecuacion (2.48)) y de la geometria
del vehiculo, ver Figura 5.1, con dos rotores ubicados en l,; = d y l,4 = —d, y angulos
de inclinacién iguales 5, = 84 = (3, se define el vector de entradas virtuales como:

T, —sinff  —sinf
u:= |1, | =|—cosff —cosf {fl} , (5.4)
Ty dcosf3 —dcosf J1

donde f; y fi4 son las magnitudes de empuje generadas por cada rotor. Definiendo
Ur .= fi+ f1 vy Ua := fi — f4, y sustituyendo en las ecuaciones traslacionales y
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rotacionales, se obtiene el siguiente sistema no lineal simplificado:

= —&sin(ﬁ +0),
m

F=g— % cos(f8 +0), (5.5)

Ty, = dUa cos 3.

Para el diseno de las leyes de control lineal (estructuras clasicas como PD, PI o PID), se
asume que el vehiculo opera en la vecindad del punto de equilibrio de vuelo estacionario
(hover). En este régimen operativo, los dngulos de cabeceo () y de inclinacion de
los rotores () son suficientemente pequenas para justificar el uso de aproximaciones
de primer orden. En particular, para el desarrollo de este trabajo se define un rango
de operacion acotado en el intervalo [—15°,15°], suficiente para la realizacion de las
tareas de vuelo propuestas. Por lo tanto, se aplican las siguientes simplificaciones
trigonométricas:

sin(y) ~ v, cos(y) =~ 1. (5.6)
A partir de lo anterior, la dindmica acoplada se reduce, y el modelo linealizado resultante

que describe el comportamiento del vehiculo multirrotor en la cercania del punto de
operacion es:

U
i=——(0+5),
m
U
é:g—ET, (5.7)
d
6 =—"Un.
Iyy

5.2. Estructuras de control

Esta seccion describe la estrategia para la estabilizacion del vehiculo tilt-rotor en
sus coordenadas longitudinales (z, z) y de orientacion (#), empleando controladores de
bajo orden sobre el modelo linealizado expresado por el sistema de ecuaciones (5.7).
Para abordar el acoplamiento inherente del sistema, el diseno se estructura bajo un
enfoque de desacoplamiento secuencial, dividiendo la tarea en dos etapas: (i) un lazo
interno para el control concurrente de la altitud z y el cabeceo 6, y (ii) un lazo externo
posterior para el control de la posicién lateral x, asumiendo la convergencia previa de
la primera etapa.

5.2.1. Lazo de altitud y orientaciéon (Subsistema p)

Para controlar simultdneamente la posicion vertical y la orientacion, se define el
vector de estado del subsistema como p := [0 2]". Recordando que el empuje total
es Ur = f1 + f2 y el torque es proporcional a la diferencia de los rotores, la dinamica
extraida del sistema de ecuaciones (5.7) puede reescribirse en forma matricial como:

D= gy + Ayu, (5.8)
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donde los vectores y la matriz de acoplamiento se definen como:

_ 10 uoe |1 _ |
S ) O R T

Para linealizar y desacoplar este subsistema, se propone la siguiente ley de control:

u= A (—go + vp), (5.10)

donde v, = [vg v,]" es un vector de entradas virtuales de control. Al sustituir la

Ecuacion (5.10) en la Ecuacion (5.8), se obtiene el sistema desacoplado j = v,. En el
dominio de la frecuencia, las entradas virtuales se definen mediante leyes de control
lineal de la forma V' (s) = C(s)E(s).

Considerando que los sensores inerciales presentan un retardo de medicion 7y, la
matriz de transferencia de lazo cerrado resultante se expresa como:

p(s) = {Geo(s) GZO(S)} P, (), (5.11)

con funciones de transferencia individuales dadas por:

B O@(S)

Gol9) = e (5.12)
. C.(s)

G-(9) = T 6 Bk (5.13)

Dada la estructura de doble integrador en G,(s), se propone C,(s) como un contro-
lador PD clasico, sintonizado mediante asignaciéon de polos. Por su parte, la presencia
del término trascendente en Gy(s) exige que el controlador Cy(s) sea diseniado contem-
plando explicitamente el retardo 7y > 0, tarea que se abordara en la siguiente seccion
utilizando el marco metodologico de la o-estabilidad.

5.2.2. Lazo de traslacion lateral (Subsistema )

El control de la posiciéon x se aborda bajo la suposicion de que el subsistema p
ha convergido a su estado estacionario. En esta condicion, el empuje total requerido
para mantener el vuelo compensa exactamente a la gravedad (Ur &~ mg, asumiéndolo
constante). Asimismo, si el objetivo primario de # era mantener la horizontalidad o
apuntar a una referencia fija, se asume 6 ~ 0 para efectos de la traslaciéon pura.

Bajo estas premisas, el movimiento lateral queda gobernado exclusivamente por el
angulo de inclinaciéon de los rotores (). Aplicando la transformada de Laplace a la
primera ecuacion de (5.7), la dinamica se simplifica a:

U
$2X(s) = ——f(s). (5.14)
m
Sustituyendo el modelo dinamico del servomotor (Ecuacion (2.52)) en la expresion

anterior, se incorpora el retardo mecanico de actuacion 7,:

2 X (s) = —%M(s)em&(s), (5.15)
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a) Subsistema P
x €x ﬁr er ,B: : X
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1 '
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b) Subsistema X

Figura 5.2: Diagramas de bloques de los subsistemas: a) Subsistema de
P. Describe la dinamica de la posiciéon a lo largo del eje z y la orientaciéon en
funcion del angulo de cabeceo 6, dentro de la cual se considera un retardo de
retroalimentacion. a) Subsistema de X. Describe la dinamica de la posicion a
lo largo del eje z. En este sistema se considera el efecto del retardo de actuacion
del servomecanismo de inclinacion.

donde f,.(s) es la senal de control comandada al servo. Para compensar la ganancia del
sistema fisico y el cambio de signo, se selecciona la siguiente ley de control:

m
Br(s) = =7 Cals) Eu(s). (5.16)
T
Sustituyendo la Ecuacion (5.16) en la Ecuacion (5.15), la funcion de transferencia
en lazo cerrado para la posiciéon horizontal resulta:
M(s)Cyp(s)e ™
s2 4+ M(s)Cy(s)e=sm"

Go(s) = (5.17)

La arquitectura de este ambos lazos de control se ilustran en los diagramas de la
Figura 5.2. Al igual que en el caso del cabeceo, el diseno de C,(s) debera garantizar la
estabilidad y el margen de decaimiento ante la presencia de 7,.
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5.3. Analisis de estabilidad

En esta secciéon se aplica la metodologia propuesta en el capitulo anterior al sistema
longitudinal del tilt-rotor descrito al inicio del presente capitulo. En particular, primero
se calculan las curvas de cruce de estabilidad de los subsistemas; posteriormente, se
evaliia su o-estabilidad y se determina la tasa mdzima de decaimiento exponencial. Con
base en dichos resultados, se estiman los controladores 6ptimos no fragiles y, finalmente,
se valida el desempeno del controlador propuesto mediante simulaciones en lazo cerrado,
considerando tanto la regulacién ante referencias constantes como el seguimiento de
trayectorias.

A partir del modelo linealizado presentado en la secciéon anterior, se identifican tres
subsistemas dindmicos: la dindmica de cabeceo (Gy), la dindmica de altura (G,) y la
dindmica longitudinal (G,). El disefio se realiza mediante un controlador PD de la
forma C'(s) = k, + kgs, con el proposito de garantizar la estabilidad del lazo cerrado
en cada subsistema. Notese que las ecuaciones caracteristicas asociadas presentan la
misma estructura que las analizadas en el capitulo anterior: el subsistema G (s) conduce
al caso sin retardo (7 = 0), descrito por la ecuacién caracteristica (4.3); mientras
que los subsistemas G, (s) y Gg(s) corresponden al caso con retardo de actuacion y
de retroalimentacion (7 > 0), respectivamente, descrito por la Ecuacion (4.4). En
consecuencia, los resultados establecidos en el capitulo anterior son directamente
aplicables al calculo de curvas de cruce, a la caracterizacion de o-estabilidad y a la
obtencion de la tasa méxima de decaimiento para estas tres estructuras.

L - ik LD LU LE/L
Regién de estabilidad
subsistema - 9
40t
kq
Regién de estabilidad
20¢ subsistema - =
7 = 0.018
(013 79 = 0.030
0 200 kp 400 600

Figura 5.3: Curvas de estabilidad bajo retardos nominales: 7, = 0,018 y
79 = 0,030.

5.3.1. Regiones de Estabilidad.

Para analizar la estabilidad de los sistemas con retardo descritos por las funciones
de transferencia G,(s) y Gy(s), se incorporan los parametros del modelo de servomotor
y los retardos de actuacion identificados experimentalmente. Los valores empleados en
el estudio se resumen en la Tabla 5.1.
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Tabla 5.1: Parametros de los servomotores y retardos del sistema.

Descripciéon Simbolo Valor

Retardos de tiempo
Retardo en x Tu 0.018 s
Retardo en 6 To 0.030 s

Coeficientes servomotor

Numerador b 0.4
bo 6.0
Denominador Qo 0.06
aq 1.0
Qo 6.0

Usando las Proposiciones 4.1 y 4.2, se obtienen las ecuaciones paramétricas (k,(w),
ka(w)) v k,(0), las cuales permiten trazar las curvas de cruce de estabilidad asociadas
a G,(s) v Gy(s). Dichas curvas, mostradas en la Figura 5.3 para los valores nominales
de retardo, particionan el plano de ganancias (k,, kq) en regiones sobre las cuales la
estabilidad puede determinarse mediante la funcion de direccién de cruce 6, aplicando
la Proposicion 4.3. En consecuencia, se definen las regiones de estabilidad de cada
subsistema (4reas sombreadas en la Figura 5.3), de manera que cualquier eleccion de
(kp, kq) en su interior garantiza estabilidad para el retardo considerado.

Como se observa en la Figura 5.3, aunque ambos subsistemas comparten la misma
estructura de ecuaciéon caracteristica, sus dindmicas, capturadas por los polinomios
N(s) y D(s), determinan la geometria y el drea de la region de estabilidad. En el caso
particular considerado, a pesar de que el subsistema Gy(s) presenta un retardo nominal
mayor, su region de estabilidad resulta mas amplia que la correspondiente a G,(s), lo
cual evidencia que el tamano de la regiéon no estd determinado tnicamente por 7, sino
también por la dinamica propia de cada subsistema.

o
183 N

- . . 2
3 o kpze] 133.3 000 kOOO
5530 200 6000 P

kq 37

(a) Subsistema x con 7 € [0,01, 1]. (b) Subsistema 6 con 7 € [0,01, 1].

Figura 5.4: Analisis de estabilidad de los subsistemas retardados x y 6. (a)
Mapa de estabilidad 3D para el subsistema x a través de un rango de valores de
retardo. (b) Mapa de estabilidad 3D para el subsistema 6 a través del mismo
rango de retardo.
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Para examinar el impacto del retardo sobre las regiones de estabilidad, las Figu-
ras b.4a y 5.4b muestran la evolucién de dichas regiones para los subsistemas = y 6
conforme el retardo varfa en el intervalo 7 € [10ms, 1s|. En ambos casos, el incremento
del retardo contrae progresivamente la region de estabilidad hasta su eventual desapa-
ricién. Asimismo, se observa que cada subsistema admite un retardo maximo distinto
antes de perder la estabilidad, lo cual subraya la necesidad de incorporar explicitamente
el retardo de tiempo en el analisis de estabilidad y en el diseno del controlador.

5.3.2. Sigma establidad

A continuacién, analizamos como el parametro o influye en las regiones de estabilidad
de los sistemas con retardo. Para este analisis, los retardos de tiempo se fijan en sus
valores nominales: 7,= 0.018 y 79 = 0.030 . Evaluamos tres valores representativos
de o para cada subsistema. Aplicando la Proposicion 4.4, derivamos las ecuaciones
paramétricas correspondientes que definen las curvas de cruce de estabilidad en funcion
de w y o. Las regiones de estabilidad resultantes se ilustran en las Figuras 5.5a y 5.5b,
las cuales muestran claramente que las regiones de estabilidad se contraen a medida
que o aumenta, tal y como se plantea en la Proposicion 4.6.

Delay =0.018 seg

Delay = 0.030 seg

200 kp 400 600

(a) Regiones de estabilidad para el subsistema (b) Regiones de estabilidad para el subsistema
x con retardo fijo 7, = 0.018 . # con retardo fijo 79 = 0,030.

Figura 5.5: Regiones de estabilidad de los subsistemas = y 6 para valores
variables de o, con retardos de tiempo mantenidos constantes en sus valores
nominales.

5.3.3. Tasa maxima de decaimiento exponencial

Como se discutio en el capitulo anterior, los sistemas con retardo presentan un
limite superior para la tasa de decaimiento exponencial alcanzable. Los subsistemas
considerados ilustran las dos situaciones descritas previamente: para el subsistema
Go(s) es posible obtener un valor especifico de oy,,4¢, mientras que para G,(s) el analisis
conduce a un conjunto compacto R, C R? asociado a la region de estabilidad de area
minima.

En particular, al aplicar la Proposicion 4.7 al subsistema 6 con retardo nominal
79 = 0,030, se obtiene una tasa maxima de decaimiento o5, = 19,52. Para validar
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este resultado e ilustrar la influencia de o sobre la estabilidad, se calcularon las regiones
de estabilidad para o € [0, omsx] manteniendo fijo el retardo nominal. El panorama
resultante se muestra en la Figura 5.6.

0
13 6.7
133
-2.7
. . 20
- 0
17 /20 216.7
ky 233 "4 kp kq 55 650 4333
35 60
(a) Regiones de estabilidad para el subsistema (b) Regiones de estabilidad para el subsistema
x con o € [0,4,0476] y un retardo fijo 7, = 0 con o € [0,19,52] y retardo 79 = 0,030 s.
0,018s.

Figura 5.6: Regiones de estabilidad para los subsistemas x y 6 bajo un retardo
de tiempo fijo 7 y un ¢ variable.

En contraste, el subsistema x presenta un comportamiento distinto: los parametros
del controlador asociados al incremento de o no convergen a un tnico punto conforme
0 — omsx. Para caracterizar este fenémeno, se calcularon regiones de estabilidad para
valores crecientes 07 < 09 < 03 < 04 y se construy6é un lugar de las raices con el fin
de ilustrar la evolucion de los polos dominantes. Los resultados se presentan en la
Figura 5.7.

Para precisar el comportamiento de los polos dominantes, la Figura 5.7(b) traza
explicitamente la trayectoria de las raices mas a la derecha en el plano complejo a
medida que los parametros del controlador varian a lo largo de la ruta roja resaltada en
la Figura 5.7(a). Los valores de o empleados para calcular las regiones de estabilidad en
la Figura 5.7(a) se indican mediante lineas discontinuas verticales en la Figura 5.7(b).

Como se ilustra en la Fig. 5.7(a), el incremento de o de 0y a o3 contrae la region de
estabilidad. De manera relevante, para o4 la region comienza a expandirse; sin embargo,
dicha expansion no implica una mejora en la tasa de decaimiento, como se evidencia en
la Fig. 5.7(b). En particular, tres de los cuatro polos (trayectorias azul, verde y roja)
se desplazan hacia la derecha, lo que reduce el margen disponible respecto a la recta
vertical R{s} = —o. En o3 todos los polos permanecen a la izquierda de R{s} = —o3,
por lo que la configuracion es valida. En cambio, en o4 al menos dos polos cruzan hacia
la derecha de R{s} = —oy4, indicando que oy,4, debe ubicarse en el intervalo (o3, 04). El
valor preciso o4, se alcanza cuando los polos dominantes mas a la derecha satisfacen
R{s} = —omsx; cualquier incremento adicional de ¢ provoca que al menos un polo
ingrese al semiplano inestable.

Como se discuti6é anteriormente, para el subsistema x las regiones de estabilidad
no convergen a un unico punto, sino que tienden a un conjunto compacto de area
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4'2Akd ‘ ' ' " 5F \___‘(___._/—O 1
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4.1 : 3
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4.05} >
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3.95}
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3.9}
-3.85 ; 1
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Figura 5.7: a) Regiones de estabilidad en el espacio de parametros y b)
comportamiento de las raices del polinomio caracteristico para el subsistema x
usando diferentes valores de o donde 01 < 09 < 03 < 04.

minima. Para calcular el valor exacto de 0,4 se emplea el Algoritmo 1, derivado de la
Proposicion 4.8. La Tabla 5.2 muestra cinco iteraciones representativas, incluyendo el
valor actual oy, el area correspondiente ¥(oy) y el error relativo e,.

En la iteracion 18, el algoritmo alcanza el menor error relativo, obteniéndose la
estimacion final o5, = 4,0476 . La Fig. 5.8 muestra la relacién entre o y el area
Y(oy), confirmando que el valor obtenido satisface la condicion establecida en (4.37).
Finalmente, la Fig. 5.6b presenta las regiones de estabilidad del subsistema x para
o € [0,4,0476].

k-iter oy ¥(or) Error | %] 187
3.750 2.38 33.3 161
7 3.984 1.26 1.96 Zes
11 4.038 1.09 0.12 = 1.4t
15 4.042 1.08 0.0075
1.2+
18 4.047 1.0732 0.0003
Nota: Error = <7‘%7;:“71‘ X 100> 1t ”W{': —

B . 385 39 395 4 405 41 4.15
Tabla 5.2: Desempernio del Algoritmo 1 para el célculo de o 4. o

Figura 5.8: Sigma (o) vs. el area de estabilidad (¢).
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5.3.4. Controlador Optimo No Fragil

Esta seccion se centra en el calculo de la ganancia éptima k°P* asociada a una region
de estabilidad delimitada por un conjunto de curvas de cruce de estabilidad 7, para
los subsistemas x y 6. Para ello, se consideran los retardos nominales 7, = 0,018s y
79 = 0,030, asi como el caso o = 0 en ambos subsistemas. Las curvas de cruce T, y Ty,
junto con sus regiones de estabilidad asociadas, se obtuvieron en la secciéon anterior y
se muestran en la Fig. 5.3.

Con el fin de construir el poliedro que encierra estas regiones de estabilidad, se
calculan los parametros m; y b; que definen cada hiperplano (recta) para:=1,..., N,
empleando los puntos de cruce de T, y Ty, de acuerdo con las Ecs. (4.43)—(4.45). Estas
constantes permiten representar la regiéon como interseccion de semiespacios, segin la
Ecuacién (4.53). A partir de esta representacion, la ganancia éptima k°" se obtiene
resolviendo el problema de optimizacion lineal establecido en la Proposicion 4.10. El
Algoritmo 2 resume el procedimiento completo, mientras que las Figs. 5.9 y 5.10
proporcionan visualizaciones complementarias del efecto de la discretizacién sobre la
region aproximada.

14.6 [

144} 1
142

14

138} .

& 136+ g
134 4
132

13+ 1

128 l J
126 : ~ - : : : -
0

20 40 60 N 80 100 120

Figura 5.9: Numero de hiperplanos (N) que delimitaron la region de estabilidad
vs la profundidad del centro de Chebyshev d(k) calculada por el Algoritmo 2.

La Fig. 5.9 muestra que, al incrementar el ntimero de hiperplanos (), la profundidad
del centro de Chebyshev d(lAc) converge hacia un valor practicamente constante. Para
valores pequenos de N, la estimaciéon de d(l%) presenta variaciones apreciables debido a
la aproximacion inicial burda de la regiéon de estabilidad. Conforme N aumenta, las
mejoras se vuelven marginales y d(fc) se estabiliza. Por su parte, la Fig. 5.10 ilustra, para
el subsistema x con ¢ =0y 7, = 0,018, como el aumento de N refina la aproximacion
de las curvas de cruce y modifica la profundidad calculada del centro de Chebyshev.

Como resultado de la aplicaciéon de esta metodologia, se obtuvieron las ganancias
optimas para los controladores PD de los subsistemas z y 6, considerando sus retardos
nominales y dos especificaciones de desempeno: ¢ = 0 y 0 = o4, Las ganancias
resultantes se resumen en la Tabla 5.3. Asimismo, las Figs. 5.11b y 5.11a ilustran los
resultados obtenidos. En dichas figuras se muestra, dentro de cada regién de estabilidad,

el disco euclidiano maximo centrado en la ganancia 6ptima k°"". Esta eleccion reduce
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N=3,d [E) — 12.6098 N=5.d (I) = 14.1005
fi'ﬂr krf
30 30
20 20
10 10

0 20 40 Ky 0 20 40 k,

N=09d (E) — 143639 N=17d (I) = 144736
kri kd )
30 30

20 20

10 10

0 3> 0 e
0 20 40 k,

Figura 5.10: Regiones de estabilidad para el subsistema x calculadas para
diferentes nimeros de hiperplanos (N) y el circulo Euclidianos més grande
yaciendo en esta regiom.

la fragilidad del controlador, al permitir desviaciones paramétricas de implementacion
sin pérdida de estabilidad. Las diferencias en el desempeno temporal de los subsistemas
al emplear estas ganancias se discuten en la Secciéon Desempeno del seguimiento de
trayectoria.

Tabla 5.3: Ganancias 6ptimas de los controladores PD para los subsistemas x

y 0.
Subsistema Retardo nominal o k, kq
Ga(s) 7, = 0,018 s 0 14.491 16.542
‘ -4.043 7127 4.148
G (s) 79 = 0,030 s 0 25.62  26.41

-19.5 1239 1731
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o
K™=(14.49,16.54)

0=-4.043

K"'=(7.12, 4.14

6 6.5 7 7.5

kp

(a) Ganancias 6ptimas para dos regiones de
estabilidad del subsistema x bajo un retardo
7 = 0,018 s.

o=0
60
50
20
kg 30
O | k™=(25.62,26.41)
20
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0
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0=-19.52
19
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ka 17 K"=(123.9,17.31)
16.5
16
155
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(b) Ganancias 6ptimas para dos regiones de
estabilidad del subsistema 6 bajo un retardo
79 = 0,030s.

Figura 5.11: Ganancias 6ptimas para los subsistemas x y 6. Las ganancias
6ptimas son los centros de las bolas Euclidianas més grandes dentro de cada

region de estabilidad.

5.3.5.

Desempeno del seguimiento de trayectoria

Se realizaron simulaciones de la respuesta temporal del sistema completo con el fin
de validar los resultados analiticos presentados en las secciones anteriores. La Tabla 5.4
resume los parametros fisicos considerados, asi como las ganancias de control empleadas

en las simulaciones.

Tabla 5.4: Parametros fisicos y ganancias de control utilizadas en la simulacién.
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Descripcion Simbolo Valor
Pardmetros Fisicos

Masa del vehiculo m 1.0 kg
Momento de inercia (y) I, 0.02 kg-m?
Longitud del brazo l 0.10 m
Aceleracion de la gravedad g 9.81 m/s?
Ganancias de Control PD

Subsistema longitudinal (z)  k,,, ks,  14.491, 16.542
Subsistema de cabeceo (6) kpy s ka, 25.62, 26.41
Subsistema de altura (z) kp, , ka, 16.0, 8.0
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En el primer conjunto de simulaciones, la tarea de control consiste en moverse desde
las condiciones iniciales z(0) = 0, z(0) = 0 y 6(0) = 5° hacia un punto de referencia
constante definido por x, = 2, 2z, = 3 y 6, = 0, manteniendo posteriormente dicha
referencia. Los resultados se presentan en la Fig. 5.12, donde se muestran las respuestas
temporales de los estados del sistema. En la fila superior se emplean las ganancias
o6ptimas no fragiles obtenidas para o, = gy = 0. En la fila inferior se emplean las
ganancias asociadas a la méxima tasa de decaimiento exponencial, manteniendo el
mismo criterio de diseno no fragil dentro de las regiones o-estables correspondientes.

Como se observa en la Fig. 5.12, el objetivo de control se alcanza en ambos casos.
No obstante, la convergencia al punto de referencia es méas réapida al emplear las
ganancias asociadas a oysy, en los subsistemas con retardo (z y ). Cabe destacar que
la especificaciéon ¢ no se impuso al subsistema z, el cual corresponde al caso sin retardo;
por tanto, su desempeno permanece esencialmente inalterado entre ambas simulaciones.
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Figura 5.12: Respuesta temporal del movimiento longitudinal para el tilt-rotor.
Graficas superiores: se usan las ganancias 6ptimas calculadas para o, =0y
o9 = 0. Gréaficas inferiores: se usan las ganancias 6ptimas calculadas para la
tasa maxima de decaimiento exponencial 7,4 .

Para el segundo conjunto de simulaciones, la tarea de control consiste en el se-
guimiento de trayectoria a lo largo de una ruta tipo flor definida por las ecuaciones
paramétricas

() =545 St 7t () =545 omt\ . 7t
= COS| — | coS | — = COS| — | S —_— .
. 100 00) 100 ) ™™ \ 100

La Fig. 5.13 presenta las respuestas temporales de los estados del sistema (z, z y 0)
y las entradas de control requeridas para seguir la trayectoria deseada. Con el fin de
evitar demandas impulsivas de control al inicio, la referencia se construye incorporando
una curva spline que conecta suavemente el origen con el punto inicial de la trayectoria
tipo flor. Como se observa en la Fig. 5.13, el sistema sigue de manera satisfactoria
la ruta de referencia mientras las senales de control se mantienen dentro de limites
factibles.
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La Figura 5.13 presenta las respuestas temporales de los estados del sistema (z, z, y )
y las entradas de control correspondientes requeridas para seguir la trayectoria deseada.
Para asegurar que las entradas de control permanezcan dentro de las limitaciones fisicas
del sistema, la ruta de referencia comienza con una spline que conecta suavemente el
origen con el inicio de la trayectoria de la flor. Como se muestra en la Figura 5.13, el
sistema sigue exitosamente la ruta de referencia, mientras que las senales de control
permanecen dentro de limites aceptables y realizables.
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Figura 5.13: Analisis de trayectoria tipo flor. Izquierda: senales de estado y
control. Derecha: ruta de la trayectoria.

Aunque los resultados de la Fig. 5.13 muestran un desempeno de seguimiento
razonablemente bueno, es relevante analizar el efecto de seleccionar ganancias asociadas
a tasas de decaimiento elevadas. En particular, las ganancias k°°* obtenidas para
Or = Ozmax =~ 4,05y 09 = Opmax ~ 19,52 producen una respuesta méas rapida; sin
embargo, dicha especificacion no impone restricciones explicitas sobre el esfuerzo de
control. Esta limitaciéon se evidencia en la Fig. 5.14, donde se compara el seguimiento
y el esfuerzo de control para tres conjuntos de ganancias calculados con distintos
valores de o. En particular, el uso de ganancias asociadas a un valor de o elevado,
aunque mejora la rapidez de seguimiento, conduce a entradas de control excesivas y
potencialmente inviables desde el punto de vista de saturaciéon de actuadores.

En consecuencia, si bien maximizar ¢ puede interpretarse como una estrategia para
acelerar la dindmica dominante, no captura restricciones practicas tales como limites de
actuadores. En muchos casos, seleccionar valores intermedios o € (0, opm4x) proporciona
un compromiso més conveniente entre desempeno y factibilidad. De hecho, la Fig. 5.14
confirma que es posible alcanzar un seguimiento satisfactorio con valores reducidos de
o en los subsistemas x y #, manteniendo simultdneamente el esfuerzo de control dentro
de rangos aceptables.

Por lo tanto, mientras que maximizar la tasa de decaimiento puede servir como
una estrategia para mejorar la velocidad de respuesta, no toma en cuenta restricciones
practicas como los limites de los actuadores. En muchos casos, seleccionar un valor de
0 € (0, 0max) ofrece un equilibrio méas deseable entre rendimiento y factibilidad. De
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Figura 5.14: Respuesta temporal del movimiento longitudinal del cuadricép-
tero basculante usando tres conjuntos de ganancias de controlador, cada uno
calculado para un valor diferente de o. La figura ilustra el compromiso entre el
rendimiento de seguimiento y el esfuerzo de control.

hecho, la Figura 5.14 confirma que se puede lograr un comportamiento de seguimiento
satisfactorio con valores reducidos de ¢ en los subsistemas x y 6, manteniendo al mismo
tiempo los esfuerzos de control dentro de limites aceptables.

5.4. Plataforma experimental y validacién preliminar

Aunque el enfoque principal de este trabajo radica en la sintesis geométrica y
optimizacién de leyes de control robustas ante retardos, la viabilidad fisica de estas
metodologias descansa sobre una arquitectura de hardware y software capaz de operar
en tiempo real. Debido a la complejidad inherente de la dindmica de vuelo libre, durante
las etapas tempranas de esta investigacion se desarrollé una plataforma experimental
de evaluacion. El objetivo de esta fase fue caracterizar la instrumentacion, implemen-
tar rutinas de estimacion de estado y validar arquitecturas de control clasicas que
permitieran aislar y cuantificar los retardos del sistema.

5.4.1. Banco de pruebas de orientacién y vehiculo aéreo

La validacion experimental de las leyes de control de orientacion requiere de una
plataforma capaz de aislar la dindmica rotacional del vehiculo de su dinamica traslacio-
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nal. Durante el desarrollo de esta investigacion, se trabajo de forma experimental con
tres configuraciones de aeronaves: un hexacoéptero, un birotor de rotores inclinables
(tilt-rotor) y un cuadricoptero convencional. No obstante, debido a su simetria estruc-
tural y madurez tecnologica, las pruebas de validacion de estimacion y de leyes de
control presentadas en este trabajo se concentraron primordialmente en la plataforma
de cuatro rotores, la cual se ilustra en la Figura (5.16).

La validacion experimental de las leyes de control de orientacion exige una plataforma
capaz de aislar la dindmica rotacional del vehiculo de su dindmica traslacional. Como
se establecié en el modelado matemético, el multirrotor es un sistema subactuado
por lo que su posicion depende de la orientaciéon del mismo; por lo tanto, cualquier
variacion en los angulos de orientacion (¢, 6,1)) induce inmediatamente un cambio en
la traslacion espacial.

Garantizar un desempeno robusto y estable en el lazo de control de orientacion es
un requisito indispensable antes de abordar el seguimiento de trayectorias lineales. Para
satisfacer este requerimiento y garantizar la integridad fisica de la aeronave durante
la sintonizacién preliminar de los controladores, se disené e instrument6 un banco de
pruebas de orientacion de tres grados de libertad (3-GDL).

Este mecanismo, basado en un soporte de cardan (tipo giroscopio), proporciona
al vehiculo aéreo total libertad de rotaciéon en sus tres ejes principales, pero restringe
por completo sus desplazamientos de traslacion. El ensamble mecanico, ilustrado en la
Figura 5.15, estd compuesto por los siguientes elementos estructurales:

= Aro exterior: Articulado a la base fija, permite la rotaciéon alrededor del eje
vertical z, emulando el movimiento de guinada (yaw, 1)).

= Aro interior: Acoplado ortogonalmente al aro exterior, provee el eje de rotacion
alrededor del eje longitudinal x, correspondiente al movimiento de alabeo (roll,

P)-

» Eje central (Barra interna): Sujeta rigidamente al centro de masa del multi-
rrotor y articulada al aro interior, facilita el movimiento sobre el eje transversal
y, definiendo el dngulo de cabeceo (pitch, 0).

De manera complementaria a la restriccién cineméatica, la estructura del banco
de pruebas fue instrumentada con un sistema de medicién mecanica auxiliar para los
desplazamientos angulares en cada uno de los ejes. Este subsistema de calibracion
permite obtener referencias fisicas absolutas, las cuales resultan fundamentales para
corroborar y validar la precision de las estimaciones arrojadas por la Unidad de
Medicion Inercial (IMU) y los algoritmos de fusion sensorial abordados en las secciones
posteriores.

5.4.2. Evoluciéon y diseno de la arquitectura electréonica

A lo largo del desarrollo de esta investigacion, la arquitectura de hardware evoluciond
progresivamente para satisfacer las demandas computacionales y de retardo del sistema,
transitando por tres etapas fundamentales de validacion.
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Figura 5.15: Banco de pruebas de orientaciéon basado en el soporte de cardén.
FEl mecanismo dota al multirrotor de tres grados de libertad de orientacion
(¢,0,1) mientras anula la dindmica de traslacion, garantizando un entorno
seguro para la validacién de las leyes de control de orientaciéon.

Validaciéon de latencias: De microcomputadoras a microcontroladores

En las etapas iniciales de prototipado, se evalué el uso de microcomputadoras
de proposito general (plataforma Raspberry Pi ejecutando scripts en Python) para
centralizar la adquisicion de datos I?C, la modulacion PWM vy el registro de telemetria
via SSH. Sin embargo, el analisis empirico del desempeno en lazo cerrado expuso las
grandes limitaciones de los sistemas operativos no concebidos para tiempo real (RTOS).
La latencia del lazo de control present6é una varianza extrema, oscilando aleatoriamente
entre 40 ms y picos de hasta 2s, lo cual imposibilité la estabilizacion de los angulos de
dinamica 6 y ¢ generando oscilaciones no acotadas.

Para resolver este comportamiento estocéstico del retardo, se migré la arquitectura
hacia un entorno embebido basado en un microcontrolador AVR de 8 bits (plataforma
Arduino Mega). Esta transicion permitio la ejecucion directa de las interrupciones
de hardware, estabilizando el tiempo de muestreo del lazo de control en At =~ 25 ms,
con una fluctuacion marginal de +£4 ms. Bajo esta arquitectura, fue posible validar la
integridad de la Unidad de Medicion Inercial (IMU) y ejecutar satisfactoriamente las
primeras de control de orientaciéon utilizando controladores PD clasicos.

Diseno de la Unidad de Control de Vuelo (FCU) de altas prestaciones

Si bien el microcontrolador de 8 bits fue suficiente para el control aislado de
orientacion, la integracion del Sistema de Navegacion Inercial (INS), el procesamiento
de matrices para el Filtro de Kalman y la futura implementacién de controladores
tolerantes al retardo, exigian una capacidad de coémputo superior. Por consiguiente, el
diseno final de la plataforma experimental se bas6 en la tarjeta de desarrollo Delfino
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F28377S (Texas Instruments).

Este procesador digital de sefiales (DSP) de 32 bits opera a una frecuencia de 200
MHz, integra una Unidad de Punto Flotante (FPU) por hardware y cuenta con un
co-procesador paralelo independiente (CLA - Control Law Accelerator), caracteristicas
ideales para aislar la carga computacional de las leyes de control del manejo de periféricos
de telemetria.

Para lograr la integracion electronica del multirrotor con esta unidad de proce-
samiento, se diseni6 e imprimi6 una placa de circuito impreso (PCB) , la cual opera
como un escudo de expansion (shield). Como se observa en la Figura 5.16, esta tarjeta
centraliza y resuelve los requerimientos de potencia y senal de la aeronave.

| o2

Figura 5.16: Se ilustra la plataforma experimental de tipo cuadricoptero con
su unidad de control basada en el procesador F28377S de Texas Instruments.

5.4.3. Estimacién de estados y algoritmos de navegacion

Para que las leyes de control operen correctamente, es importante contar con una
estimacion robusta de la orientacion y posicion del vehiculo. A continuacion, se detallan
los algoritmos de fusion sensorial implementados para acondicionar las senales en crudo
de los sensores y transformarlas en variables de estado ttiles para el lazo de control.

Cinematica de orientaciéon: Algoritmo DCM

La estimacion de la orientaciéon se fundamenta en el algoritmo de la Matriz de
Cosenos Directores (DCM), el cual permite representar la rotacion del marco inercial
respecto al marco solidario al cuerpo (body frame). Para la implementacion fisica,
se utiliz6 una unidad de medicién inercial 9DOF Razor IMU, la cual integra un
microcontrolador ATmega328 dedicado al preprocesamiento de un magnetémetro, un
acelerometro y un giroscopio triaxiales.
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El niicleo del algoritmo DCM se basa en la integracion de la velocidad angular para
actualizar la matriz de rotacion R mediante la ecuacién cinematicas:

R(t) = R(t)Q(t), (5.18)

donde €2, es la matriz antisimétrica de las velocidades angulares medidas por el
giroscopio. Debido a la acumulacién de errores de redondeo y truncamiento en la
integracion numeérica, la matriz R tiende a perder sus propiedades de ortonormalidad.
Para mitigar este efecto, se aplica un proceso recursivo de renormalizacion que fuerza
a los vectores de la matriz a mantenerse dentro del grupo especial ortogonal SO(3).

Adicionalmente, para corregir el error de deriva (drift) inherente a los giroscopios, el
algoritmo emplea un esquema de realimentacion basado en un controlador Proporcional-
Integral (PI). Este mecanismo toma como referencia el vector de gravedad proporcionado
por el acelerometro (para corregir alabeo y cabeceo) y el vector de campo magnético
(para corregir la guinada), ajustando la matriz DCM en cada paso de tiempo (At =
20 ms). El flujo completo de este procesamiento se ilustra en el diagrama de bloques de
la Figura 5.17.

Ajuste de deriva
Cinematica y
Normalizacién

Controlador PI

Deteccién de deriva

Figura 5.17: Estructura del algoritmo DCM implementado en la IMU Razor.
Incluye la integraciéon de giroscopio, correcciéon de deriva mediante lazo PI con
referencias de acelerémetro/magnetémetro y normalizacién matricial.

Transformacion de velocidades angulares a derivadas de Euler

Una etapa critica en la implementacion de la ley de control es la obtencion de las
derivadas temporales de los angulos de orientacion ((b, 0, w), las cuales no son medidas
directamente por los sensores, ya que el giroscopio registra velocidades angulares en
el marco del cuerpo (w,w,,w,). Para transformar estas velocidades a las razones de
cambio de los angulos de Euler, se implement6 la relacion cinematica presentada en el
Capitulo 2:
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é 1 singtanf cosptanf| |w,
g =10  cos¢d —sin ¢ wy | - (5.19)
U 0 secOsing secOcose| |w.

Esta transformacion es esencial para el calculo del error derivativo en los controlado-
res PD/PID. Cabe destacar que esta matriz presenta una singularidad cuando el angulo
de cabeceo alcanza 6 = £90°; sin embargo, dado que el rango de operacion del vehiculo
se mantiene en el intervalo de angulos pequenos definido previamente (|| < 15°), la
matriz se mantiene bien condicionada para el procesamiento en tiempo real.

Filtro de Kalman Vectorial para la Estimacion de Orientacion

A pesar de los resultados satisfactorios en el banco de pruebas estético, la transicion
hacia pruebas con motores en operacion reveld limitaciones criticas en el Filtro Com-
plementario y en los algoritmos DCM bésicos. Como se documenta en la Figura 5.18,
la activacion de los actuadores induce vibraciones mecanicas de alta frecuencia que
afectan al acelerometro y campos electromagnéticos que distorsionan el magnetémetro,
produciendo picos de ruido de hasta 17° en la estimacion de orientaciéon. Para mitigar
este fenomeno sin introducir retardos de fase excesivos (propios de los filtros pasa-bajas
tradicionales), se implement6 un Filtro de Kalman orientado a la estimacion de los
vectores de referencia en el marco maovil.

Salida
— Referencia

= — Salida
Referencia ]

S 5 ﬁMAMM Ao /J“\ [
0 ‘ ; ‘ ‘ ; : ; ! 5 ‘ ‘ ‘ ‘ ; ; ; ;

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
tiempo () tiempo (s)

Figura 5.18: Comparativa de la senal de orientacién con motores en reposo
(izquierda) frente a la senal bajo operacion nominal (derecha) empleando un
Filtro Complementario. Se observa la induccion de ruido severo que compromete
la estabilidad del lazo de control.

A diferencia de las arquitecturas que filtran los angulos de Euler directamente, este
enfoque estima el vector de gravedad (g,) y el vector de campo magnético (m;) en el
marco de referencia movil (body frame). La dindmica de estos vectores esta gobernada
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por la rotaciéon del vehiculo, definida por la velocidad angular wy. Se define el vector
de estados extendido como S” = [m; g;]" € RS. La evolucién temporal del sistema
se describe mediante la ecuacion diferencial:
0 | =% O3x3| @
S = S, 5.20
|f’3><3 — (5.20)
donde €2, es la matriz antisimétrica construida a partir de las componentes de velocidad

angular medidas por el giroscopio. Para su implementacién en el microcontrolador
F28377S, se utilizo la aproximacion discreta de la matriz de transicion ®y:

B -, 0 —Q, o0 ]*71?
(I)k = I6><6 + |: 0 _Qb} T+ |: 0 _Qb:| a, (5.21)

siendo T el periodo de muestreo. Dado que los estados son directamente observables a
través de la IMU, la ecuacion de mediciéon se define como y, = SZ + Vi, donde V.
representa el ruido de medicién caracterizado previamente.

Resultados de la implementacion en la arquitectura CLA. Para garantizar
que la complejidad computacional del filtro de Kalman (operaciones matriciales de 6x6)
no incrementara el retardo de ejecucion, el algoritmo se programoé en el Control Law
Accelerator (CLA) del microcontrolador TT F28377S. Esta implementacion en paralelo
permitio6 elevar la frecuencia de actualizacion del lazo de orientacion de 16 Hz a 50 Hz.

Como se detalla en la Tabla 77, la implementacion del filtro de Kalman vectorial
logro6 reducir drasticamente la varianza del error en los tres ejes. La capacidad del filtro
para asignar pesos dinamicos a la prediccién inercial frente a las mediciones ruidosas
permitié obtener senales de orientacion limpias (ver Figura 5.19).

Tabla 5.5: Comparativa de las varianzas de los dngulos de orientacién: Filtro
Complementario vs. Filtro de Kalman.

Angulo Varianza (Filtro Complementario) Varianza (Filtro de Kalman)

Roll (¢) 7.048 0.1276
Pitch (6) 22.16 0.7845
Yaw (1)) 1.426 0.1088

5.4.4. Validacion experimental del control de orientacion (PID)

Habiendo consolidado la plataforma experimental y los algoritmos de estimacion
de estado, la etapa final de la experimentacién consistié en validar el desempeno de
la ley de control Proporcional-Integral-Derivativa (PID) sobre el vehiculo multirrotor.
Esta fase tiene como objetivo evaluar la efectividad de la plataforma integrada ante
consignas estaticas, seguimiento de trayectorias dinamicas y rechazo a perturbaciones
externas.

Cabe destacar que la implementacion del término derivativo evita el uso de una
derivada numeérica directa sobre los angulos estimados; en su lugar, se emplea la relacion
cinematica entre las velocidades angulares del giroscopio y las razones de cambio de los
angulos de Euler, lo que garantiza una senal de control mas limpia y una respuesta
dindmica superior.

125



5. Resultados numéricos y experimentales

3 [ T - T ]
ok " P Salida N
=~ 1k L NN Referencia []

<1t ,

-1t ] 1 1 1 1 ! ! ! ]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

1 [ T T T T T T ]

% ?: | | WWV\WWW\/;

) UJJMW i

3¢ I I I I I I I I ]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

2 - .
@ 1 j\\'\/\ AN /Wm

% ok MV W |

-1k ! ! ! ! ! ! ! ! 4

0 10 20 30 40 50 60 70 80 920

tiempo (s)

Figura 5.19: Evolucién temporal de los angulos de orientaciéon estimados
mediante el Filtro de Kalman Vectorial. A pesar del ruido electromagnético y
vibratorio inducido por los motores, se observa una senal con variaciones de
amplitud pequenas para referencias igual a cero en los tres angulos.

Estabilizaciéon ante referencia fija

La primera prueba de desempeno consistié en evaluar la capacidad del controlador
para mantener el vehiculo en vuelo estacionario (hover) con referencias igual a cero
para los tres angulos de orientacion (¢,,0,,1, = 0°). Gracias al procesamiento en
paralelo en la unidad CLA a una frecuencia de 50 Hz y a la reduccién de ruido lograda
por el Filtro de Kalman, el sistema demuestra una estabilidad robusta.

Como se observa en la Figura 5.20, el controlador permite compensar las perturba-
ciones constantes y los desequilibrios fisicos de la aeronave, logrando que los dngulos
de alabeo y cabeceo converjan a la referencia con una varianza reducida.

Seguimiento de trayectorias y rechazo a perturbaciones

Para evaluar la agilidad y robustez del sistema, se realizaron pruebas de seguimiento

de senales de referencia variables comandadas a distancia por medio de un control
remoto.
En las graficas de la Figura 5.21 se aprecia que, aunque el vehiculo sigue la referencia,
existe un retraso temporal medible en la respuesta. Este fendmeno es una manifestacion
directa del retardo acumulado por el procesamiento digital y la dinamica de los
actuadores (7 &~ 50ms). A pesar de este desfase, el PID mantiene la estabilidad global,
validando la arquitectura propuesta para maniobras de navegacion béasica.

Finalmente, se someti6 al vehiculo a una prueba de perturbaciéon continua mediante
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Figura 5.20: Estabilizacién del vehiculo multirrotor ante referencias igual
a cero (hovering). Se observa la estabilizacion del sistema manteniendo los
adngulos de orientaciéon con variaciones minimas.

la adicion de una carga asimétrica en uno de los brazos del multirrotor (Figura 5.22).
Esta condicién extrema de desbalance paramétrico puso a prueba la robustez del
controlador.

Los resultados muestran que, tras un transitorio inicial, el controlador logra es-
tabilizar el sistema cerca de la referencia. La presencia de oscilaciones residuales,
particularmente en el eje de guiniada (v), se atribuye al movimiento pendular de la
carga suspendida. No obstante, la capacidad de recuperar el equilibrio bajo estas condi-
ciones confirma que la plataforma experimental es apta para la implementacion de leyes
de control mas sofisticadas que aborden explicitamente el retardo y la incertidumbre
paramétrica, tales como las desarrolladas en el marco de la o-estabilidad.
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Figura 5.21: Respuesta del sistema ante cambios en la referencia de orientacion
(linea roja). El controlador PID logra seguir la trayectoria de referencia con
un desempeiio aceptable en los tres ejes, evidenciando el tiempo de respuesta
caracteristico del sistema realimentado.
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Figura 5.22: Validacién experimental de rechazo a perturbaciones. A la
izquierda se observa la evolucién de los angulos durante la aplicacién de la
carga; a la derecha, el estado fisico del cuadricoptero antes y después de que la
accion de control compense el desbalance.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusiones

Este trabajo de tesis present6 el desarrollo de una metodologia sistematica para el
andlisis y disenio de controladores con garantia de estabilidad exponencial para vehiculos
aéreos multirrotores. El enfoque principal se centré en sistemas donde la dindmica se
ve afectada por retardos de tiempo (7 > 0) inherentes a la actuacion y la medicion,
factores que tradicionalmente restringen el desempeno y la robustez en aeronaves no
tripuladas. A diferencia de enfoques puramente heuristicos, esta investigacion consolidé
un enfoque geométrico que permite caracterizar las regiones de estabilidad en el espacio
de parametros, proporcionando una herramienta analitica transparente para la sintesis
de leyes de control.

Un componente fundamental en el desarrollo fue el modelado estructural basado
en la matriz de asignacion presentado en el Capitulo 2. El anélisis de rango permitioé
clarificar la subactuacién inherente a diversas configuraciones y, a su vez, establecio el
papel de los mecanismos de vectorizaciéon de empuje para incrementar la capacidad
de actuacion. Esta caracterizacion permitié tratar al vehiculo como un multirrotor
completamente actuado, lo que justifica la descomposicion de la dinamica longitudinal
y relaciona de forma directa la respuesta de los servomecanismos con el problema del
disenio ante la prescencia del retardo (delay-aware).

A nivel metodolégico, se consolidé una representacion general de la ecuacion carac-
teristica para sistemas en lazo cerrado con control PD. Se demostr6 que, independiente-
mente de la ubicacién del retardo en el lazo, la dindmica interna del sistema puede ser
caracterizada mediante la particion del plano de ganancias (k,, k4) a través de curvas
de cruce de estabilidad. Este resultado constituye un mecanismo que permite delimitar
el conjunto de ganancias estabilizantes y analizar la contracciéon de la regién conforme
se incrementan los retardos del sistema.

En términos de desempeno, el trabajo demostré que los sistemas con retardo exhiben
un limite fisico en la rapidez de su respuesta. Mediante el analisis de o-estabilidad, se
propuso un algoritmo para el calculo de la tasa méaxima de decaimiento exponencial
(0max) fundamentado en la contraccion monoténica de las regiones de estabilidad.
Esta herramienta permite identificar la garantia de convergencia exponencial éptima
alcanzable, diferenciando entre casos donde el limite es un punto especifico del espacio
de parametros y casos donde la regién converge a un conjunto compacto de area minima.

Sobre la base de estas regiones, se desarrolld6 un enfoque de diseno de controladores
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no-fragiles. Mediante la construccion de una aproximacion poligonal convexa y la
determinaciéon del centro de Chebyshev, se maximiza la robustez del sistema. Este
criterio asegura que las ganancias seleccionadas posean una fragilidad reducida frente
a las desviaciones paramétricas propias de la implementacion fisica, garantizando la
estabilidad incluso ante variaciones en los componentes . La validacion numérica y
experimental en el caso de estudio del vehiculo tipo tilt-rotor confirmé que las ganancias
disenadas bajo el marco de la o-estabilidad aceleran significativamente la respuesta
transitoria. Sin embargo, los resultados también evidenciaron que la busqueda de la
tasa maxima de decaimiento debe equilibrarse con la factibilidad fisica, ya que valores
de o extremadamente elevados pueden inducir esfuerzos de control que saturan los
actuadores. Por lo tanto, la metodologia propuesta ofrece un criterio de compromiso
o6ptimo entre rapidez de seguimiento y limites de operacion.

6.1.1. Limitaciones y trabajo futuro

A pesar de la robustez de la metodologia sistematica propuesta, el trabajo presenta
limitaciones que definen oportunidades de extension. Actualmente, el anélisis se fun-
damenta en la linealizacion del sistema alrededor de puntos de equilibrio operativos;
futuras investigaciones podrian extender estas herramientas geométricas hacia mode-
los no lineales para cubrir envolventes de vuelo més agresivas. Asimismo, aunque la
técnica de optimizacion geométrica garantiza la rapida convergencia, no incorpora de
manera explicita restricciones de saturacion en los actuadores durante la fase diseno.
La integracion de estas restricciones dentro del problema de optimizacién para la
obtencion del sigma méaximo permitiria automatizar la seleccién de ¢ sin comprometer
la integridad fisica de los motores. Finalmente, el marco desarrollado se aplica a un
modelo simplificado de vehiculo multirrotor, el cual puede ser extendido a un modelo
completo de 6 grados de libertad.

Por lo anterior, este trabajo abre varias lineas de investigacion y desarrollo. Entre
ellas destacan:

= Extender el anélisis a modelos multivariables acoplados de seis grados de libertad,
incorporando explicitamente acoplamientos aerodindmicos y términos no lineales.

= Extender el andlisis a otro tipo de controladores.

= Integrar restricciones de actuadores y saturacion directamente en el proceso de
diseno.

= Ampliar la validacién experimental en plataformas instrumentadas, evaluando
robustez ante perturbaciones y condiciones de vuelo més exigentes.

Estas extensiones permitirian cerrar atin mas la brecha entre los resultados analiticos,
el desempeno transitorio deseado y las limitaciones fisicas inherentes a sistemas aéreos
reales.
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