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Notacion

Matrices, vectores y escalares

a

lall

[1flloo = sup{[f1}
Al

A>0

Los escalares se representan por mintusculas.

Los vectores se representan por mintsculas en negritas.
Las matrices se representan por mayusculas en negritas.
ij-ésimo elemento de una matriz A.

Valor absoluto del escalar a.

Norma euclidiana de vector a.

Norma infinito de la funcién f.

Determinante de la matriz A.

Frecuentemente utilizada como una matriz diagonal
de ganancia proporcional.

Escalar que denota a una ganancia proporcional.

Frecuentemente utilizada como una matriz diagonal
de ganancia derivativa.

Escalar que denota a una ganancia derivativa.
Denota que una matriz A es definida positiva.
Vector de referencia.

Vector retardado en el tiempo ¢(t—7),V7 > 0.
Funcion inversa.

Transpuesta de la matriz A.

Estimacion del pardmetro p.

Estimacion de la funcién vectorial d.

Maixima magnitud que el pardmetro A puede tener por
disefio.

VIII



Simbologia
N

R+

R

R”

Rnxm
C([to—7,t0] ", R")

PC([to—7,10] T,R")

g1(1) x g2(1)
h(t)

IX

Conjunto de niimeros naturales.

Conjunto de nimeros reales estrictamente positivos.
Campo de numeros reales.
los vectores columna

Espacio de todos

n—dimensionales con componentes en R.
Espacio de matrices reales de tamafio n X m.

Conjunto de funciones continuamente diferenciables
las cuales mapean el vector [f9—7,f9] " en R".

Conjunto de funciones definidas a trozos las cuales
mapean el vector [fo—7,79] " en R".

Matriz identidad de dimensién n X n.
“Definicién”.

X tiende a y.

Representa el sin (6).

Representa el cos (6).

Punto de equilibrio.

Convolucién entre la funcion g;(7) y ga(¢).

Funcién Heaviside o escalon.



Sistemas Euler-Lagrange

q(1) Vector de estados generalizados.

qr(1) Vector de trayectoria de referencia para el estado ¢ (¢).

q(1) Vector error definido por ¢(t) — q,(1).

p Vector de pardmetros estimados del sistema.

E.(gq,q) Energia cinética total del sistema.

E,(q) Energia potencial total del sistema.

M(q) Matriz de inercia generalizada.

C(q,q) Matriz de coriolis y fuerzas centrifugas.

g(q) Vector de gravedad.

Acrénimos

IAE Integral del Valor Absoluto del Error por sus siglas en ingles.

ISE Integral del Error Cuadrético por sus siglas en ingles.

ITAE Integral del Producto del Error y el Tiempo por sus siglas en ingles.
ITSE Integral del Producto del Error Cuadrético y el Tiempo por sus siglas en ingles.
ISS Estabilidad de Entrada-Estado por sus siglas en ingles.

PSA Problema de Seguimiento Acotado.
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1. Introduccion.

En esta tesis se presenta una innovadora estructura de control disefiada para
abordar el desafio de la regulacion y el seguimiento de trayectorias en sistemas
completamente actuados. El controlador propuesto se distingue por su facilidad
de implementacion y su capacidad para mitigar los efectos generados por incer-
tidumbres paramétricas y perturbaciones externas. Su fundamento radica en la
estimacion de perturbaciones retardadas, logrando una efectiva compensacion al
cancelar la perturbacién actual con la perturbacién retrasada mediante la entrada
de control. Este trabajo analiza el impacto residual de estas perturbaciones en
la dindmica del sistema y establece las condiciones necesarias para lograr un
sobreimpulso reducido, un tiempo de establecimiento predefinido y una atenuacién
efectiva de las perturbaciones

Para demostrar la efectividad de la estructura de control propuesta se evalué
el esquema en diferentes procesos, los cuales en algunos casos la evaluacién fue
completamente numérica y en otros se consideraron bancos de prueba experimen-
tales, especificamente se consideraron las siguientes plantas:
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Ejemplo
numérico

Problematica a
analizar

Banco de prueba

Problematica a
analizar

Sistema lineal
genérico de

Ejemplos 5.1

segundo orden:

Regulacién bajo
incertidumbres
paramétricas.

El péndulo inercial

Regulacion bajo
incertidumbres
paramétricas 'y
perturbaciones
externas.

Sistema lineal
genérico de

Seguimiento de
trayectoria bajo
incertidumbres

Regulacion bajo

Sistema lineal
genérico de

segundo orden:

macion: se asume
que se desconoce

El controlador
MG955

. El motor de CD incertidumbres
segundo orden: | paramétricas 'y iy
. . paramétricas.
Ejemplos 5.2 | perturbaciones
externas.
Ausencia de infor- Regulacién bajo

incertidumbres
paramétricas 'y

con rotores
inclinables
(tilt-rotor):
Ejemplos 5.5

trayectoria bajo
la consideracion
de una carga de
masa variable.

i la velocidad de la perturbaciones
Ejemplos 5.3 .
trayectoria. externas.
Seguimiento de
Robot RR: . & tori .
) rayectoria ante
Ejemplos 5.4 Y .
perturbaciones.
Dron .
. Seguimiento de
cuadricéptero

Tabla 1.1: Sistemas a considerar.

Entre los ejemplos numéricos antes mencionados, también se consider6 el
caso cuando no se conoce completamente el estado. La idea consistié en evaluar
el desempefio del controlador cuando el estado es sustituido por una observacion
de éste. Adicionalmente, se realizan simulaciones en sistemas robéticos, como
un robot serial tipo RR y un dron de rotor inclinable. Estos ejemplos representan

2



Seccién|l.1] Estado del arte.

casos de aplicacion préctica en los que se evalta el desempeiio de la estructura de
control en entornos complejos y dindmicos.

Con la finalidad de ilustrar la efectividad del controlador propuesto se realiza
una implementacion experimental en un péndulo inercial impulsado por hélices y
perturbado por un peso oscilante desconocido para el controlador. Este caso de
estudio ofrece la oportunidad de evaluar la eficacia y robustez de la ley de control en
un sistema fisico real. Mediante la aplicacion de la estructura de control propuesta,
se evalda la capacidad del controlador para compensar las perturbaciones generadas
por un peso oscilante y lograr una regulacion precisa y estable del péndulo.

Posteriormente, se realiza una serie de pruebas utilizando el controlador pro-
puesto en un motor de corriente directa de alta velocidad y en otro de alto par. La
motivacién central de este experimento es evaluar la efectividad del controlador
propuesto en una variedad de sistemas sin la necesidad de realizar sintonizaciones
especificas de las ganancias. Se busca demostrar que, bajo esta estructura de
control, es posible alcanzar un rendimiento esperado en diversos sistemas, sin
requerir ajustes personalizados para cada uno de ellos.

Finalmente, se realiza una comparativa entre el controlador propuesto y un
controlador comercial para el servomotor MG955. Esta comparacion se lleva a
cabo con el objetivo de brindar un punto de referencia para evaluar el desempefio
de la estructura de control propuesta en relacion a las existentes en el mercado. Se
analizan diferentes métricas de desempeno, como la precision, el tiempo de esta-
blecimiento y la capacidad de rechazo de perturbaciones. Los resultados obtenidos
revelan que la estructura de control propuesta supera al controlador comercial en
términos de respuesta transitoria, capacidad de mitigacion de perturbaciones y el
tiempo de establecimiento, reafirmando asi la efectividad y ventajas de la nueva
estructura de control en diversos sistemas fisicos.

Estado del arte.

En la investigacion de sistemas dindmicos, es fundamental considerar la pre-
sencia de perturbaciones, ya que estos sistemas a menudo operan en entornos no
controlados. Estas perturbaciones pueden generar comportamientos no deseados,
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especialmente cuando se suman a las incertidumbres inherentes al modelo del
sistema. Estas incertidumbres pueden originarse por una variedad de factores, como
cambios en el tiempo, variaciones de temperatura, simplificaciones en el modelo,
linealizaciones y errores en la estimacion de pardmetros debido a mediciones
ruidosas, o incluso porque el sistema no es completamente identificable, véase por
ejemplo: [1H6].

Tal y como se analiza en [/]], la importancia de considerar las incertidumbres
del sistema radica en el hecho de que muchos procesos tienen fuentes importantes
de incertidumbre. Un ejemplo de la observacion anterior se encuentra en los
motores sincronos de imanes permanentes, cuyo flujo del rotor puede variar
significativamente hasta un 20 % de su valor nominal, y la resistencia del devanado
del estator puede variar hasta un 200 % de su valor nominal. En estdn misma
direccion, en la regulacion de nivel de un liquido en sistemas de almacenamiento
(véase [8]] para mayores detalles) o en sistemas robdticos es inevitable la presencia
de perturbaciones, las cuales dificultan el control de estos procesos, por lo que es
importante que el controlador pueda hacer frente a estas perturbaciones. Lo mismo
ocurre en sistemas robdticos, como drones, vehiculos terrestres 0 maritimos, y
brazos robdticos industriales, que deben operar en presencia de perturbaciones
como viento, olas o impactos inesperados, ejemplos de ello se puede ver en [9-12].
Para abordar estos desafios, se han desarrollado diversas técnicas de control, como
las basadas en modos deslizantes [[13]], que buscan mejorar el rendimiento y la pre-
cision, reduciendo la vibracion y rechazando perturbaciones externas desconocidas.
También se han utilizado enfoques de optimizacion para ajustar las ganancias de
los controladores, lo que resulta ttil cuando la informacién del modelo no esta
completamente disponible o contiene errores en su estructura o pardmetros. Estas
estrategias de control son esenciales para garantizar un rendimiento 6ptimo en sis-
temas dindmicos sometidos a perturbaciones y con incertidumbres en su modelado.

El control predictivo es otra técnica muy estudiada para solucionar problemas
relacionados las incertidumbres de los pardmetros y las perturbaciones externas.
En [14], se implementa un control de velocidad directo predictivo de modelo
s6lido (MP-DSC) junto con un observador de carga y perturbacion de pardmetros
completos (FPLO, por sus siglas en inglés) de modo deslizante para un motor
sincrono de imanes permanentes. El método estima simultineamente las incerti-
dumbres de los pardmetros eléctricos y mecdnicos, el error de reconstruccién de

4
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tension, la velocidad del motor y el par de carga.

La mayoria de los controladores estdn basados en un modelo matematico
y es por ello que al momento de implementar estos controladores se requiere
la identificacién de sus parametros. Por lo general, se llevan a cabo diferentes
experimentos para lograr la identificacion de estos parametros. Es comtn aplicar
una sefial de excitacion oscilante y/o de impacto con la intencion de observar el
comportamiento resultante del sistema, ver [[15]. Estos experimentos deben ser
hechos en un ambiente controlado, para obtener una correcta parametrizacion de
un sistema dindmico. Factores no controlados como pueden ser perturbaciones
desconocidas o demasiado ruido en los sensores del sistema pueden dar como
resultado un modelado poco preciso. En [16] se estudia el problema de una
identificacion incorrecta de pardmetros de sistemas no lineales, especificamente
cuando el ruido registrado por los sensores es significativo. Esto hace que los
datos y el modelo matematico propuesto no sean viables. En ese mismo estudio,
se propone un nuevo algoritmo que hace uso de una funcién objetivo generalizada
que reduce los errores de particién de conjuntos de datos contaminados por ruido
y por lo tanto, se obtuvo un modelo preciso.

La comunidad cientifica ha comenzado a desarrollar controladores que no se
basan en un modelo matematico o que solo utilizan una parte de este modelo,
llamados modelos ultra locales. En trabajos como los de [[17] se propone una estra-
tegia novedosa de control basada en modos deslizantes no lineales de supertorsion
sin modelo (MFSTNLSM(]T] por sus siglas en inglés) con un observador de estado
extendido mejorado (SESOP] por sus siglas en inglés) para accionamientos de
motores sincronos de imanes permanentes (PMSMP] por sus siglas en inglés).
La estrategia consiste en estimar los términos desconocidos del modelo PMSM
ultralocal, utilizando el observador SESO, para después utilizar una superficie de
modos deslizantes no lineal, que suprime las vibraciones y mejora el rendimiento
del sistema. En otras investigaciones como la de [18] se suele expresar el modelo
matematico de las centrales nucleares como un modelo ultra local, esto se debe
principalmente a que este sistema dindmico contiene términos retardados en
el tiempo, dindmicas no lineales y términos variables en el tiempo, las cuales

Model-Free Super-Twisting Nonlinear Sliding Mode Control
2Smoothing Extended State Observer
3Permanent Magnet Synchronous Motor
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son dificiles de modelar. Este [19] se busca comparar el control adaptativo y el
aprendizaje por refuerzo utilizando un marco comun. Se detalla la declaracion del
problema en cada campo y se destacan sus resultados. Se utilizan dos ejemplos
especificos de sistemas dindmicos para ilustrar los detalles de ambos métodos,
sus ventajas y deficiencias. A través de este marco comun, se motiva la necesidad
de métodos de control en tiempo real que aprovechen herramientas de ambas
aproximaciones.

Como puede observarse, la tendencia actual en el disefio de controladores
aplicados a sistemas dindmicos expuestos a perturbaciones externas y errores
paramétricos consiste en:”

(i) Estimar un vector de perturbaciones desconocidas mediante alguna estrategia
de control.

(i1) El vector estimado se resta del vector de perturbaciones mediante la accién
de control.

Motivados por esta metodologia, en este trabajo se propone un controlador
tipo PD en conjunto con una ley de estimacion de perturbaciones retardada, la cual
estima el vector de perturbacién retardado para posteriormente restarlo. Luego,
se analizan los efectos causados por la perturbacién atenuada y se establecen
condiciones de desempeifio, como el tiempo de establecimiento y un sobretiro
despreciable, para un sistema ultralocal que posee perturbaciones acotadas y
desconocidas. Ademads, dependiendo de las ganancias del controlador y del
maximo valor de la perturbacidn, se establecen limites superiores e inferiores para
los errores de posicion y velocidad.

Formulacion del problema.

El problema esencial abordado en este trabajo, se refiere al desarrollo e imple-
mentacién de un esquema de control con la capacidad de atenuar el efecto de las
perturbaciones producidas por fuerzas externas y las producidas por el error en
la estimacidn de los pardmetros del modelo. En este sentido, la formulacién del
problema puede expresarse de la siguiente manera.

— Problema de Seguimiento Acotado (PSA). Sea ¢q el vector de posicio-
nes generalizadas y g, la sefial de referencia deseada. Determine un controlador u

6



Seccién m Formulacion del problema

que garantice las siguientes desigualdades:

lg(1) —qr(D]l < &
) (1.1)

14(1) -4, < e

Vt > T, donde T, €1, €, son constantes positivas.

El problema s6lo establece la existencia de constantes positivas €] y
€.

De esta forma, se dice que el Problema de Seguimiento Acotado (PSA) es
resuelto para g, si el Problema |I] ha sido resuelto.

Para resolver el problema anterior, se denota por p € R" al vector de perturba-
cién externa, q, € R" la senal de referencia y M € R como la matriz de inercia

del sistema.

A lo largo de este trabajo se tomaran las siguientes suposiciones:

(i) Los vectores p(t), q,(t) y sus respectivas derivadas p(7), 4,(¢) y §,.(t) se
asumen continuas y acotadas, con cota conocida;

(ii) todas las sefiales y estados pasados se asumen conocidos;
(iii) todos los estados son medibles y los ruidos de los sensores son despreciables;
(iv) g (t—71)=¢q(0) Vt € [0, 7], siendo g (0) € R" el vector de condiciones iniciales;

(v) M(q) > 0, para todo g € R".

Por un lado, la suposicion (i) simplemente establece que la sefal de
referencia del sistema y sus derivadas deben de ser suficientemente
suaves. Por otro lado, también requiere que la perturbacién y la
velocidad con la que esta actda estén acotadas. Tal condicién no es
restrictiva, pues en el caso de que se requiera una referencia no suave,
ésta se puede aproximar mediante funciones suaves (por ejemplo,
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haciendo uso de los interpoladores cibicos segmentarios) ya que la
mayoria de las trayectorias no suaves pueden ser aproximadas por
funciones suaves. En lo que respecta a la perturbacion, consideramos
que asumir que su magnitud y la velocidad con lo que esta actia
estén acotadas, es una restriccion natural. La suposicion (ii) puede
garantizarse almacenando ¢(¢) a lo largo del intervalo (0, 7]. En el
caso de la suposicidn (iii), tal restriccién puede ser cumplida por varios
sistemas reales mecanicos o eléctricos. En cuanto a los sensores, al
hacer uso de filtros, se puede suponer que el ruido es insignificante. El
supuesto (iv) establece que el sistema siempre partird de una condicién
inicial constante. Finalmente, el supuesto (v) es un requerimiento
bastante comtn en el andlisis a los sistemas de Euler-Lagrange, que
es el caso en consideracion.

Estructura de la tesis.

Este trabajo de investigacion esta organizado de la siguiente manera:

= En el Capitulo 1 se realiza un breve repaso del estado del arte en relacion
a las diferentes estrategias de control, aplicadas a sistemas dindmicos en
condiciones reales. Entre estas condiciones se destacan la estimacién de
perturbaciones externas y valores de pardmetros inciertos. Después, se
describe la formulacién del problema que se aborda en este estudio, el cual
abarca a los sistemas de segundo orden y a los sistemas Euler-Lagrange.
Por dltimo, se enumeran los productos académicos que se derivaron de esta
tesis.

= Algunas nociones de estabilidad utilizadas en este trabajo de investigacion
son presentadas en el Capitulo 2. Ademds, se introducen algunas de las
definiciones mds importantes que se utilizan para una mejor exposicion de
los resultados.

= [aformulacién de Euler-Lagrange para la obtencién del modelo matematico
de sistemas dindmicos se expone en el Capitulo 3, en donde ademads se
mencionan las propiedades fundamentales que cumplen esta clase de sistemas.
Por udltimo, se obtienen los modelos dindmicos del péndulo inercial, del
robot serial de dos grados de libertad de doble revoluta, y del dron tipo
tilt-rotor.
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= Las principales contribuciones de este trabajo se exponen en el Capitulo 4,
las cuales se pueden resumir como sigue:

 El primer resultado establece la estabilidad entrada a estado (ISS, por
sus siglas en inglés) del controlador propuesto para un sistema de
segundo orden. Este resultado garantiza que el controlador es capaz
de estabilizar el sistema y mantenerlo en un estado estable, incluso en
presencia de perturbaciones externas.

* En una segunda proposicion, se establecen las condiciones que deben
cumplir los pardmetros del controlador propuesto para asegurar un
buen desempeiio del sistema bajo condiciones realistas. Estas condi-
ciones consideran escenarios donde existen errores en los pardimetros
del sistema y se encuentran presentes perturbaciones externas. Es
decir, se busca que el controlador sea robusto y capaz de mantener un
rendimiento aceptable a pesar de las incertidumbres y perturbaciones
tipicas en aplicaciones practicas. Ademds, se establecen cotas para el
error de posicion y velocidad, lo que proporciona limites superiores
para la magnitud de los errores que se pueden esperar en la respuesta
del sistema. Estas cotas son importantes para evaluar y comparar
el desempeiio del controlador propuesto en términos de precision y
seguimiento de referencia.

e Por ultimo, se extienden los resultados a sistemas no lineales con
estructura de Euler-Lagrange.

= Una parte fundamental para la implementacion de cualquier controlador
es la correcta seleccion de las ganancias del controlador. Es por ello que
en el Capitulo 5 se muestra como aplicar y seleccionar las ganancias del
controlador propuesto mediante cinco ejemplos numéricos. Los primeros
tres se aplican a los sistemas lineales de segundo orden, en donde se abordan
tareas de regulacion y seguimiento de trayectorias en presencia de incerti-
dumbres paramétricas y perturbaciones externas. Adicionalmente, se explora
la opcidn de agregar un observador de Luenberger, con la finalidad de quitar
el sensor de velocidad del sistema. En una segunda etapa, se muestra el
desempeiio del controlador aplicado a dos sistemas Euler-Lagrange. En
el primero, se compara el controlador propuesto contra un proporcional-
derivativo aplicado a un robot serial tipo RR, mientras que en el segundo
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ejemplo se estudia el caso de un dron tipo tilt-rotor. En ambos ejemplos se
explica como obtener las constantes del controlador de tal forma que cumpla
con un desempeiio deseado.

= Con la finalidad que se plantea que el controlador propuesto trabaje en
condiciones reales, se procedio a probar su desempefio en una plataforma
experimental. Para ello, se aplica primero en un sistema de tipo péndulo
inercial, impulsado mediante hélices. En la fase inicial del experimento no
se consideran perturbaciones externas mientras que en una segunda etapa
se agrega una perturbacion oscilante desconocida para el controlador. En
un segundo experimento se implementa el controlador en dos motores de
corriente directa con caracteristicas muy diferentes. El primero es un motor
de alto torque mientras que el segundo es un motor de alta velocidad. Se
probé el funcionamiento de estos motores ante variaciones en el suministro
de voltaje, asi como variaciones en la estimacion de la variable inercial.
Por ultimo, se hizo una comparativa del controlador propuesto contra el
controlador comercial del servomotor de corriente directa MG955. Los
experimentos son expuestos en el Capitulo 6.

= El Capitulo 7 presenta las conclusiones obtenidas y al proponer posibles
trabajos futuros. Este andlisis reflexivo y prospectivo contribuye a enriquecer
el campo de estudio y a impulsar nuevas investigaciones en esta drea de
conocimiento.

Productos académicos.

Los resultados de esta investigacion se han publicado en la revista Proceedings
of the Institution of Mechanical Engineers, Part I: Journal of Systems and Control
Engineering, con un sélido factor de impacto de 1.6, que ha mantenido su
relevancia durante cinco afios consecutivos. Esta revista se enfoca principalmente
en aplicaciones experimentales y estudios industriales, lo que subraya laimportancia
de la aceptacion de nuestro trabajo, el cual se cita a continuacion:

[1 ] Coronado-Salazar JC, Francisco Méndez-Barrios CFF, Gonzalez-Galvan
EJ. Delayed-based controller for fully actuated systems. Proceedings of the
Institution of Mechanical Engineers, Part I: Journal of Systems and Control
Engineering. 2023;237(6):1066-1077. doi:10.1177/09596518221143812
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Introduccion.

En este capitulo, se presentan los resultados mads relevantes para el desarrollo
de las proposiciones que se desarrollardn en capitulos posteriores. En primer lugar,
se definen los sistemas subactuados y completamente actuados. A continuacion,
se abordan varios criterios de estabilidad, como la estabilidad de los puntos de
equilibrio del sistema, la estabilidad de la solucién del sistema y la estabilidad
para los sistemas retardados. Ademads, se introducen los conceptos de funciones de
clase K'y K L. Posteriormente, se profundiza en la definicion de la estabilidad de
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entrada a estado (ISS, por sus siglas en inglés). Por altimo, se describen algunos
de los criterios de desempefio mds utilizados para comparar el desempefio de los
controladores.

Definiciones basicas.

Como se ilustra en la Seccion[3.2] un sistema dindmico con n grados de libertad,
caracterizado por coordenadas g € R”, puede ser descripto mediante la ecuacion:

M(q)G+C(q.4)G+g(q) =Eu, (2.1)

donde a matriz E € R™™ es una matriz de rango completo que relaciona la entrada
externa con las coordenadas generalizadas y u € R™ es el vector de entradas
de control. Por lo tanto, resulta conveniente distinguir dos clases de sistemas
Euler-Lagrange segin la estructura de esta matriz:

—[20]. Un sistema Euler-Lagrange es completamente actuado si
este tiene igual numero de grados de libertad que entradas de control disponibles
(por ejemplo si E = I,). De lo contrario, si m < n se dice que el sistema es
subactuado.

Ejemplos de sistemas Euler Lagrange subactuados son el robot brachiation
de Fukuda [21]], el Acrobot [22]], los robots de juntas flexibles [23]], el péndulo
invertido montado sobre un robot movil [24], entre otros. Esta clase de sistemas
pueden ser modelados matematicamente mediante un sistema Euler-Lagrange de n
grados de libertad con coordenadas generalizadas g € R", donde ¢ es dividido en
las coordenadas generalizadas actuadas g, € R™ y las coordenadas generalizadas
no actuadas g, € R"™" para m < n, siendo m el nimero de actuadores del sistema.
Por lo tanto, las ecuaciones de Euler-Lagrange pueden reescribirse como:

M>(q)§,+c2(q.9)+g2(q) 0, (2.2)
M (q)G,+c1(q.9) +g1(q) = u, (2.3)

donde M(q) € R™" y M,(q) € R"™™ "™ gon las matrices de inercia de cada
subsistema, las funciones vectoriales ¢1(q,§) € R" y ¢2(q,q) € R"™ contienen
los términos de Coriolis y fuerzas centripetas, las funciones vectoriales g1(g) € R™
y g2(q) € R"™ representan a los términos gravitacionales y u € R™ representa a
las fuerzas de entrada generalizadas ejercidas por los m actuadores.

12



Seccion 2.2 Definiciones basicas.

Los sistemas Euler-Lagrange completamente actuados siempre son linealizables
mediante la retroalimentacion exacta de los estados. Por lo que al definir la entrada
de control como:

u=M(q)v+C(q.4)4+g(q), (2.4)

sustituyendo (2.4) en (2.1)) con E = I,, resulta en el siguiente sistema lineal en lazo
cerrado:

G=v. (2.5)

Con el propésito de establecer las distintas definiciones de estabilidad, consideré
el sistema

x=f(x), (2.6)

donde x es el vector de estados del sistema y f es una funcién vectorial que
determina como varia X de acuerdo con x. Ademads, se define como punto de
equilibrio x* cualquier vector de estado x el cual garantice que

F(x*) =0. 2.7)

Sin perdida de generalidad se asume que f(x) tiene un punto de equilibrio en el
origen y se procede a estudiar su estabilidad.

— [25]. El punto de equilibrio x* = 0 de (2.6)) es estable si, por
cada € > 0, existe un § = d(€) > 0 tal que

lx(0)]| <o = ||x(¢)|]| <€, Vt=0. (2.8)
El punto de equilibrio x* = 0 se considera inestable si no es estable.

Un punto de equilibrio estable es una condicion en la cual un sistema dindmico
permanece en reposo o en un estado constante a lo largo del tiempo, incluso si
se le somete a pequefias perturbaciones o fluctuaciones, ver Figura[2.1] En otras
palabras, un punto de equilibrio estable es aquel en el cual el sistema tiende a
regresar a dicho estado de equilibrio después de haber sido perturbado.

13
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Figura 2.1: Trayectoria de x(¢) cuando x* = 0 es estable.

Definicion 2.3 — [25]. El punto de equilibrio x* = 0 de (2.6)) es asintoticamente
estable si este punto de equilibrio es estable y ¢ puede ser elegida tal que

lx(0)]] < 6 = lim x(r) = 0. (2.9)

Figura 2.2: Trayectoria de x (¢) cuando x* = 0 es asintéticamente estable.

En el caso de la estabilidad asintética, el sistema no solo regresa al punto
de equilibrio después de una perturbacion, sino que también lo hace de manera

14
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convergente, disminuyendo la distancia al punto de equilibrio a medida que trans-
curre el tiempo, ver Figura[2.2] Este comportamiento convergente asegura que el
sistema se estabilice y alcance su estado de equilibrio de forma progresiva y estable.

Definicién 2.4 —[25]. El punto de equilibrio x* = 0 de (2.6) es exponencialmente
estable si este punto de equilibrio es asintéticamente estable y existen «, 3,
0 > 0 tal que,

lx(0)]] <6 = ||x(1)|| < a||x(0)||e™#,Vt > 0. (2.10)

Figura 2.3: Trayectoria de x (¢) cuando x* = 0 es exponencialmente estable.

La Figura[2.3]ilustra el comportamiento de x(¢) cuando [2.6|tiene un punto de
equilibrio exponencialmente estable, donde la trayectoria del sistema convergen de
forma atin més rdpida hacia el origen en comparacidn con la estabilidad asintética.

En el caso de los sistemas retardados la definicion de estabilidad es muy similar.
Para poder establecer un criterio de estabilidad primero se considera al siguiente
sistema retardado en el tiempo

x(t)=f(t,x(t),x(t—1)), (2.11)

donde 7 > 0 es el retardo del sistema, t >t y f es una funcién continua y bien
definida con respecto a sus argumentos.

15



Capitulo |§L Antecedentes mateméticos.

Es bien conocido que las condiciones iniciales de los sistemas retardados estdn
definidas mediante una funcién inicial en lugar de un punto inicial como lo es
para los sistemas sin retardos. Esto se debe a que en los sistemas retardados, las
variables de estado dependen tanto del tiempo actual como de los valores pasa-
dos. Por lo tanto, las condiciones iniciales se especifican a través de una funcion
que describe el estado del sistema para todos los tiempos anteriores al tiempo inicial.

Dada una funcién inicial ¢, se define una solucién x (¢) tal que satisfaga
x () = (), Vi € [10—7,10], (2.12)

donde ¢ pertenece a un espacio funcional que puede ser C([#9—T,%0],R") o bien
PC([to—7,t0],R"), ver Figura En el cdlculo de su norma se utilizara la
norma-sup, la cual es definida como:

@l == sup [le(@+1)]]. (2.13)

de[-7,0]

¢(t) X(f)

|

|

|

: >t
tU_T tﬂ t0+T

Figura 2.4: Funcién inicial ¢ de un sistema retardado.

A continuacion, se describen los conceptos de estabilidad en sistemas con
retardos:

Definicion 2.5 —[26]. Se dice que la solucién trivial de (2.11)) es estable si para
todo € >0y 79 >0 3 d(ty,e) > 0 tal que para cada ¢ € PC([to—T7,10],R") que
verifica la norma ||¢(?)|| < 6(Zp,€) se cumple:

[lx(2)]] <€, Vt=t. (2.14)
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Mas atn, si ¢ se puede elegir independientemente de 7(, entonces la solucién
trivial se dice que es uniformemente estable.

Definicién 2.6 —[26]. Lasolucidn trivial de (2.1T]) se dice que es asint6ticamente
estable si paratodo € > 0y ¢y > 03 (79, €) > 0 tal que cumple con las siguientes
condiciones:

i) para cada ¢ con ||@(?)||: < 6(tg,€) = ||x(1)|| <€, Vit =1p.

ii) x(¢) — 0 cuando (¢ —ty) — oo.

Definicion 2.7 — [26]. La solucién trivial de (2.11)) se dice que es exponencial-
mente estable sida > 1, 8> 0y ¢ > 0tal que paracada ¢ € PC([tp—T7,10],R")
que verifica la norma ||¢(7)||; < & se cumple:

()1l < alle(@)le P, Vi . (2.15)

Lema 2.1 — Valor medio [27]. Sea d(¢) una funcién continua en el intervalo
cerrado [a, b] y diferenciable en el intervalo abierto (a,b) con a < b. Entonces,
existe al menos algin punto ¢ € (a, b) tal que

d(b) —d(a)

d(c)= b—a

(2.16)

Corolario 2.1 —[27]. Sea d(t) una funcién continua en el intervalo cerrado
[t —7,t] y diferenciable en el intervalo abierto ( —7,f) cont > 7,7 >0y
[|d(#)]|e < 0. Entonces, se cumple la siguiente desigualdad

d(t)—d(t—7) < 7||d(0)]]co. (2.17)

2.3 Estabilidad de entrada a estado (ISS).

Una herramienta esencial para demostrar la estabilidad de sistemas dindmicos
perturbados son los conceptos de las funciones de clase K, K y K L. Formal-
mente, una funcién de clase K se define como se muestra a continuacion:
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— [25]. Una funcién continua « : [0,a) — [0, 00) se dice que
pertenece a una clase K si esta es estrictamente creciente y a(0) = 0. Se dice
que esta funcion pertenece a una clase K, sia = coy @(r) — oo cuando r — co.

La funcién de clase K se caracteriza por tener propiedades especificas que la
hacen util en el andlisis y disefio de sistemas, algunas de estas propiedades son:

= Monotonia: Una funcién de clase K es estrictamente creciente, lo que
implica que su valor aumenta a medida que la variable de entrada aumenta.

= Limites superiores e inferiores: Una funcién de clase K tiene limites
superiores e inferiores, lo que significa que existen constantes positivas que
acotan la funcién tanto por arriba como por abajo.

= Composicién: La composicion de funciones de clase K sigue siendo una
funcidn de clase K.

—[25]. Una funcién continua 3 : [0,a) X [0,00) — [0, c0) se dice
que pertenece a una clase KL si para cada s fijo, el mapeo S(r,s) pertenece a
una clase K con respecto a r y, para cada r fijo, el mapeo 3(r, s) es decreciente
con respecto a s y B(r,s) — 0 cuando s — oo.

Es decir, es una funcion continua y estrictamente creciente que mapea los nlimeros
reales no negativos en si mismos. Basdndose en las definiciones previas, se procede
a establecer la definicion de la estabilidad ISS (Input-to-State Stability), que en
espaiiol se traduce como Estabilidad de Entrada-Estado

A lo largo de los anos, el concepto de ISS se ha extendido mas alld de los
sistemas descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias. Ha sido aplicado con
éxito en una variedad de clases de sistemas de control, incluyendo aquellos go-
bernados por ecuaciones diferenciales parciales, sistemas retardados, sistemas
hibridos, entre otros. Esta capacidad de generalizacion ha ampliado atin mas el
alcance de ISS y ha fortalecido su relevancia en el campo del control no lineal.

Un sistema ISS se basa en la siguiente definicion:

18
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—[28]. El sistema
x=f(t,x,u), (2.18)

se dice que es entrada a estado estable, si existe una funcion 3 que pertenezca
a la clase KL y una funcion vy de la clase K, tal que para cualquier estado
inicial x(ty) y cualquier entrada acotada u, la solucion x existe para todo
t > to y satisface

|lxl| < B(llx (0)1].2 = 20) +¥( sup [[u(7)]]).

to<T<t

Haciendo uso de la definicion de ISS, se presenta el lema clave que guiara el
desarrollo de esta investigacion. Este lema es fundamental para determinar las
condiciones necesarias que el sistema y sus entradas deben cumplir para lograr
la estabilidad de entrada a estado. Este lema es de suma importancia, ya que su
aplicacion permitird comprender y evaluar el comportamiento del sistema bajo
diferentes condiciones de entrada. Asimismo, proporcionard una base sélida para
el disefio y la implementacion de estrategias de control que aseguren la estabilidad
deseada en el sistema

— [25]. Supongamos que f(z,x,u) es continuamente diferenciable y
globalmente Lipschitz en (x,u), uniformemente en z. Si el sistema no forzado

X = f(t,x,0),

tiene un punto de equilibrio global exponencialmente estable en el origen.
Entonces, el sistema (2.18)) es ISS.

indices de desempefio.

Los indices de desempeiio son medidas comunes utilizadas en el control de
sistemas para evaluar la calidad y el rendimiento de un controlador en funcién de
la respuesta del sistema. A continuacidn, se proporciona una breve descripcion de
cada uno de estos indices de desempefio.
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— [29]. El criterio de la integral del valor absoluto del error
e(t) (IAE) es definido como

T
IAE = / le(t)|dt para algin T > 0. (2.19)
0

Es decir, el IAE calcula el area del valor absoluto del error de la salida del sistema
para un tiempo determinado. Cuando el sistema presenta un error que persiste
durante un tiempo prolongado, el IAE ird creciendo con el tiempo, ya que el drea
bajo la curva del valor absoluto del error serd mayor. Por otro lado, si el sistema
logra reducir rdpidamente el error y mantenerlo cerca de cero, el IAE serd mas
bajo, indicando un mejor desempeiio del controlador.

Otra herramienta cominmente utilizada para evaluar el desempefio de la
solucion de diversos sistemas dindmicos basados en su error es el ISE, el cual se
define a continuacion.

—[29]. El criterio de la integral del error e(¢) al cuadrado (ISE)
es definido como

T
ISE = / e’(r)dt  paraalgin T > 0. (2.20)
0

La particularidad en el cdlculo del ISE consiste en que los errores mayores a la
unidad tendrdn un impacto mads significativo en el resultado de la integral, mientras
que los errores inferiores a uno contribuirdn menos al calculo de la integral. Esto
significa que el ISE destaca claramente las diferencias entre las respuestas de los
sistemas, poniendo mayor énfasis en los errores mas grandes. Un ISE mads bajo
indica un mejor desempeiio del controlador, ya que implica que el sistema tiene
errores mas pequefios en promedio y se acerca mds rdpidamente a la senal de
referencia deseada.

Tanto el IAE como el ISE cuentan con una variacidén que exige que el error
disminuya con el tiempo, de lo contrario significara que la solucién del sistema
tiene un pobre desempeno. Estas variaciones son el ITSE y el ITAE, las cuales se
definen a continuacion:
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— [29]. El criterio de la integral del valor absoluto del error
e(t) multiplicado por el tiempo # (ITAE) es definido como

T
ITAE = / tle(t)|dt para algin 7 > 0. (2.21)
0

Al tomar en cuenta el valor absoluto del error multiplicado por el tiempo, el
ITAE pone énfasis en la reduccion constante del error a medida que avanza el
tiempo. Esto significa que el criterio penaliza tanto los errores grandes como los
errores persistentes, lo que resulta en una evaluacién mas rigurosa del desempefio
del sistema. En otras palabras, se espera que un sistema con un bajo ITAE presente
una disminucién rdpida y continua del error a lo largo del tiempo.

— [29]. El Integral Time Square Error (ITSE) o criterio de la
Integral del error cuadrado multiplicado por el tiempo, es definido como

T
ITSE = / te’(t)dt  paraalgin T > 0. (2.22)
0

El ITSE se basa en el cuadrado del error multiplicado por el tiempo. Al
considerar el cuadrado del error, esta métrica acentia aiin mds los errores grandes
en comparacion con el ITAE. Un error cuadrado tiene un efecto cuadratico en el
valor total de la integral, lo que implica que los errores mas grandes tendran un
impacto mucho mayor en la evaluacion del desempefio del sistema. Al igual que el
ITAE, un sistema con un bajo ITSE se caracteriza por una rdpida disminucién del
error cuadratico a lo largo del tiempo.

Los cuatro indices de desempefo previamente mencionados, proporcionan una
forma cuantitativa de medir y comparar el rendimiento de los sistemas de control.
Sin embargo, es importante tener en cuenta que la eleccién de un criterio sobre el
otro dependera de las caracteristicas y los requisitos especificos del sistema en
estudio. En general, un sistema con un IAE, ISE, ITAE o ITSE se considera que
tiene un mejor desempefio en términos de la disminucién efectiva del error a lo
largo del tiempo.

21



Capitulo |§L Antecedentes mateméticos.

Calculo del indice de desempeiio para un sistema de segundo
orden.

A'lo largo de este ejemplo se analizard como los indices de desempeno descritos
en la seccidn anterior capturan diferentes aspectos de la respuesta del sistema, brin-
dando informacién valiosa sobre su calidad y eficiencia. El objetivo es comprender
como se ven afectados estos indices al variar el factor de amortiguamiento, y como
se pueden utilizar para evaluar el desempeiio de sistemas de segundo orden en
diferentes escenarios.

Sea el siguiente sistema de segundo orden.

X1 = x2, (2.23)

2 2
wyt —2Lwpxy — wyx1,

X

siendo ¢ € {0.0,0.1,0.5,1/v2,1.0} el factor de amortiguamiento, w, la frecuencia
natural del sistema y u la entrada del sistema. En particular, se considera a un
sistema con una frecuencia natural w, = 2 y se variard el factor de amortiguamiento
para observar distintos comportamientos en la salida del sistema. El factor de amor-
tiguamiento influye en la forma en que el sistema responde a las perturbaciones,
determinando su estabilidad y define el comportamiento transitorio de la planta.
Al calcular los indices de desempefio mencionados, se podrd evaluar y compa-
rar el rendimiento del sistema para diferentes valores del factor de amortiguamiento.

En este ejemplo, se simularan los diferentes sistemas generados por la ecuacion
(2.23) al aplicar una entrada escal6n de diez unidades de magnitud. Por lo que el
error del sistema e(7) = 10 —x(t) es expresado para £ € {0.0,0.1,0.5,!/v2} como

20t /1 _ 72
e(r) = 10—16__42 sin (2\/ 1-22t+tan”! (%)) (2.24)

mientras que para { = 1 se expresa como
e(t) = 10e 2 (2t +1). (2.25)

La Figura muestra la sefial de error para cada cambio en el factor de
amortiguamiento. Esta representacion gréfica permitird visualizar y analizar las
diferencias en el comportamiento del sistema para los distintos valores de ¢,
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brindando informacién importante sobre su respuesta y desempefio. Después,
se procedi6 a calcular los indices de desempefio mediante integracién numéri-
ca trapezoidal y en base a los cdlculos realizados, se ha generado la Tabla [2.1]
que resume los valores de los indices de desempefio para cada valor del factor
de amortiguamiento {. Estos valores proporcionan una medida cuantitativa del
rendimiento del sistema en términos de los indices IAE, ISE, ITAE e ITSE.

La tabla muestra claramente cémo varian los indices de desempefio a medida que
se modifica el factor de amortiguamiento. Se puede observar que algunos indices
pueden ser mds sensibles a cambios especificos en el factor de amortiguamiento
que otros. Esto brinda informacién valiosa sobre el comportamiento del sistema y
ayuda a comprender cémo influye el factor de amortiguamiento en el rendimiento
general.

10

e(t)

10 | | | |

5
Tiempo (s)
Figura 2.5: Errores de la sefial de salida para diferentes factores de

amortiguamiento (Ejemplo 2.1).

Al analizar la informacién obtenida y aplicando los criterios de IAE e ITSE, se
puede determinar que el mejor desempefio se logra cuando el factor de amortigua-
miento es igual a { = !/v2. Este valor de amortiguamiento permite que la respuesta
del sistema se estabilice de manera rdpida y eficiente. Por otro lado, al utilizar
el criterio de ISE, se concluye que la mejor respuesta se obtiene con un factor
de amortiguamiento de £ = 0.50. Esta respuesta presenta un equilibrio adecuado
entre el sobretiro y la velocidad a la cual el error disminuye a un valor inferior
a la unidad. En otras palabras, esta configuracién del sistema logra una rapida
estabilizacion con un margen de error inferior a la unidad.
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Al calcular el ITSE de los sistemas simulados, se observa que tanto los sistemas
con un factor de amortiguamiento de { ='/vz como ¢ = 0.50 presentan el mejor
desempefio. Esto se debe a que el célculo de estos indices de desempefio se basa en
el drea bajo una funcion, y diferentes funciones pueden generar el mismo valor. Es
importante destacar que las configuraciones con menor amortiguamiento (£ =0.10
y ¢ =0.00) obtuvieron las peores calificaciones en términos de desempeiio. Esto
se evidencia a través de los valores significativamente mds altos obtenidos en los
indices de ITAE e ITSE en comparacion con los otros sistemas dindmicos.

£=1.00 | =2 | ¢=0.50 | £=0.10 | £=0.00
IAE | 1000 | 806 | 856 | 28.04 | 64.56
ITAE | 750 | 495 | 735 | 9620 | 32691
ISE | 6249 | 53.02 | 4999 | 127.90 | 509.30
ITSE | 28.12 | 18.75 | 18.75 | 286.09 | 2587.93

Tabla 2.1: Indices de desempeio para sistemas con diversos factores de
amortiguamiento y con una frecuencia natural igual a 2.

Este ejemplo nos ayuda a visualizar como los criterios de IAE, ISE, ITAE e
ITSE permiten evaluar y comparar el desempefio de diferentes sistemas de segundo
orden con diferentes factores de amortiguamiento. En este caso, se ha demostrado
que los sistemas con ¢ = !/v2 y { = 0.50 presentan el mejor rendimiento, mientras
que las configuraciones con menor amortiguamiento muestran un desempeio
inferior. Estos resultados proporcionan una base sélida para la toma de decisiones
y la optimizacion del rendimiento en sistemas dindmicos.
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En esté capitulo, se establece una sélida base de antecedentes matemdticos que
son fundamentales para el desarrollo de controladores aplicados a sistemas
dindmicos. Se abordan diversos temas, entre ellos los sistemas Euler-Lagrange
subactuados y completamente actuados, asi como los criterios de estabilidad. Se
enfatiza particularmente en la estabilidad de entrada a estado, que ha tenido un
impacto significativo en el campo del control no lineal. Al unificar las teorias de
estabilidad de Lyapunov y de entrada-salida, ISS ha proporcionado un marco
tedrico sélido y versétil para abordar problemas de estabilidad y control en
sistemas no lineales. Finalmente, se explora el tema de los indices de desempefio:
IAE, ISE, ITAE e ITSE. Se utiliza un ejemplo para comprender cémo funcionan
estos indices y su aplicacién en la evaluacion del rendimiento del sistema.
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3. Modelado de sistemas
Euler-Lagrange.
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3.1 Introduccion.

El enfoque de Euler-Lagrange se utiliza en diversos campos de la fisica y
la ingenierfa para describir y analizar sistemas mecdnicos, como sistemas de
particulas, sistemas continuos, sistemas de multiples grados de libertad y sistemas
con restricciones, ver [30H33]]. Proporciona una base teérica sélida para el estudio
de la dindmica de sistemas fisicos y es fundamental en la formulacién de las leyes
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del movimiento en la mecanica clasica.

A lo largo de este capitulo, se aborda el modelado de sistemas utilizando
las ecuaciones de Euler-Lagrange como base fundamental. En primer lugar, se
presenta la formulacién de la ecuacién basada en la funcién Lagrangiana. Esta
funcién se determina mediante la combinacién de una funcién de energia cinética
y otra de energia potencial, que describen las propiedades fisicas del sistema en
estudio. Con estas ecuaciones, se logra sintetizar una representacion matematica
que actia como un modelo para un sistema Euler-Lagrange.

Posteriormente, se procede a detallar las matrices y vectores que conforman
un modelo basado en la ecuacion de Euler-Lagrange, destacando las propiedades
maés relevantes de cada uno de ellos. Estas matrices y vectores son fundamentales
para caracterizar la dindmica del sistema y permiten analizar su comportamiento y
respuesta ante diferentes condiciones.

Finalmente, se presentan tres ejemplos concretos de sistemas dindmicos, en
los cuales se establece de manera completa la estructura interna de cada matriz,
especifica para cada sistema en particular. Los sistemas dindmicos utilizados en
estos ejemplos son el péndulo compuesto, el brazo robdtico serial de dos grados de
libertad tipo Revoluta-Revoluta y el dron tipo tilt-rotor. A través de estos ejemplos,
se ilustra cdmo se aplica el modelado basado en las ecuaciones de Euler-Lagrange
para analizar y comprender el comportamiento de sistemas reales y se destacan las
particularidades de cada uno de ellos.

Ecuaciones dinamicas para los sistemas Euler-Lagrange.

Se tiene que para un sistema dindmico de n grados de libertad con coordenadas
generalizadas g € R" y fuerzas externas totales f,x; € R”, su modelado se puede
obtener mediante la ecuacion de Euler-Lagrange:

d (OL\ OL
E(%)_% = fexts (3.1)
donde
L(q.9):=E.(q.9)—E,(q) (3.2)
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es la funcién lagrangiana. El término E.(q,q) se conoce como la energia cinética
(o co-energia) la cual puede ser descrita como

1

donde M(q) € R™" es llamada matriz de inercia generalizada, la cual es definida
positiva, E,(g) denota a la energia potencial, la cual se asume acotada por
abajo [32], es decir que existe alguna ¢, > 0 tal que:

E,(q)>c, Vg €R". (3.4)

Debido a que la energia potencial depende unicamente de las coordenadas
generalizadas se tiene:

oL 10 .+
—==-—1(9 M(q)g)=M(q)q, 3.5
93~ 294 (4"M(q)4) =M (q)§ (3.5)
por consiguiente
d (0L .
—|=|=M(q)§+M(q)q. 3.6
7 (aq) (9)G+M(q)q (3.6)
Se tiene que el término g—{; del lado izquierdo de (3.I) se puede dividir en dos

términos como se indica a continuacion:

a_L _ aEc(q’q) _ aEP(q)

) 3.7
dq dq dq G7
Abhora, al sustituir (3.6) y (3.7) en (3.1)) se obtiene
. e . 0E(q.9)
M(g)§+M(g)§ ~— 5 == +8(q) = fext (3.8)
siendo g(q) el vector de gravedad, el cual es definido como:
IE,(q)
g(q):=— (3.9)
q

Ademds, la suma del segundo y tercer término de (3.8)) definen el vector de Coriolis
y fuerzas centrifugas, es decir,

0E.(q,q9)

c(q.4) =M(q)§— 9

=C(q.9)q. (3.10)

El vector de Coriolis y fuerzas centrifugas es Unico para cada sistema, a
diferencia de la matriz de Coriolis y fuerzas centrifugas C(q, q) puede ser definida
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de multiples formas. No obstante, para que esta tenga propiedades interesantes,
sus elementos deben ser definidos mediante los simbolos de Christoffel de primer
orden [34]] como se menciona a continuacion:

n
Cic(g59) = ), Ciji(@)gj, i,k €1,2...n (3.11)
j=1
donde omi(q) O @
1 (Omy(q) Om;i(q) Omy;(q
Cijx(q) == - . 3.12
]k(q) ) ( aq] + aqk 56]1 ( )

Ahora, haciendo uso de las matrices y los vectores anteriormente definidos, (3.1))
se puede reescribir como:

M(q)§+C(q.4)q+g(q) = fext (3.13)

donde el vector de fuerzas externas totales fer; puede descomponerse de la

siguiente forma:

af(q)
9q

siendo p € R" el vector de perturbaciones externas, u € R" el vector de entradas

de control y f(q) € R la funcién de disipacién de Rayleigh, la cual satisface [33]]:

qT—a];(.q) > 0.
q

fext =-

+p+u, (3.14)

(3.15)

Propiedades de los sistemas Euler-Lagrange.

A continuacién se enumeran algunas de las propiedades mas relevantes de los
sistemas Euler-Lagrange.

—[20]. La matriz 5 : R” xR" — R dada por:

n(q.q) :=M(q)-2C(q.q), (3.16)

define una matriz antisimétrica y, como consecuencia, satisface la siguiente
igualdad:
72'1n(q,4)z=0 VzeR" (3.17)
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Seccién [3.3. ll El péndulo compuesto.

— [20]. Elsistema (3.1)) es lineal con respecto a sus parametros. Es
9f(4)
aq

donde p € R” es el vector formado por los parametros del sistema y ®(q,q,§) €

decir,

M(q)§+C(q.q)g+g(q)+ =®'(q,4.9)p, (3.18)

RP*" es llamada la matriz regresora.

— [20]. La matriz M (q) es simétrica positiva definida, es decir,
existen constantes positivas m,, y my tal que:

mm <||M(q)|| <mpy. (3.19)

— [20]. Existen constantes positivas kg y k, tal que:

0’E
sup # < kg, (3.20)
geR? 311

aEp(q)
sup ||———|| < ky. (3.21)
qelé)” ‘ oq '

—[20]. La matriz C(q,q) es acotada en q y lineal con respecto a ¢,
es decir:
C(q.9)z=C(q.2)§  VzeR", (3.22)

1C(g. Dl < kcliqll, ke >0. (3.23)

Modelado de sistemas: Ejemplos.

El péndulo compuesto.

El péndulo compuesto o péndulo fisico es uno de los sistemas dindmicos no
lineales SISO (Mono entrada - Mono salida) més sencillos con respecto a sus
ecuaciones dindmicas. A pesar de ello, un sinfin de sistemas fisicos reales son
modelados mediante su ecuacién matemadtica. El sistema consiste en un cuerpo
rigido el cual oscila alrededor de un eje fijo, en donde el centro de masa del sistema
no pasa por este eje de giro. En funcién de la posicidn del pivote de giro, el péndulo
es afectado por el campo gravitatorio terrestre.
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f ext (t)

Figura 3.1: Diagrama de cuerpo libre del péndulo compuesto.

Existen algunas variaciones para la entrada de control de este sistema dindmico,
las cuales se diferencian por como es inyectado el torque, siendo éste, la sefial
considerada como la entrada de control. Las entradas de control mds comunes son
el par generado por un motor eléctrico o de combustién colocado en el eje de giro.

En este capitulo se expresa la entrada de control # de forma general, sin
especificar qué mecanismo estd generando el torque de entrada. La Figura [3.1]
muestra la configuracion del péndulo compuesto que se considerard a continuacion.

Para este ejemplo, la coordenada generalizada estd dada por el dngulo de giro

6. Se considera que la energia potencial del péndulo estd acotada por abajo, como

se menciona en (3.4), y es descrita en funcién de la posicion del centro de masa

del cuerpo rigido. Bajo estas consideraciones la energia potencial del péndulo se
determina como

E,(0) =mgl(1—cos()), (3.24)

siendo m la masa total del sistema, g la constante de gravedad y ¢ la distancia entre
el pivote y el centro de masa de la barra, donde se puede comprobar que la minima
energia potencial se obtiene cuando 6 = 0 rad, es decir, cuando el péndulo estd en
su posicién mds baja, mientras que la maxima energia potencial se encuentra para
6 = n rad, colocando al péndulo en su punto mas alto.

Por otro lado, de (3.3)) se observa que la energia cinética se define como la
mitad de la inercia del sistema multiplicado por la velocidad al cuadrado de la
coordenada generalizada. En este caso, la inercia total del sistema es representada
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por 1, la cual es obtenida desde el pivote del péndulo. Por lo que la energia cinética
queda descrita como

. 1 .
E.(0,6) = 51(92. (3.25)

Considerando lo anterior, se deduce que el Lagrangiano del sistema estd dado
por la siguiente expresion:

L(6,0) = E.(6,0) —E,(6) = %192 —mgl(1—cos(0)). (3.26)

Las derivadas parciales de la funcién Lagrangiana se calculan como

oL
rri —mg{sin (6) (3.27)
g oL
— =16. (3.28)
06
La derivada temporal de este tltima ecuacién queda expresada como:
d (0L ,
—|—=]=16. 3.29
dt ( 00 ) .29

Por dltimo, sustituyendo (3.29) y (3.27) en(3.1)) se obtiene el modelo matema-
tico del péndulo compuesto:

3/(6)
6
En la ecuacién anterior, la funcién de disipacién de energia f () engloba todos

los fenémenos que reducen la cantidad energética del sistema, producidos por
alguna fuerza no conservativa, como lo es la friccién con el medio por donde se
desplaza el péndulo. Por otro lado, la funcién p representa la suma de todos los

16 +mglsin(0) =u+p— (3.30)

momentos producidos por fuerzas externas y para este trabajo se contempla que
cumple con la suposicién (i), descrita en la Seccion[1.2]

Después de obtener la ecuacion dindmica del péndulo utilizando la estructura
de Euler-Lagrange, resulta relevante analizar cémo se aplican las propiedades
discutidas en la Seccién [3.2.1] a este sistema en particular. De todas estas propieda-
des, la Propiedad 32]es especialmente interesante, ya que se sabe que permite
expresar la ecuacion [3.30]de forma lineal en relacién a su vector de pardmetros.
Este vector de pardmetros se define de la siguiente manera:
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I
="' = : (3.31)

2 mgt

mientras que la transpuesta de la matriz regresora del péndulo se calcula como

T A — | 0(piG+pasin(0)  d(pif+pasin(6))
@ (0,0) = [ api op> ]

|6 sin(0)]- (3.32)

Ademds, se puede verificar ficilmente que la Propiedad 3[3|se cumple para
cualquier par de valores de m,, y my; que satisfagan

my, <I<my. (3.33)

En cuanto a la Propiedad 3/4] la cual hace referencia a que la norma del término
p2sin(6) y su derivada parcial con respecto a 6 estan acotadas, se cumple siempre
y cuando los valores de k, y k, satisfagan la relacion

ke>ps y ky=po. (3.34)

El robot tipo RR.

El robot tipo RR es un tipo de robot serial que se compone de una cadena
abierta formada por dos eslabones conectados por uniones de tipo revoluta, es
decir, juntas que permiten el movimiento de rotacion. Cada eslabon estd impulsado
por un actuador que controla el torque aplicado.

En una configuracién especifica en la que los actuadores giran alrededor de
ejes paralelos y dichos ejes son perpendiculares al vector de gravedad, el robot
tipo RR puede ser modelado como un péndulo doble. Esta analogia se ilustra en la
Figura[3.2] donde se muestra la representacion esquemadtica del robot tipo RR y su
similitud con un péndulo doble, siendo la tnica diferencia la forma en como estan
actuados los dngulos de revolucion.

En este sistema se tiene que las coordenadas generalizadas estdn dadas por los
angulos 01 y 6, de cada una de las dos juntas de revoluta. Por lo que la energia
potencial del sistema debe definirse de tal forma que cumpla la ecuacion (3.4)
y estar expresada en funcién de la altura del centro de masa de cada uno de los
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Uq

Figura 3.2: Diagrama de cuerpo libre de un robot tipo RR.

eslabones. Considerando lo anterior, se procede a definir la posicion del centro de
masa r1(61) del primer eslabén como

l 0
p = |OS O (3.35)
[ SiIl(Q])

mientras que la posicién del centro de masa r,(61,6,) del segundo eslabon se
puede expresar como:

l1cos(61)+Ircos(61+0
- 1c0s(61) +1lcos (61 +62) ’ (3.36)
llsin(91)+lzsin(91+92)

donde /] y I, representan el largo de eslabon uno y dos, respectivamente. Bajo
estas consideraciones, la energia potencial de este sistema queda definida como

Ep(el, 92) = mlgll sin (91) +mZg(ll sin (91) + 5 sin (91 +92)), (3.37)

donde m; y m denotan a la masa del primer y segundo eslabon, respectivamente.
De esta forma se puede comprobar que la minima energia potencial del robot RR
se obtiene cuando 0| = —% rad y 8, = 0 rad, es decir, cuando la punta del segundo

35



Capitulo H Modelado de sistemas Euler-Lagrange.

actuador del robot esta en su posicién més baja, mientras que la mdxima energia
potencial se encuentra al hacer ; = 5 rad y #; = 0 rad, con lo cual se coloca la
punta del segundo eslabdn del sistema en su punto méds alto.

Ahora, la energia cinética del sistema dindmico es igual a la mitad de la suma
de cada una de las masas de los eslabones multiplicadas por su respectiva velocidad
al cuadrado. Para ello se define la velocidad del centro de masa del primer eslabon
71 como

—sin (9 1)

i1 =16, , (3.38)
cos (61)

por lo que la velocidad al cuadrado del centro de masa del primer eslabon se
calcula como

L =167 (3.39)

Mientras que la velocidad del centro de masa del segundo eslabon 7, se obtiene
al derivar su vector de posicion, obteniendo el siguiente vector

—ll sin(@l)él —lz sin(91 +92)(91 +92)
Ty = . o , (3.40)
ll COS (91)91 +l2 CoS (91 +92)(91 +92)

siendo definida la velocidad al cuadrado del segundo eslabon por la siguiente
expresion

Foy Fa = 262 +21115(67 +63)63 (sin (61) sin (61 +62) +cos (81) cos (6 +62)).
(3.41)
Por lo tanto, la energia cinética del robot tipo RR se encuentra al sustituir

(3.39) y (3.41) en la siguiente ecuacién

. | e
E.(01,0,,01,0,) = EmlrlTr1+5m2rzTr2. (3.42)
Utilizando la identidad trigonométrica de la suma de dngulos del seno y del coseno
en la ecuacion anterior y agrupando los dngulos 67 y 8, en el vector de coordenadas
generalizadas ¢ = [61,0,] " se reescribe la energia cinética de forma matricial
como

1
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donde la matriz de inercia M (q) se obtiene a partir de (3.42) y (3.43). Especifica-
mente, se tiene que:

p1+ 2p2 COS (92) pP3+ p2Cos (92)
M(q) = , (3.44)

p3+pacos(62) D3

siendo sus parametros definidos como p; := lf(ml +my) +l§m2, p2:=lLilhomyy
p3 = l%mz. Es importante destacar que estos pardmetros estdn relacionados con
las caracteristicas fisicas del sistema, como las longitudes de los segmentos y las
masas de los componentes. Ahora, mediante el uso de la energia potencial del
sistema se define el vector de gravedad g(¢), el cual es descrito por la ecuacion

(3.9), esto es

_OE,(q) _|{p3cos(81+62)+{(p1—p3)cos(6:)

g(q) 5 .
1 7 p3c0s (601 +6)

(3.45)

Para finalizar, se procede a calcular los elementos de la matriz de Coriolis y fuerzas
centripetas mediante el uso de los simbolos de Christoffel de primer orden, como
se define en la ecuacion (3.11])), como se muestra a continuacion:

cii = cinbi+ciby, (3.46)
ci2 = cinbi+cinbs, (3.47)
c21 = ca1101+cmibs, (3.48)
¢ = cabi+camb, (3.49)
donde
ciir = cp1=c22=c2 =0, (3.50)
ci21 = ci12=cC122=—p2sin(6y), (3.51)
con = pasin(6y), (3.52)

por lo que la matriz C(q,q) se define como

. . 92 91+92
C(q.q) = —p2sin(6;) ; o | (3.53)
-0

Esta matriz completa la estructura de un sistema Euler-Lagrange completamente
actuado, como se define en (3.13)), para un sistema robético de dos grados de
libertad con juntas de tipo revoluta.
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3.3.3 El dron de rotor inclinable ( tilt-rotor).

El vehiculo aéreo tipo tilt-rotor es similar a un cuadricéptero, con la diferencia
de que todos sus motores pueden rotar 8 grados alrededor del eje y, del marco
de referencia A, el cual estd montado sobre el chasis del dron (véase Figura [3.3).
Esta topologia de dron permite avanzar traslacionalmente mientras los dngulos de
roll y pitch son nulos, a diferencia de la topologia cldsica de un cuadricéptero, la

cual puede verse en [35-37]].

F,

Servomotores

\ﬁ

F

A  Rotores

YA \
p

Servomotores

X Y1

Figura 3.3: Diagrama del dron tipo tilt rotor de cuatro hélices.

El modelo dindmico del tilt-rotor se obtiene mediante el formalismo de Euler-
Lagrange, el cual representa al dron como un cuerpo sélido que evoluciona de
forma traslacional y rotacional en el plano tridimensional. Para ello se realizaran
las siguientes consideraciones, como se sugiere en [38].
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e Las hélices y la estructura de la aeronave son rigidas y no sufren deforma-
ciones.

e El centro de masa se asume coincidente con un marco de referencia (A fijado
sobre el dron.

e La estructura de la aeronave es simétrica.
e Se desprecian los efectos causados por el suelo.

Las coordenadas generalizadas referenciadas a un marco inercial 7 fijo en tierra de
un vehiculo aéreo pueden escribirse como ¢ = [¢ 7,5 7]T € RS, siendo & =[x, y,2] "
€ R3 el vector del movimiento de traslacién del centro de masa del dron y
n=1[0.0,4]7 € R3 es el vector de orientacién formado por los tres dngulos de
Euler roll, pitch y yaw, respectivamente.

La energia cinética del dron estd dada por

1 . .
E, = 5(.;--TmT§+aﬂlxyzw), (3.54)

donde m7 es la masa total de dron, Iy, € R33 es el tensor de inercia del dron
definido por los momentos de inercia principales Iy, Iy, I, y w € R3 es el vector
de velocidad angular en el marco de referencia A el cual esta definido en funcién
de 17 y 77 por medio la bien conocida matriz W, (1), (vease [39], para mayores
detalles), esto es:

w = W,(n)i,
1 0 —sin (0) é
= |0 cos(¢) sin(¢)cos(0)||6]- (3.55)

0 —sin(@) cos(¢)cos(0)| |y

De la definicion de la energia potencial, se tiene que la matriz inercial del sistema
completo esta definida por las matrices inerciales de los subsistema de traslacion y
rotacion, como s€ muestra a continuacion:

M; 0

M(q) = ,
0 M,®n)

(3.56)
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siendo
mr 0 0
Mg:=|10 myp 0 |=mrls,
0 0 mr
y

My(m) = W, (U)TlxyzWi] ()
Ix 0 —1xxSe
= 0 IyyC+1::S}, IyyCoCySy —1.2CoCySy
~IixSo  IyyCoCySp—1:2CoCySy Iz CuCh+1xxSy+1yyCySy,

La matriz de Coriolis queda definida como:

, 0 0
C(q,9) = _
0 Cy(n,mn)
donde
Cn = 0,
Cpiz = UL+ (Iyy —1;;)Cap)Co+0(1yy — 1) Cy Sy,

Cps = 9[’(_Iyy+lzz)cgc¢s¢’

Cpot = YL+ (Iyy—1:2)Cap)Co+0(—1yy+1.,)Cy Sy,
Cp2 = ¢(=Ly+1)C4Sy,

Cppz = Y(—La+1.Cy+1,,5;)CySp,

Cps1 = (=Li@+y(Iyy —1..)CoCyS4)Co,

(3.57)

. (3.58)

(3.59)

Cpzz = Gy —1)CoCop+0((=Iyy +1.:)CySySo+1 (Iry — 1:C5 — 1,,83)Cy),

Cpz3 = —($(=Iyy+12)CoCySy+0(~Iex+1:Cy+1yyS;)S0)Co.

(3.60)

Por otro lado, la energia potencial del sistema esté definida como E), = mrgz, por

lo cual el vector de gravedad se define como:

T

g=10 0 mrg 0 O O

Por lo tanto el modelo dindmico del dron queda expresado como:

(3.61)
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; N F¢
M(q)§+C(q,9)q+g = rl (3.62)

La entrada de control del subsistema de traslacion F; es el vector de la fuerza

Figura 3.4: Rotacién de g rad del marco de referencia B con respecto al A.

principal de empuje u; expresado en el marco de coordenadas 7. El marco de
coordenadas 8 se encuentra unido a la direccién de empuje de los motores, por lo
que estd rotado S grados sobre el eje y# del marco de coordenadas A, montado
sobre la estructura del dron. Es por ello que las componentes de este vector en el
eje xg y yg son nulas debido a que la fuerza de empuje de cada motor del dron es
paralela al eje zg, ver Figura[3.4] Para mostrar el vector de empuje en el marco de
referencia 7 es necesario premultiplicar por una matriz de rotacién R ng, la cual
mapea los vectores del marco de referencia B en el marco inercial. Esta matriz
esta definida por tres rotaciones sucesivas, la primera de ¢ radianes sobre el eje
Z8, la segunda de 6 + 8 radianes sobre el eje Yg y por dltimo una rotacion de

radianes sobre le eje xg, es decir:

CQCL// S¢SQ+BC¢ —C¢S¢ C¢S9+ﬁC¢, +S¢S¢,
RE=CoSy S4S0:Sy —CsCy  CySospSy—SsCy|- (3.63)
—So+p S¢Coip CyCosip

De esta forma se puede reescribir el vector de fuerzas traslacional en el marco de
referencia 7, esto es:
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[ F. 0
Fe = |Fs|=Rg|0|ui, (3.64)
| Fez 1

—COS(¢) sin(6 + ) cos(y) +sin(¢) sin(y)
Fg = |cos(¢)sin(8+p)sin(yy) —sin(¢) cos(y) | u1, (3.65)
cos(¢) cos(6+ )

donde u; denota a la fuerza de empuje principal, la cual resulta de la suma de las
cuatro fuerzas de empuje de cada motor del dron, esto es:

ui =) F. (3.66)
i=1

Por otro lado, la entrada de control T del subsistema de rotacion es definida
mediante los pares que generan las fuerzas de empuje de cada motor, asi como
por las fuerzas de arrastre de cada hélice, donde los primeros son modelados
en funcion de las i-€simas posiciones de cada motor localizado en el punto 7;,
sus respectivas fuerzas de empuje F; y la rotacion de g grados del marco B con
respecto al marco (A fijo a la estructura del dron. Los momentos producidos por la
fuerza de arrastre de cada hélice estdn modelados en funcién de la constante de
arrastre ky,q y la fuerza de empuje F; de su respectivo motor. Ademas, se debe
considerar la rotacién de este momento debido a la entrada 3 (ver Figura[3.4), més

especificamente se tiene

) 0 0
T=) rixRy(B) | 0 |+karagRy(B) 0 SENEX )
= F, Fi - Fy+ Fs— Fy

con

cos(B) O sin(pB)
R,(B):=| 0 1 0 |. (3.68)

—sin(B) 0 cos(B)

La posicion r; de cada motor puede variar en funcién de la configuracién
del dron. Cabe mencionar que no necesariamente se tiene que seguir con estas
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Seccion|3.3.3] El dron de rotor inclinable.

configuraciones, pero es de gran importancia al momento de implementar el
controlador que la configuracion elegida garantice la independencia lineal de las
fuerzas de empuje F;, es decir, se busca garantizar que la ecuacién

»
SF
i u
S0 =7, (3.69)
T u3
_u4_

tenga una tnica solucion real para cada fuerza de empuje F;. Puede observarse que
hasta este punto el dron tilt-rotor cuenta con seis grados de libertad, tres para el
subsistema de posicion y tres para el subsistema de orientacidn, mientras que s6lo
tiene cinco entradas de control uy, uy, us, us y 3, convirtiéndolo en un sistema
subactuado.
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En este capitulo se proporciona una introduccioén al modelado de sistemas
utilizando el enfoque de Euler-Lagrange. Para ilustrar la efectividad del enfoque,
se considera el modelado de varios sistemas mecanicos. Se cubren aspectos
clave como la formulacién de la ecuacion, las matrices y vectores relevantes, y
se ilustra su aplicacion a través de ejemplos especificos de sistemas dindmicos
reales. Este capitulo brinda una base sélida para comprender y analizar sistemas
mecdnicos desde una perspectiva Euler-Lagrange.

El capitulo comienza introduciendo la formulacién de la ecuacion de Euler-
Lagrange basada en la funcion Lagrangiana. Esta funcién se obtiene combinando
las funciones de energia cinética y potencial, las cuales describen las propiedades
fisicas del sistema en estudio. Con estas ecuaciones, se logra sintetizar una repre-
sentacion matemadtica que actiia como un modelo para sistemas Euler-Lagrange.

A continuacidn, se detallan las matrices y vectores que conforman un modelo
basado en las ecuaciones de Euler-Lagrange, resaltando las propiedades més
relevantes de cada uno de ellos. Estos componentes matematicos son esenciales
para caracterizar la dindmica del sistema y permiten analizar su comportamiento
y respuesta ante diferentes condiciones.

Finalmente, se presentan tres ejemplos concretos de sistemas dindmicos,
donde se establece la estructura interna de cada matriz especifica para cada
sistema en particular. Estos ejemplos incluyen el péndulo compuesto, el brazo
robético serial de dos grados de libertad tipo Revoluta-Revoluta y el dron de
rotor inclinable (tilt-rotor). A través de estos ejemplos, se ilustra cémo se aplica
el modelado basado en las ecuaciones de Euler-Lagrange para analizar y com-
prender el comportamiento de sistemas reales, destacando las particularidades y
caracteristicas propias de cada uno.
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4. Resultados principales: el controlador
basado enretardo.
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4.1 Introduccion.

El objetivo de este capitulo es desarrollar un controlador con la capacidad de
resolver el problema de seguimiento de trayectoria acotada (PSA), definido en la
seccion[I.2] para el vector g aplicado a un sistema Euler-Lagrange completamente
actuado, el cual tiene la siguiente estructura:

M(q)§+C(q.q)q+g(q)=u+p, 4.1)

donde g € R" es el vector de coordenadas generalizadas, p € R" es el vector
de perturbaciones externas el cual se asume acotado al igual que su derivada
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p, u € R" es el vector de entradas de control, M(q) > 0 € R™" es la matriz
de inercia la cual es positiva definida, C(q,q) € R™" es la matriz de Coriolis y
fuerzas centripetas.

Antes de abordar el problema principal, considérese el siguiente sistema:
Azéj+A16}+Aoq:u+p, (42)

donde A, > 0 es un pardmetro constante conocido, mientras que Ay, Ag € R son
pardmetros constantes inciertos, donde se conocen sus valores maximos, los cuales
se denotan por A; y Ao, respectivamente; ¢ € R es la variable generalizada de
posicion, u € R es la sefial de control y p € R es una perturbacion externa acotada
donde su derivada p € R también estd acotada.

Definiremos como caso nominal a la solucién del problema de seguimiento de
trayectoria en ausencia de incertidumbres paramétricas y perturbaciones externas.
Especificamente se considera el caso cuando

A0:A1:p=0 (43)

y el controlador es un cldsico control proporcional derivativo normalizado para la
sefial de referencia ¢, y la sefial de error ¢ = g — g, esto es

U= —A, (kp(7+ kgl q) (4.4)
Ademas, si se definen las constantes del controlador como se muestra a continuacion

k,=ak?
: (4.5)
ka=a(k+1)

siendo las constantes escalares a > 0 y k > 1. Entonces, los polos en lazo cerrado
del error del sistema nominal se ubican en s; = —a y s = —ak. Por lo que el error
de la posicion nominal qo = qo — q, y el error de la velocidad nominal 270 =q4o—qr
se pueden expresar como:

ke—at_e—akt —at _ ,—akt
Go= ———Go(0) + —————5,(0), 4.6
40 -1 20 =1 q0(0) (4.6)
N ak (e—akt_e—at) _ ke—akt_e—at .
= 0)+———q,(0). 4.7
do 1 70(0)+———40(0) 4.7)
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Seccién ’éﬁl Estabilidad ISS para un sistema de segundo orden.

Estabilidad ISS para un sistema de segundo orden.

La siguente proposicion tiene el objetivo de resolver el PSA para la trayectoria
de referencia g, .

Considere el sistema de segundo orden descrito por (#.2), y sea
qr una sefial de referencia. Entonces, el PSA es resuelto para g, si el controlador
u es elegido con la siguiente estructura:

u=—Az(kp+kaG—dr) - d(1;7), (48)

donde g :=g—gq,y d| (t;7) es una ley de estimacion basada en el retardo definida
por
d(t;1):=Ax§(t—7)—u(t—71), (4.9)

con k, € Ry, mientras que la ganancia k, y el retardo 7 deben satisfacer las
siguientes desigualdades:

A
O0<t< y 0<r|=2 <kygy. (4.10)
A

Ay

Para simplificar el andlisis de la demostracién se asumird que la
siguiente aproximacion

d(t) =

d—d(t-7)
— “4.11)

se cumple cuando 7 es pequeia.

Demostracion. Primero, considere el sistema (4.2)) en lazo cerrado con el contro-

lador (4.8):

Ar =—Ao|kpGHkaq — G| ~d(t:7)+d,

donde d agrupa las dindmicas desconocidas del sistema y las perturbaciones

externas, es decir:
d:=p-A1qg—Aoq. (4.12)

Abhora, al sustituir la ley de estimacién basada en retrasos, se obtiene:
ArG =—Ar[kpGrkaqg—G:|+d—Arg(t—7)+u(t—7). (4.13)
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Dado que la ecuacion anterior depende de la entrada retardada u(z — ), serd
necesario considerar las sefiales de entrada pasadas. A tal fin, obsérvese que la
ecuacion (4.2) puede reescribirse como:

Ay = u+d,
=>u = A)j—d,
Ayg(t—7)—d(t—r7). (4.14)

>u(t—r1)

Considerando (#.14) en la dindmica del sistema en lazo cerrado (4.13)), resulta:

N - — d—-d(t-
q+kdq+kpq:—( T). (4.15)
A
A continuacién, se puede observar que la sefial retardada d(f —7) se puede
relacionar con d, mediante el siguiente supuesto:
, d—d(t-
d ( l) ;‘F),
-
=d-d(t-1) = 7d. (4.16)

Al considerar (4.16)), la ecuacion (@.15)) se puede reescribir como

q+kdq+kpq=T—. 4.17)
A

Para poder afirmar que el sistema anterior es ISS, sélo se requiere concluir que la
derivada de la perturbacion total d es acotada. Debido a que se supone que p estd
acotada (suposicién (i), descrita en el Capitulo [I.2) sélo queda corroborar que
q y ¢ estan acotadas. Es por ello que a partir de la definicién de d, la expresion
anterior se puede establecer como:

A A
14722 G+ (kg +722) G+kpq =d), (4.18)
A, A,
donde
-
dy = kar"'de?r +(?r+A_p-
2

Dado que 7 y kg satisfacen la ecuacién (4.10), esté claro que el sistema en lazo
cerrado no perturbado de la ecuacion tiene un punto de equilibrio global
exponencialmente estable en el origen . Por lo tanto, al hacer uso del Lema[2.2] se
puede concluir que el sistema en lazo cerrado es ISS. Ademas, volviendo a tener
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en cuenta la suposicion (i), es claro que d; estd acotada, lo que implica que ¢, ¢ y
¢ permanecerdn acotados para todo ¢ > 0, implicando a su vez que d se mantenga
acotada. Obsérvese que los sistemas (4.18)) y son equivalentes, implicando

que (4.17) también sea ISS.
[

Desempeiio para un sistema de segundo orden.

En la seccidén anterior se establecié una proposicién para un controlador tipo
PD en conjunto con una ley de estimacion retardada. En la cual, al cumplirse la
desigualdad (@.10) se resuelva el problema de seguimiento de trayectoria acotada,
pese a la incertidumbre en algunos pardmetros del sistema y estar expuesto a
perturbaciones desconocidas. Debido a que s6lo se establece que el sistema es ISS,
la Proposicion 4[4.1| no establece qué tan grande son las cotas de los errores del
seguimiento de trayectoria, establecidos en la ecuacién (1.1)). Pero al demostrar
la existencia de estas cotas, es posible establecer que el sistema a analizar es
de orden exponencial y por lo tanto, se puede hacer uso de herramientas como
la transformada de Laplace para un andlisis frecuencial. Por lo que el siguiente
paso logico es encontrar la magnitud de estas cotas en funcién de los parame-
tros k,, kg y 7 del controlador. Asi como establecer condiciones para satisfacer
los criterios de desempefio mayormente utilizados en los sistemas de segundo orden.

Sean g; : R, U{0} - R, U{0}, g2 : R, U{0} — R funciones reales,
Laplace transformables con transformada de Laplace G, G, respectivamente,
tales que que satisfacen las siguientes propiedades:

i) G es estrictamente propia con polos estables.
ii) [[g2]le < 0.

Entonces,
I£7HG1(9)G2 ()}, < llg2(D)ll 1im G (5) (4.19)
Demostracion. Dado que 0 < g1, se tiene que

81(Ng2(t) < g1(r) llg2(Nlles  Vr.z20. (4.20)
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/Otgl(r)d”

Observa que el valor maximo de la integral anterior se obtiene cuando ¢ — oo.
Utilizando el Teorema del Valor Final, se concluye que

H/lgl(r)dr :h’ms(Gl(S)) 4.22)
0

s—0 S
Sean g1,g2 : R, U{0} — R funciones reales, Laplace transformables
con transformada de Laplace G, G, respectivamente, tales que que satisfacen
las siguientes propiedades:

i) [T lg1(n)ldt < oo.

i) 3[g2()]]e < 00

Por lo que

Vt>0. (4.21)

< g2l

(o) (o)

H /O ¢1(Mga(t - r)dr

(o]

Entonces,
127 (G1(9)Ga ()| < Ilg2(D)lo /O lg1(0)]ds 23)

Demostracion. Se tiene que

1£7{G1(5)G2 ()}, H / g1 (g2t -mdn
0

/ g1 (m)dn
0

Considere el sistema de segundo orden descrito en (4.2)); sean
g, una sefial de referencia y d la perturbacién total del sistema definida por
(4.12). Entonces, la ley de control (4.8) resuelve el PSA para g con los limites

(o)

IA

< llg2()llw IIgz(t)Iloc,/O g1 (2)]d. (4.24)

(o)

tlldll. _ o< 24l

< e, 4.25
Ack, <€ y Arky <6 (4.25)

0<
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si el retardo de la ley de estimacién 7 satisface
0<7< (Az /Zl‘ (4.26)

y las ganancias del controlador k, y k4 son elegidas de la siguiente manera:

k, = a’k, (4.27)

kq = a(k+1), (4.28)
siendo .
. Ao

k > max< |—|[-1,1 y a>0. (4.29)
ClAl

Demostracion. Se procede a adoptar un enfoque en el dominio de la frecuencia
para el sistema (4.2)) en lazo cerrado con el controlador (4.8) y fijando k, y kg
como en (¢.27) y (4.28), respectivamente. Obteniendo la siguiente ecuacion

~ N (s) 1—e™™
Q(s)= £s+a)(s+ak) +i42(s+a) (s+ak)D (SZ’ (4.30)
~:Go(s) =G a(s)

donde N(s) := (s+a(k +1))g(0) +¢(0). Obsérvese que en la solucién anterior
se ha tenido en cuenta la ecuacion (4.12)), es decir, el hecho de que el término d
engloba tanto la perturbacién p como a la dindmica desconocida del sistema (la
que se refiere a los términos A;g y Aopg, que se suponen desconocidos). Por lo
tanto, tal solucion es consistente.

Como se menciond en la seccién para el caso nominal (siendo d =0) la
ubicacion de los polos en lazo cerrado de la ecuacién anterior se ubican en 5| = —a
y so = —ak. Es por ello que se pueden disefiar las constantes a y k de tal forma
que la solucién de la posicion y la velocidad de este sistema tengan un desempefio
predefinido, de acuerdo a las ecuaciones (4.06)) y (4.7). Para todos los demds casos,
cuando d # 0, el error de posicion del sistema se obtiene al resolver

(1) =q0()+ L7 {Ga(s)}. (4.31)
Al definir G, (s) := 1/((s+a)(s+ak)), cuya transformada en el dominio del
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tiempo satisface

(e_‘” - e—“’“) >0 Vi>0, (4.32)

8= 2o

se reescribe G 4(s) como

(1-e"")D(s)
Aj '

Aplicando el Lema[4.1]y el Corolario 2[I|en (4.33) se tiene que
dn)-d@-7)|| 1 _zlldlls
< vVt > 7. 4.34
As L2k = Ak, 27 @39
Por lo que de (4.31)) y (¢.34)) se concluye que

7|l d |l
Ark,

Ga(s)=G,p(s) (4.33)

[£7H{Ga()}l,, <

1g = qoll = llg = qoll < <e Vizt. (4.35)

Por otro lado, el error en la velocidad del sistema a lo largo del tiempo se
obtiene al derivar (4.31), esto es

q(t)=qo(D)+ L {sGa(s)}. (4.36)

Al aplicar el Lema[.2]y el Corolario 2[I]se obtiene:

LM sGa(s)y <t e / g, (t)|dt Vt>1, (4.37)
2o 40O
donde la funcién .
. —akt —at
= — - 4.
6 (1= = (ke e ) (4.38)
tiene un Unico cruce por cero en
In (kﬁ)
tp=—F, (4.39)

porloque g, > O parat € [0,.] y negativa para t € (¢.,00). Ahora, reescribiendo

la integral
(o] te (o]
| wolar = [“awar- [ g0
te

C

gp(tc) _gp(o)"'gp(tc)_gp(oo)

2 2
2 (tc) = 7 -
§r ak% ka

(4.40)
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Sustituyendo #.40) y (4.37) en (@.36)) se concluye que

Nlg—qoll =llg—goll < ——— <& VtxT. (4.41)
Azkd

La condicién de estabilidad de la ganancia k se obtiene al cumplir que el
segundo término de la ecuacién (4.18)) sea positiva. Esto se logra al definir

T|Z0/A2‘ < )Az/mHZo/Az‘

= ‘20/21’ < ak+a

Ag

-1 < k.

aA1

De (#33) y (@41) se deriva los limites para g y ¢, respectivamente:

_ _ g0 7lld]|e

o =< 0 R 442
17l 17(0)| + X ‘+ ok, (4.42)
- ag(0)| |g(0)] 27]|d]|e

o = : 4.43
gl [ Ak, (4.43)

Para propésitos de implementacién la Figural. T]ilustra un diagrama de bloques
de la estructura de control propuesta.

Los resultados anteriores se resumen mediante el Algoritmo |1} Tal algoritmo
permite determinar las ganancias del controlador (k pika, T). En este sentido, la
informacién requerida es:

= los parametros de los sistemas: A,, Zl y Zo;
= los limites de la derivada de la perturbacién: || d||;

= los parametros de desempeiio: tiempo de establecimiento deseado (7) y
el maximo error deseado max{e;, e} < €,4x-
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> q(t)
Fully — Actuated > q(t)

System g
> q(t)

Controller

Figura 4.1: Control basado en retardo tipo PD para el sistema (4.2)).

Algoritmo 1 : Disefio de las ganancias del controlador.

Datos: A, Ay, Ao, || d ||cos Ts Y €max-
Resultado: las ganancias de control a, k y T

1: definir a := Ti;

Ay
aA)

—1,1};

EmaxA2a®k  emaxAra(k+1)
ldllo > 2lldlle

2: definir k£ > méx{

3: definir T < min

Az/zl‘};
4: Regresara, ky 1

Proposicién principal: desempeio de un sistema de Euler-
Lagrange.

En las secciones anteriores se asientan los predimbulos fundamentales para
establecer la proposicion principal de este trabajo de investigacion. El objetivo de
esta proposicion radica en controlar un sistema Euler-Lagrange completamente
actuado de tal forma que realice un seguimiento de trayectoria en un escenario
realista. Es decir, contemplando perturbaciones externas e incertidumbres en los
pardmetros del sistema. Ademds, se desea que el sistema logre un desempeno
similar al predisefiado, mediante un controlador que sea facil de implementar.
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Considere un sistema de Euler-Lagrange de n grados de libertad,
con velocidad ¢ acotada y completamente actuado, descrito por la ecuacion
(4.1)); sean g, una sefal de referencia, d la perturbacién total del sistema definida
por

d=p-C(q.9)q—-g(q) (4.44)

y la ley de estimacion retardada d (t;7) definida como:
d(1;7) = M(q,)i, —u-. (4.45)
Entonces, la siguiente ley de control
u=-M(q) (Kyg+Kag-i,)-d(r:7), (4.46)

resuelve el PSA para g¢ con los limites

2t/n
alk+1)

0< %HM”M)JIIW <e y 0< M~ ()d|_ <e. @47)

si las matrices K, y K4 son elegidas de la siguiente manera:

K, = da*kl, (4.48)
Ky a(k+1)Is, (4.49)

donde >0,k >1ya>0.

Demostracion. Primero, observe que parat > 7, se cumple la siguiente relacion:

uT+pT = M(qr)qr+c(q7’ q‘r)qr"'g(q‘r)’
SUr= M(qr)qT+C(qT’ qr)qr+g(q‘r) — D (450)

A continuacidn, sustituyendo el controlador propuesto # en (4.1)) se obtiene:

M(q)§+C(q.q9)q+g(q) =u.-M(q.)G . +p

_ L 4.51)
-M(q)(kpq+kaq—q,).
Sustituyendo (.50) en (@.51)), resulta:
M(q)§ = C(q..4:)4:+8(q)-p.+P-C(q.9)q
~M(q) (kpT+kad-d,) - 8(q). (4.52)
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Capitulo |ZL Resultados principales: el controlador basado en retardo.

Abhora, haciendo uso de la ecuacion (#.45)) y agrupando la perturbacion p, el vector
de Coriolis C(q,q)q y el vector de gravedad g(q), se tiene que el sistema en lazo
cerrado se reescribe como

q+kig+k,g=M"'(q)(d-d). (4.53)

Por definicién, es evidente que M, p, C(q,q) y g(q) estdn acotados. Por lo que
al invocar la hipétesis de acotaciéon impuesta sobre ¢, se concluye que el vector
M~'(g) (d - d.) también se mantiene acotado. Bajo estas consideraciones, se sigue
que el sistema (4.53)) es ISS. Para finalizar, esta tltima ecuacion se desacopla en n
ecuaciones con la estructura del sistema (4.15)); teniendo en cuenta esta observacion,
una sencilla aplicacién de la Proposicién 4.2/ completa la demostracion. [
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Seccion 4] Proposicion principal: Desempeiio de un sistema Euler-Lagrange.

El objetivo principal del capitulo 4 es desarrollar un controlador que pueda
resolver el problema de seguimiento de trayectoria acotada (PSA) en un sistema
Euler-Lagrange completamente actuado.

El capitulo presenta el primer resultado obtenido en esta investigacion, el
cual se utiliza para formular la proposicion principal de la tesis. La primera
proposicion se centra en resolver el PSA para la trayectoria de referencia ¢,
demostrando la estabilidad ISS del error de seguimiento g y de su derivada
7'1' en un sistema lineal escalar e invariante en el tiempo de segundo orden,
incluso en presencia de una perturbacion externa desconocida pero acotada y
con incertidumbre en los pardmetros A; y Ayp.

A continuacién, se plantea una segunda proposicion preliminar aplicada
nuevamente a sistemas lineales escalares e invariantes en el tiempo de segundo
orden. El objetivo de esta proposicion es resolver el PSA, pero ahora enfocado
en la variable de posicién nominal g¢. Se busca que la posicién del sistema de
segundo orden g se comporte de manera aproximada a la posicién nominal g,
que se puede disefiar considerando condiciones iniciales y las constantes a y k,
para cumplir con ciertos criterios de desempefio preestablecidos.

Finalmente,se extienden los resultados obtenidos a los sistemas Euler-
Lagrange. El objetivo de esta proposicion es controlar un sistema Euler-Lagrange
completamente actuado de manera que pueda realizar un seguimiento de
trayectoria en un escenario realista, teniendo en cuenta perturbaciones externas
e incertidumbres en los pardmetros del sistema. Ademds, se desea que el sistema
alcance un desempefio similar al predisefiado, utilizando un controlador que sea

facil de implementar.
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5. Ejemplos numeéricos: sistemas
completamente actuados.
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5.1 Sistemas de segundo orden.

En esta seccion se analiza el desempeno del controlador de la Proposicién
[.2] para una familia de sistemas lineales e invariantes en el tiempo de segundo
orden, donde todos los sistemas dindmicos miembros de esta familia tienen la
estructura de la ecuacién (.2) y dnicamente se diferencian por el valor de sus
pardmetros. Para ello, se realizan tres ejemplos numéricos, el primero de ellos



Capitulo |§L Ejemplos numéricos : sistemas completamente actuados.

consiste en realizar una tarea de regulacion de posicion sin perturbaciones externas
y donde, ademds, se desconoce el valor exacto de los pardmetros relacionados
con la posicién y la velocidad del sistema, es decir, los pardmetros Ag y A;. En
el segundo ejemplo numérico se vuelve a probar la eficiencia del controlador
propuesto para una familia de sistemas lineales de segundo orden pero ahora para
una tarea de seguimiento de trayectoria en presencia de una perturbacion externa
desconocida para el controlador. Para poder resolver estos dos problemas, y de
acuerdo a lo establecido en el Capitulo @] todos los pardmetros Aq; y Aj; del
i—ésimo sistema dindmico estdn acotados en magnitud por las constantes de disefio
ZO y Zl , respectivamente. Ademds, el coeficiente de la aceleracion A; se considera
unitario para toda la familia de sistemas dindmicos que se estdn contemplando.
En un tercer ejemplo numérico, se explora la idea de aplicar un observador de
Luenberger con la intencién de quitar el sensor de velocidad del sistema. Por ello,
se procede a disefiar un controlador en lazo cerrado con esta estructura para el
observador, demostrando asi su estabilidad y desempefio ante errores paramétricos
y perturbaciones externas. Todos los ejemplos numéricos son resueltos paso a paso,
de tal forma que se explica el porqué de cada ganancia de control y el desempefio
esperado.

Ejemplo 5.1: Regulacidn bajo incertidumbres paramétricas.

Resuelva el PSA para g, siendo las cotas €; y € menores o
iguales que 0.05, el tiempo de establecimiento 7y ~ 2 segundos y siendo la
sefnal de referencia una entrada de escal6n unitario. Ademads, las ganancias del
controlador deben ser las mismas sin importar a qué miembro de la familia
de sistemas dindmicos SISO de segundo orden controle. Los elementos de la
familia tienen la forma del sistema (4.2]), donde la i—ésima perturbacion externa
pi =0y los pardmetros

Api, Ay € {-100,-95,...,0,...,95,100} y Ay =2. S.D

Donde las condiciones iniciales de todos los miembros de la familia también
son nulas.

Para resolver este ejemplo se hace uso del controlador de la Proposicién 4.2 el
cual se define por las constantes de control a,k y 7. En donde las primeras dos
constantes del controlador definen el comportamiento de la solucién nominal,
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Seccién 5.1.1L Ejemplo 5.1: Regulacién bajo incertidumbres paramétricas.

mientras que el retardo 7 establece la atenuacion de la perturbacién total del
sistema. Por ello, para el célculo de la primera constante del controlador se utiliza
la relacion con el tiempo de establecimiento, definida como

=2. (5.2)

4
ax= T
Ahora, dado que para este problema Zo = Zl = 100, en conjunto con la restriccién
(#@.29), se elige la segunda constante del controlador como k = 2. Por dltimo, para
el cdlculo del retardo se requiere establecer el maximo valor que puede tener d.
Dado que el problema no establece esta cota, la cual se puede definir a partir de
las limitaciones fisicas del sistema, se realiza una primera propuesta para esta
cota en funcién de la posicion y velocidad nominal, descritas por las ecuaciones
#@.6) y @.7), respectivamente. Después, se procederia a probar el controlador y de
no resolverse el problema con esta cota de la perturbacidn, se volveria a hacer el
andlisis pero esta vez con una segunda perturbacion propuesta, la cual es definida
por los datos que obtenga la funcién d del primer intento. Bajo estos términos, se
tiene que la primera propuesta de la derivada de la perturbacidn estd acotada en
magnitud por

ldlle = Aillgolleo+Aollgolle (5.3)
= A14o(0)+Aoqo(0) (5.4)
= 200. (5.5
Por lo que si se elige
T=1.5ms (5.6)
se cumple que
€1 = M =0.0187 (5.7)
Ark,
y
€= M =0.05, (5.8)
Askq

son menores que el error maximo permitido de 0.05 unidades. El Algoritmo []
resume todo el procedimiento utilizado para encontrar estas ganancias, mientras
que la Tabla[5.T|muestra el valor de estos resultados.
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Parametros del i—ésimo sistema

Ay=2 Ay, Ay € {-100,-95,...,0,...,95,100}
Ganancias del controlador
a=2 k=2 T=15ms
Cotas del error (< 0.05)
€1 =0.0187 e =0.05

Perturbacion externa del i—€simo sistema

pi=0

Tabla 5.1: Pardmetros del Ejemplo 5.1.

La Figura[5.T]ilustra los limites superior e inferior de la posicién para los 1681
sistemas dindmicos simulados. Estos limites cumplen la desigualdad

qo—€1=qi < qotey, (5.9)

donde g es la posiciéon nominal y €] representa un margen de error. Esta figura
proporciona una vision clara de los rangos en los que se encuentran las posicio-
nes de los sistemas y como se mantienen dentro de las cotas previamente calculadas.

La Figura[5.1](Inferior) exhibe los limites de velocidad para la familia completa
de sistemas analizados en el problema. Estos limites estin definidos por la
desigualdad

do—€ < q; < qo+e, (5.10)

donde ¢ es la velocidad nominal y €, representa un margen de error para estas
velocidades. Esta figura proporciona informacién valiosa sobre los rangos en los
que se encuentran las velocidades de los sistemas y los limites que pueden alcanzar.

Finalmente, la Figura[5.2]representa el esfuerzo de control utilizado en cada
una de las simulaciones realizadas en los 1681 sistemas dindmicos. Es interesante
destacar que, a pesar de que todos los sistemas utilizaron las mismas ganancias para
el controlador, el esfuerzo de control en cada sistema es distinto. Esto se debe a que
el controlador estim6 una perturbacion diferente para cada caso, teniendo en cuenta
los cambios en los valores de los pardmetros Ag; y Ay;. La figura proporciona
una visualizacidn clara de como varfa el esfuerzo de control en funcién de los
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Seccién |5.1.ll Ejemplo 5.1: Regulacién bajo incertidumbres paramétricas.

diferentes sistemas dinadmicos.

go(t) = e ¥ —2e"2 + 1|
€, = 0.01875

-0.1 1 1 1

0 0.5 1 1.5 2 25 3
Tiempo (s)

1.1 T T
1= g do(t) = 4(e ¥ —e )|
ez = 0.05

q(t)

0.5 1 1.5 2 25 3
Tiempo (s)

Figura 5.1: Desempeiio del controlador para el Ejemplo 5.1.
(Superior) Cotas de las posiciones g;. (Inferior) Cotas de las velocidades ¢;.

150 | | I | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3
Tiempo (s)

Figura 5.2: Esfuerzos de control para el Ejemplo 5.1.
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Capitulo |§L Ejemplos numéricos : sistemas completamente actuados.

Ejemplo 5.2: Seguimiento de trayectoria bajo incertidumbres
paramétricas y perturbaciones externas.

Resuelva el PSA para g, siendo las cotas €] y €; menores o iguales
que 0.07, el tiempo de establecimiento 75 ~ 1 segundo y la sefial de referencia

qr (1) = SSin(%t). (5.11)

Ademads, las ganancias del controlador deben ser las mismas sin importar a qué
miembro de la familia de sistemas dindmicos SISO de segundo orden controle.
Los elementos de la familia tienen la forma del sistema (4.2)), donde la i—ésima
perturbacion externa estd definida por

1
pi (1) =sin’ (1757t) cos’ (130\/§t) + 3 sin(5cos(100¢))

i (20012(t—1)) . (2001(;-10)) (5.12)

800sin (51)  600sin (52
y los pardmetros
AOiE [—2,2],141[6 [_5,5]}’142:1 (513)

Considere las condiciones iniciales de todos los miembros de la familia nulas.

Al igual que en el Ejemplo 1, el problema se resuelve haciendo uso del
controlador de la Proposicion @.2] Aplicando nuevamente el Algoritmo 1 se
calculan las constantes a y k, las cuales estdn directamente relacionadas con los
pardmetros de desempeio, por lo que

4
~ — =4, 5.14
ax g (5.14)

Ahora, para el Ejemplo 2 se tiene que Ag =2y A = 5. Haciendo uso de la
restriccién (.29), se elige la segunda constante del controlador como & = 2. Por
ultimo, para el célculo del retardo se requiere establecer una cota para la derivada
de la perturbacion total d. Al igual que en el ejemplo anterior, se propone un valor
para estas cotas y se prueba el resultado. De no tener el resultado esperado se
procederd a modificar estos limites con base en los datos obtenidos en la prueba.
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Seccion[5.1] Ejemplo 5.2: Seguimiento de trayectoria bajo incertidumbres
paramétricas y perturbaciones

Bajo estos términos, se supone que d estd acotada en funcion de la trayectoria
nominal. Esto es,

l1d |l 1410+ Aodollco, (5.15)

= 60. (5.16)

Debido a que la parte Proporcional-Derivativa del controlador atenda los
efectos reflejados en la posicion y velocidad del sistema de cualquier perturbacion
con una alta frecuencia, la perturbacion externa no es tomada en cuenta para el
cilculo de || d ||. Del paso 3 del Algoritmo 1, se define el valor del retardo 7 =7
ms. Bajo estas condiciones se tiene que las cotas del error de seguimiento de
posicion y velocidad estdn dadas por

_7lldlls
€1 =

y
62=M=007 (5.18)
Arky o '

respectivamente. La Figura [5.3| resume el comportamiento de esta familia de
sistemas dindmicos, con diferentes valores de Ag; y Aj; de tal manera que se prueba
un mismo controlador ante una variacion de sistemas inestables, subamortigua-
dos, criticamente amortiguados y sobreamortiguados. En ambas figuras se puede
observar que a pesar del desconocimiento de algunos pardmetros y en presencia
de perturbaciones externas, el esquema de control propuesto permite preservar el
rendimiento especificado. La Figura[5.4 muestra los distintos esfuerzos de control
utilizados para cada miembro de la familia. Finalmente la Tabla [5.2| muestra los
parametros utilizados para el segundo ejemplo numérico.
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Figura 5.3: Desempefio del controlador para el Ejemplo 5.2.

(Superior) Cotas de las posiciones g;. (Inferior) Cotas de las velocidades ¢;.

%

$“'§;)Ax“z‘x":§§§§

ik w0 & By
$F 235 >3 2y

‘i“l"
e
>
o
W
w.,

3333833

\
0 2 4 6 8 10
Tiempo (s)

Figura 5.4: Esfuerzo de control para el Ejemplo 5.2.
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Seccién 5.1.3L Ejemplo 5.3: Observador de Luenberger.

Parametros del i—ésimo sistema

Az =1 Ay € [-5,5] Ao € [-2,2]

Ganancias del controlador

a=4 k=2 T=Tms

Senal de referencia del i—€simo sistema
qr(t) =5sin (%t)
Cotas del error (< 0.07)
€1 =0.0131 e =0.07

Perturbacion externa del i—€simo sistema
(1) = sin? (17571) cos’ (130«@) + 1 sin(5cos(1001))

Sin(ZOOLEt—l)) Sin(ZOOl(zt—lo))

800sin(51)  600sin (510)

Tabla 5.2: Pardmetros del Ejemplo 5.2.

Ejemplo 5.3: Observador de Luenberger.

Resuelva el PSA para g, aplicado a un sistema de segundo orden
definido por la ecuacién (#.2) donde

Ary=2,A1=-1yAp=1. (5.19)

Considere las cotas €] y €; menores o iguales que 0.1, el tiempo de estableci-
miento 7 ~ 4 segundos, la sefial de referencia como un escaldn unitario, con
condiciones iniciales nulas y una perturbacion externa definida como

p= 25in(%t)+1.5005(gt). (5.20)

Ademads, defina un observador de Luenberger para estimar el estado de velocidad
del sistema.

De forma similar a los ejemplos anteriores, se utiliza el Algoritmo [I] para
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Capitulo |§L Ejemplos numéricos : sistemas completamente actuados.

encontrar las ganancias del controlador propuesto. Las cuales son,

= 1, (5.21)
k = 3, (5.22)
7 = 50ms. (5.23)

Para el desarrollo del observador de Luenberger se considera que el sistema
M4.2]en lazo cerrado con el controlador propuesto se puede escribir como

' 0 1 0
9 L 1, . (5.24)

7] _kp —ka| |4 kar

Por lo tanto, se propone un observador de Luenberger con la siguiente dindmica

Z 3 0 1 z N hy Of|g—z
2| |k, —ka||z| |m2 Of|d-z
(5.25)

0
+

kpq,
Sustrayendo la ecuacién (5.25)) de la ecuacion (5.24) se obtiene la dindmica

del error del observador. Esto es,

3 _h 1 | g-2
i ! =< (5.26)
G—12 —hz—kp —kg qg-1z

Por lo que si se definen
0< hl

—kp —hlkd <0< hz,

el error de observacidn es asintoticamente estable.
La figura (5.5) muestra el rendimiento del controlador propuesto en el que
la velocidad del sistema se estima mediante la retroalimentacion del observador

de Luenberger. Las ganancias del controlador se disefiaron de tal manera que la
posicién y la velocidad no salgan de una banda de 0.2 de ancho con respecto

68



Seccién 5.1.3L Ejemplo 5.3: Observador de Luenberger.

a la trayectoria nominal g y su derivada g, respectivamente. Asi mismo, se
observa que el sistema cumple con el comportamiento esperado a pesar de no
conocer la mayoria de los pardmetros del sistema y estar expuesto a perturbaciones
desconocidas.

e 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tiempo (s)

Figura 5.5: Desempeio del controlador propuesto usando el observador
Luenberger (Ejemplo 5.3).

De manera similar a [40] y [41], al utilizar la ley de estimacién d( (t;71), es
posible estimar la perturbacion total resultante que genera la dindmica desconocida
y la fuerza externa. La figura [5.6] muestra la comparacién de la perturbacién
externa, en lineas punteadas, y la estimacién de la perturbacién total, en lineas
continuas. La diferencia entre los dos se debe a la dindmica no modelada, que
después de que el observador y el sistema se estabilizan es aproximadamente Aggq.
La Tabla[5.3|resume los pardmetros utilizados en el Ejemplo 5.3.
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Disturbance (N)

8

T T
-0.5

o —TE=
L X:78.03
+ 7/ Y:-05016

-0.51

-0.52

-0.53

--zi(t) = 2sin(§t) + 1.5
—d(t; T‘) — Aoq‘(t)

cos(t)

0 10 20 30 40

Figura 5.6: Estimacion de la perturbacion total d (Ejemplo 5.3).

50 70 80
Time (s)

Parametros del sistema

Ar=-1 Ap=1

Ganancias del controlador

k=3 7=50ms

Ganancias del observador

hi=hy=1

Cotas del error (< 0.1)

€1 =0.09

€) = 0.07

Perturbacion externa

p =2sin(31) +1.5cos(51)

Tabla 5.3: Par

ametros del Ejemplo 5.3.

100
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Seccién 5.2.1l Ejemplo 5.4: El robot tipo RR.

Sistemas no lineales.

En esta seccién se procede a evaluar el desempeiio de la Proposicién (4.3]
aplicada a sistemas no lineales, mds especificamente, a sistemas con una estructura
Euler-Lagrange completamente actuados. En el primer ejemplo se muestra cémo
la ley de estimacion retardada mejora el desempefio de un controlador cldsico
tipo PD, aplicado a un robot serial del tipo doble revoluta. Para este ejemplo, se
proponen condiciones de perturbaciones externas y variaciones en los pardmetros
del robot de tal forma que su punto de operacion esté muy alejado de donde
fue sintonizado. En un segundo ejemplo numérico se muestra el desempeno
del controlador propuesto para una tarea de trasporte y aplicacion de pesticida
mediante un dron tipo tilt-rotor. Ademads, utilizando la ley de estimacion retardada,
es posible estimar cudnto pesticida se tiene para cada instante de tiempo.

Ejemplo 5.4: El robot tipo RR.

Proponga una ley de estimacion retardada, definida en la Pro-
posiciéon [4.3] de tal forma que se reduzca en al menos 50 veces el error de
seguimiento de la posicién y de la velocidad de un controlador cldsico PD
aplicado al sistema robético tipo RR definido por las matrices[3.44][3.9]y[3.53]
Sean las ganancias del controlador

128 0 24 0
ky= y ka= : (5.27)
0 128 0 24

la trayectoria de referencia

sin(101)
0, =30 (5.28)

cos(10z)
las perturbaciones externas

sin+sin(57) +sin(10¢) + sin(20¢)

(5.29)
sincos(11£3)sin(137°) cos(17¢7)

p =50
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ver Figura[5.7} Ademds, se considera que el valor de los pardmetros estimados
pj (j =1,2,3) del sistema son la mitad de su valor real, ver Tabla

Parametros fisicos

11=0.4m 12=0.6m m1=4kg m2=2kg

Pardmetros definidos (kgm?)

p1=168 | pr=0.48 p3=0.72

Pardmetros estimados (kgm?)

p1=0.84 | pr=024 73 =0.36

Tabla 5.4: Parametros del Ejemplo 5.4.

[ 50(sin(t) + sin(5t) + sin(10t) + sin(20t)}’

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

50(sin(t) cos(11t*) sin(13t%) cos(17t7))
i I

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)

Figura 5.7: Perturbaciones externas del Ejemplo 5.4.

De la definicion de las ganancias del controlador se tiene que a =8y k =2,
por lo que se espera que los estados alcancen a sus trayectorias en un tiempo
de establecimiento de medio segundo con una respuesta sobreamortiguada. Por
otro lado, para definir por completo la ley de estimacidn retardada sélo basta con
proponer un retardo adecuado para la ecuacién (#.43). Para ello se desprecia el
termino de alta frecuencia de la perturbacion, la cual es atenuada por la parte
Proporcional-Derivativa del controlador. Por lo que el retardo debe satisfacer

|[P1]]e

T<——2 = 1.28ms. (5.30)
50V2||Pilo
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Seccién 5.2.1L Ejemplo 5.4: El robot tipo RR.

HﬁH IAE | ISE | ITSE | ITAE | |ul2

PD 157.58 | 222.18 | 215.11 | 349.16 | 35004.08 | 13691.53

PD+d(t;7) | 147 | 149 | 1.10 | 2.12 1.48 | 26103.23

Tabla 5.5: Indices de desempeifio del Ejemplo 5.4.

Para contrastar el rendimiento del sistema, la Figura [5.9] muestra ambas
respuestas. Especificamente, los primeros 3 segundos corresponden al controlador
clasico PD; el tiempo restante corresponde al esquema propuesto. De tal figura,
se puede ver que tan pronto como el esquema propuesto actia, 8 — 6,. De la
Figura[5.9] (Inferior) se puede observar que el esquema propuesto permite lograr
una atenuacién de al menos 50 veces. La Figura [5.8] muestra los esfuerzos de
control para ambos esquemas. Nétese que, a pesar de que el controlador propuesto
reduce considerablemente el error de seguimiento, las senales de control de
ambos controladores son similares. Con la diferencia de que la sefal u, presenta
componentes de alta frecuencia producidos por la perturbacién de alta frecuencia,
definida en la ecuacién (5.29). Finalmente, la tabla [5.5] resume los indices de
rendimiento de ambos controladores, definidos en el Capitulo |ZL Para hacer una
comparacion justa, se toman los dltimos 3 segundos utilizados por cada controlador.

300
150

-150
-300

ul(Nm)

100
50

uz(Nm)

-50
-100

Tiempo (s)

Figura 5.8: Esfuerzos de control del Ejemplo 5.4.
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Figura 5.9: Desempeiio de ambos controladores (Ejemplo 5.4).
(Superior) Seguimiento de trayectorias. (Inferior) Errores de seguimiento.

5.2.2 Ejemplo 5.5: El dron tipo tilt-rotor.

Ejemplo 5.5 Disefie una estructura de control para un dron tipo tilt-rotor el
cual debe de liberar, durante 5 segundos, 10 kg de pesticida, empezando la
liberacion del pesticida 5 segundos después del despegue del dron. Se desea
que el dron tenga un tiempo de establecimiento aproximado de 2 segundos y un
error de seguimiento en el eje Z menor a un centimetro a partir de la liberacién
del pesticida. Los pardmetros y sefiales de referencia son descritos en la Tabla
5.0
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Seccién 5.2.2L Ejemplo 5.5: El dron tipo tilt-rotor.

Pardmetros del dron tilt-rotor (kg y kgm?)
m; =10 | I, =0.0015 | I,, =0.0015 | I, =0.0001

Senales de referencia (m)

xr=cos(%) | y-=sin(%) r=t+1

Perturbacion (kg)

0 si 0<t<5
Pz=4 2t-10 si 5<t<10
10 s 10 <t
Tabla 5.6: Parametros del Ejemplo 5.5.

En la seccién [3.3.3] se describe la dindmica del dron tipo tilt-rotor y se propone
una estructura de control para que éste se pueda considerar como un sistema
Euler-Lagrange completamente actuado. Por lo que se tiene que establecer un
controlador con la estructura de la Proposicién [4.3|para el subsistema de rotacién
y otro para el subsistema de traslacion. Para este ejemplo, las ganancias de ambos
controladores serdn idénticas. De forma similar a los ejemplos anteriores, se
establece la ganancia

a=2 'y k=3 (5.31)

para cumplir con el desempefio deseado. Por lo que la ganancia proporcional y
la derivativa se definen como k, =12y k; = 8, respectivamente. Mientras que el
retardo del controlador debe satisfacer

mekp

gl1P e
Es por ello que se propone un retardo para la ley de estimacion de 7 = 60 ms. Esto

T< =0.0612s. (5.32)

permite definir el subcontrol de traslacién como
wg=—10(12E+88 — &, +E(t—1)) +ug(t —7) (5.33)

y el subcontrol de orientacién como

wy = —M, () (1207 + 81— ij,) — My () ij (1 — ) + 1, (£ = 7) (5.34)
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siendo

15 0 0
M, =0.0001{0 15 0]. (5.35)
0 0 1

La Figura[5.1T|muestra el seguimiento de la trayectoria propuesta para el subsistema
de traslacién (Superior) y para el seguimiento de sefiales internas de orientacion
(Inferior). Mientras que la Figura[5.10|muestra las entradas de control representadas
por las fuerzas de empuje, los momentos que estas fuerzas generan y el dngulo
de rotacion S. En la figura[5.12]se corrobora que el error en la altura del dron no
sobrepasa de un centimetro, cuando se empieza a liberar el pesticida, cumpliendo
con el objetivo principal. Por dltimo, la Figura [5.13 muestra la estimacién de
las fuerzas externas aplicada a cada eje de traslacion. Se puede observar en los
primeros segundos a la perturbacion producida por los 20 kg y las fuerzas que
producen su aceleracion. Una vez estabilizado, se puede distinguir el peso del dron
(el cual no fue contemplado en el modelo) y del pesticida, el cual se empieza a
reducir en un factor de 2 kg/s, en el intervalo del segundo 5 al 10. Después de
ello, s6lo se estiman los 10 kg del peso del dron.

B 3
SN :
S0 f | | | | T T 3
0
- 0 2 4 10 12 14
‘Z; 1‘ T T T T T T ‘
0
‘51 _1‘ I I I I I I |
— 0 2 4 6 8 10 12 14
§ 1‘ T T T T T T ‘
0
- ,1\ | | | | | | |
S 0 2 4 6 8 10 12 14
g 01 T T T T T T ‘
Ee—
301 w ! \ \ \ | |
0 2 4 6 8 10 12 14
€40 T T T T T T
g 20)&/‘\ |
Q
0 2 4 6 Tiempo (s) 8 10 12 14

Figura 5.10: Esfuerzos de control del Ejemplo 5.5.
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Seccién |5.2.2l Ejemplo 5.5: El dron tipo tilt-rotor.
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Figura 5.11: Seguimiento de trayectorias (Ejemplo 5.5).
(Superior) Traslacion. (Inferior) Orientacion.

6 8
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10

12 14

Figura 5.12: Error en el seguimiento de la altura del dron (Ejemplo 5.5).
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40 T
- ‘/i\m (Kg)
-=dy (Kg)
30 —d. (Kg)[
S 20 b
X
= 10
0\ oI s
-10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 10 11 12 13 14

6 7 8
Tiempo (s)

Figura 5.13: Estimacion de las perturbaciones externas del Ejemplo 5.5.
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Seccién 5.2.2L Ejemplo 5.5: El dron tipo tilt-rotor.

En la seccién 5.1, se analiza el desempeno del controlador propuesto en la
Proposicion 4.2 en una familia de sistemas lineales e invariantes en el tiempo
de segundo orden. Se realizan tres ejemplos numéricos. En el primer ejemplo,
se lleva a cabo una tarea de regulacion de posicidn sin perturbaciones externas,
donde se desconoce el valor exacto de los pardmetros relacionados con la posi-
cién y la velocidad del sistema. En el segundo ejemplo, se prueba la eficiencia
del controlador para una tarea de seguimiento de trayectoria en presencia de
una perturbacion externa desconocida. Todos los pardmetros de los sistemas
dindmicos estdn acotados dentro de ciertas constantes de disefio. En el tercer
ejemplo, se explora la aplicacion de un observador de Luenberger para eliminar
el sensor de velocidad del sistema, demostrando su estabilidad y desempeiio
frente a errores paramétricos y perturbaciones externas.

En la seccion 5.2, se evalda el desempefio de la Proposicion 4.3 en siste-
mas no lineales, especificamente en sistemas Euler-Lagrange completamente
actuados. En el primer ejemplo, se muestra como la ley de estimacion retardada
mejora el desempefio de un controlador clasico tipo PD aplicado a un robot
serial de doble revoluta. Se consideran condiciones de perturbaciones externas y
variaciones en los pardmetros del robot. En el segundo ejemplo, se muestra el
desempefio del controlador propuesto en una tarea de transporte y aplicacion
de pesticida utilizando un dron tipo tilt-rotor. Ademads, se utiliza la ley de esti-
macion retardada para estimar la cantidad de pesticida en cada instante de tiempo.

En todos los ejemplos numéricos, se detallan paso a paso las ganancias de
control utilizadas y se explica el desempefio esperado del sistema.
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6. Validacion experimental.
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Introduccion.

En este capitulo se implementa el controlador propuesto para distintos tipos de
sistemas fisicos. Primero, se aplica el controlador en un sistema mecénico tipo
péndulo inercial, para después pasar a los sistemas electromecédnicos representados
por distintos motores de corriente directa. Por dltimo, se realiza una comparativa
entre el controlador propuesto contra el servomotor comercial tipo MG955 ante
condiciones de operacion que los llevan al limite. La idea principal de este capitulo



6.2

Capitulo ﬂ Validacién experimental.

es probar al controlador en situaciones adversas, € incluso teniendo incertidumbre
en el pardmetro inercial. Todo esto con la finalidad de ofrecer una solucién sencilla,
robusta y muy facil de implementar.

El péndulo inercial.

En esta seccidn, se lleva a cabo una evaluacion experimental del desempefio del
controlador propuesto aplicado a un péndulo inercial. Se realizaron dos pruebas
de regulacién de la inclinacién del péndulo. En la primera prueba, no se sometié
al sistema a perturbaciones externas, mientras que en la segunda prueba se agreg6
un peso oscilante que actia como una gran perturbacion para el sistema. El
movimiento rotacional del péndulo es generado por la diferencia de dos fuerzas de
empuje, originadas por la rotacion de dos hélices eléctricamente controladas.

Figura 6.1: Péndulo inercial impulsado por hélices.

La ecuacién dindmica que describe el comportamiento del péndulo se obtiene
en la seccién [3.3.1)y se representa como:

I§+mg€sin(9):u+p—af—@. 6.1)

06
En esta ecuacion, el término que representa el campo gravitacional terrestre, las
perturbaciones externas, las fuerzas de friccion y otras dindmicas no modeladas son
funciones desconocidas. El tnico pardmetro conocido del sistema es el momento

de inercia I, el cual se obtiene experimentalmente y tiene un valor de
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Seccién m El péndulo inercial.

1=0.00154Kgm?. (6.2)

Para el banco de pruebas, se utilizé un conjunto de sensores que consta de
un encoder para medir la posicion angular y una unidad inercial para detectar la
velocidad angular. Utilizando estos sensores, se obtiene la aceleracion aplicando
una derivada a la velocidad angular, aunque se menciona que esta derivada puede
no ser precisa, debido al ruido en los sensores.

6.2.1 Primera prueba

o(t)

— Experimental
- - Teorico
35 \ \ \ \ \ \ I

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Tiempo (s)
0.08 \
0.06 b
0.04 - b
0.02 - i
g
Z 0r
Kl
-0.02 - b
0.04 ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Tiempo (s)

Figura 6.2: Primera prueba aplicada al péndulo inercial.
(Superior) Posicion angular con 6, = 15 grados. (Inferior) Entrada de control.

La primera prueba tiene como objetivo regular la inclinacién del dron a 15
grados (es decir, 6, = 15°) sin sobre impulso y logrando un tiempo de asentamiento
de aproximadamente 4 segundos. Para lograr estos objetivos, se considera a las
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Capitulo ﬂ Validacién experimental.

constantes del controlador como a =1, k = 1.5 y 7 = 20ms. Al hacer esto, la Figura
[6.2] resume los resultados experimentales de la primera prueba. Especificamente,
(Superior) muestra la respuesta de posicion angular, donde la linea roja muestra
la respuesta deseada y la linea azul la real; (Inferior) representa los esfuerzos de
control. Se puede observar que el controlador logra estabilizar la inclinacién del
sistema en el angulo deseado, con un error de 0.5°, sin sobretiro y en el tiempo
estipulado.

Segunda prueba

En la segunda pruebdl| se le aflade una masa de 145 gramos mediante una
cuerda atada a uno de los brazos del dron a 8 cm desde el eje de rotacién del dron,
esto con la intencién de afiadir una perturbacién externa desconocida al sistema.
Dicha masa se agrega con el objetivo de generar una perturbacién oscilatoria, que
posteriormente se eliminard drasticamente. Para la segunda prueba se desea que la
inclinacién del sistema se mantenga a cero grados, no se genere un sobretiro en la
etapa transitoria y esta dure menos de 1.5 segundos. Por ello, se considera que
a =3, k=2y7t=10ms. La inclinacién inicial del dron es 6(0) = —65.72°. Esta
prueba se divide en cuatro fases, como se ve en la Figura[6.3]

LaFase 1 considera los primeros 7.5 s. En esta fase, 1a tensidn del cable varia des-
de su valor mdximo hasta su valor minimo cero, debido a la aceleracién que recibe
la carga. La figura[6.3| (Inferior) muestra el comportamiento de la perturbacién que
tiene una magnitud de p = 0.12Nm cuando la masa es perpendicular a la horizontal.

En la fase 2, el dron parte de su posicion de referencia y se perturba la carga de
145 gramos. Estas perturbaciones son detectadas y atenuadas por el controlador.
En la fase 3, con el fin de producir una gran perturbacion, la carga se elevo
dréasticamente. Como se puede observar, el dron vuelve a su posicién de referencia
al cabo de un segundo y en ese instante la carga se libera por completo provocando
una perturbacidn instantdnea.

Finalmente, en la fase 4, la cuerda se cortd, provocando una fuerte perturbacion.
Sin embargo, incluso en tales circunstancias, el control es capaz de recuperar la
inclinacién de referencia del péndulo inercial exitosamente.

1La prueba experimental se puede encontrar en https://youtu.be/eGhz0fRIywo
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6.3

Seccién lﬂ El motor de CD.

20| [Fase1]
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.03 \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Tiempo (s)

Figura 6.3: Segunda prueba aplicada al péndulo inercial.
(Superior) Posicién angular 6. (Inferior) Estimacién de perturbaciones d.

El motor de CD.

En esta seccidn, se lleva a cabo una validacion experimental para evaluar el
desempefio del controlador propuesto aplicado a dos motores de CD con caracte-
risticas distintas. El primero de ellos es el motor CHW-GW4058-555, un motor de
alto par con un voltaje nominal de 12V y una velocidad angular de 144 RPM. El
segundo motor es el Crouzet 898100, un motor de alta velocidad que opera a 24V
con una velocidad nominal de 4000 RPM. En ambos casos, se utiliza un encoder
digital para medir la posicion angular del eje del motor, y se obtienen sus derivadas
utilizando el método de derivadas sucias. Para realizar la validacién, se someten
ambos motores a dos conjuntos de pruebas: en la primera serie de pruebas se varia
el voltaje de alimentacion de 9V a 12V en cuatro experimentos, mientras que en la
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segunda serie se realizan cinco experimentos modificando el valor de la inercia

estimada del controlador. El objetivo en todos los casos es obtener una respuesta
sobre amortiguada con un tiempo de estabilizacion cercano a los 2 segundos. Para
lograr esto, se utilizan las constantes del controlador especificadas en la Tabla

6.1} Cabe destacar que, a pesar de que una de las restricciones del controlador es
conocer con precision todos los pardmetros inerciales, se opta por considerar un es-
cenario mds realista al tomar en cuenta diferentes valores de inercia para cada motor.

350
300
250
200 202[-
-~
= 290
® 150 )
286 —9v I=1
100 2L —10v I=1
2820 11v I=1
50 15 1;5 1‘5 w‘es I 1‘75 1‘8 1‘85 1‘9 1;5 —12v =1
0 | | | | | | | |
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4.5
Tiempo (s)
350
300
250
—~ 200 : :
S 2021
?é/ 290 - 4
150 s e —12v1=0.5| |
26 —12vi=1.5
100 2841 = =1.9] |
=0 = 12v1=2
50 280 i ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : | :12V =4 | |
15 1.55 16 1.65 17 1.75 1.8 1.85 1.9 1.95 12v I=10
0 | ] ] ] ] ] ] |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4.5
Tiempo (s)

Figura 6.4: Pruebas del motor de alto par CHW-GW4058-555.
(Superior) Variacion en el voltaje de entrada. (Inferior) Variacion de la inercia

estimada /.

En la Figura[6.4]se muestra el desempeifio del controlador en el motor de alto

par durante ambas series de pruebas. La parte superior de la figura ilustra que la
variacion en el voltaje de entrada tiene efectos practicamente insignificantes en este
motor. Sin embargo, en la parte inferior se observa que un error en el pardmetro
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inercial resulta en un ligero desvio del desempefio deseado. En todos los casos, se
logra obtener una respuesta sobre amortiguada con el tiempo de establecimiento
especificado.
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200 |- 200(- i 4

o(t)

180 1
150 - teof 1 .
140
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200 - m
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300 /
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2951 —9v 1=0.01

100 - 290 1 —9v1=0.05 | _|

285 q 9v I=0.1
El —9vI1=0.3
50 - 20 . s s s s s s v
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15 1.55 1.6 1.65 17 175 1.8 1.85 19 1.95 2 —9v 1=0.5

0 | | | | | | | | |
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4 4.5 5
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Figura 6.5: Pruebas del motor de alta velocidad Crouzet 898100.

(Superior) Variacion en el voltaje de entrada. (Inferior) Variacion de la inercia

estimada /.

El desempeiio del controlador en el motor de alta velocidad durante ambas
series de pruebas se presenta en la Figura[6.5] Al igual que en el motor de alto par,
la parte superior de la figura muestra que la variacion en el voltaje de entrada tiene
un impacto minimo en este motor. No obstante, en la parte inferior de la figura se
aprecia que un error en el pardmetro inercial conlleva a una desviacién mayor en el
desempefio deseado en comparacion con el motor de alto par. En todos los casos,
se logra obtener una respuesta sobre amortiguada con el tiempo de establecimiento
especificado.
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Ganancias del controlador

a=2 | k=2 t=1ms

Valor de referencia

6, =300° | 6(0)=0°

Tabla 6.1: Constantes de control aplicadas en las pruebas de los motores de CD.

Evaluacion del controlador comercial MG955 VS el controla-
dor propuesto.

El servo motor MGG955 es un motor de CD comercial ampliamente utilizado
en la fabricacion de prototipos robéticos y de modelismo. Este servomotor estéd
equipado con un sistema de control cerrado, posiblemente con una estructura de
control tipo PD, que recibe el valor de referencia deseado mediante una sefial de
pulsos. A pesar de ser ampliamente utilizado, su desempeiio se ve drasticamente
afectado cuando se opera en una region alejada de su configuracion original. Por
ejemplo, al aplicar una carga de 0.7357 Nm y solicitar un desplazamiento de 90
grados, el servomotor presenta un error de aproximadamente 30 grados. Ademads,
no es posible configurar el tiempo de establecimiento en este motor, lo cual
siempre es algo deseable. Por esta razon, se implemento el controlador propuesto
en este motor, para lo cual se elimind la tarjeta de control del MG955 y se utiliz6
un Arduino Mega. La posicién angular del eje del motor se mide mediante un
potenciémetro en ambos casos. Para realizar esta comparacion, se utilizaron los
pardmetros de la Tabla[6.2] La Figura [6.6| muestra cémo el controlador propuesto
supera la prueba en la que el controlador comercial del MG955 falla. La prueba
experimental se puede encontrar en https://youtu.be/GES5v6R4Xgk.

Ganancias del controlador

a=8 | k=2 | 7t=10ms

Valor de referencia
0,=90° | 6(0)=168.8°

Tabla 6.2: Constantes de control aplicadas en las pruebas del motor MG955.
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Secciénm El controlador MG955 VS el controlador propuesto.
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Figura 6.6: El controlador comercial MG955 contra el controlador propuesto.

El controlador propuesto ofrece la ventaja de calcular autométicamente las
ganancias de control en funcién del tiempo de establecimiento, eliminando asi la
necesidad de ajustar manualmente dichas ganancias. Esto garantiza un excelente
rendimiento del sistema, incluso cuando se opera en una region distante de la
planificada inicialmente.

Para respaldar esta afirmacion, se lleva a cabo una demostracion experimental
del controlador. Se realiza una prueba inicial del sistema sin carga, seguida de una
prueba con una carga de 0.7357 Nm. Estas pruebas se realizan para tres diferentes
tiempos de establecimiento: 1, 5y 15 segundos.

Al realizar estas pruebas, se evalda el comportamiento y la respuesta del
sistema en cada caso, verificando si el controlador propuesto es capaz de cumplir
con el tiempo de establecimiento deseado y garantizar un rendimiento adecuado
en presencia de la carga.

Este enfoque experimental permite validar la eficacia y robustez del controlador
propuesto en condiciones reales, donde se considera la presencia de una carga
externa que puede afectar la dindmica del sistema. Los resultados obtenidos en
estas pruebas experimentales proporcionardn una evidencia sélida del desempefio
y la capacidad del controlador propuesto en diferentes escenarios operativos. La
Figura muestra el excelente desempefio del controlador pese a la presencia
de la perturbacién externa desconocida y el cambio en su tiempo de establecimiento.
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Figura 6.7: Pruebas con carga y sin carga para un 7 de ls, Ss'y 15s.
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En este capitulo se implementa el controlador propuesto en diferentes tipos de
sistemas fisicos. Se comienza aplicando el controlador en un sistema mecéanico de
péndulo inercial y luego se extiende a sistemas electromecanicos representados
por motores de corriente directa. Se realiza una comparativa entre el controla-
dor propuesto y un servomotor comercial tipo MG955 bajo condiciones extremas.

En la seccién 6.2, se lleva a cabo una evaluacion experimental del desempefio
del controlador aplicado a un péndulo inercial. Se realizan dos pruebas de regu-
lacion de la inclinacion del péndulo, una sin perturbaciones externas y otra con
la adicién de un peso oscilante como perturbacién. El movimiento rotacional del
péndulo se genera mediante la rotacion de dos hélices eléctricamente controladas.

En la siguiente seccion, se realiza una validacion experimental para evaluar
el desempeno del controlador aplicado a dos motores de corriente directa con
caracteristicas distintas. Se utilizan un motor de alto par CHW-GW4058-555 y
un motor de alta velocidad Crouzet 898100. Se emplea un encoder digital para
medir la posicién angular de los motores y se varia el voltaje de alimentacién
y la inercia estimada para realizar las pruebas. Se busca obtener una respuesta
sobre-amortiguada con un tiempo de estabilizacion cercano a los 2 segundos.

Posteriormente, se realiza una comparativa entre el controlador propuesto y
el servomotor comercial MG955. Se elimina la tarjeta de control del MG955
y se utiliza un Arduino Mega junto con el controlador propuesto. Se mide la
posicion angular del eje del motor mediante un potenciometro. Se demuestra
que el controlador propuesto supera las limitaciones del controlador comercial
del MG955, especialmente cuando se opera fuera de su configuracion original.

En general, el controlador propuesto ofrece ventajas significativas al calcular
automaticamente las ganancias de control segtn el tiempo de establecimiento.
Las pruebas experimentales realizadas en diferentes condiciones demuestran
la efectividad y el rendimiento del controlador en situaciones realistas. Estos
resultados respaldan la utilidad y aplicabilidad del controlador propuesto en
situaciones practicas.
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7.Conclusiones y trabajos
futuros.

En este trabajo de investigacion doctoral se propone un nuevo esquema de
control con la capacidad de atenuar perturbaciones producidas por fuerzas externas
y/o errores en el modelo matemadtico del sistema.

Se desarrollaron tres proposiciones principales para el cumplimiento de esta
tarea de control, las cuales fueron validadas de forma tedrica, por simulacién y de
forma experimental. Para ello, se contemplaron escenarios realistas, y en algunas
ocasiones extremos, donde los controladores convencionales tendrian dificultades
para cumplir con su tarea de control.

La estructura de control propuesta destaca por su simplicidad, f4cil aplicacién
y bajo costo computacional. Ademds, si se conocen los valores inerciales del
sistema dindmico a controlar, de forma aproximada, el controlador no requiere ser
sintonizado y tendrd una respuesta aproximada a la calculada en la teoria. Por lo
que no es necesario conocer por completo el modelo dindmico del sistema.

Esto nos acerca un poco mds a la idea de un controlador universal para una
clase acotada de sistemas dindmicos, el cual solo requiere ser conectado para
funcionar de forma robusta. Un ejemplo de esto seria, un controlador universal para
motores de CD de un cierto rango de potencias, el cual cumpla con un excelente
desempefio pese a que se varie el voltaje suministrado y la carga de trabajo, dentro
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de un rango de operacion.

La primera proposicion establece las condiciones necesarias que debe cumplir
un controlador del tipo PD modificado para que un sistema lineal SISO de segundo
orden cumpla con una Estabilidad Entrada-Estado. Donde ademas, se resalta que
no es necesario que el controlador base sea del tipo PD.

La segunda proposicion trata del desempefio de la respuesta del sistema dindmi-
co ante perturbaciones definidas por su maxima amplitud y frecuencia. Al definir
las constantes del controlador, como lo establece la segunda proposicidn, se logra
un desempefio preestablecido, el cual cumple con un tiempo de establecimiento,
una respuesta amortiguada y un maximo error de posicion y velocidad previamente
disefiado. La dltima proposicion extiende estos resultados a los sistemas no lineales
Euler-Lagrange completamente actuados de grado n.

La estructura de control propuesta es altamente adaptable y escalable. Se
puede utilizar en sistemas dindmicos de diferente complejidad y en diferentes
areas de aplicacion, como la robética, la industria y la ingenieria aeroespacial.
Esta versatilidad de la estructura de control aumenta su potencial de aplicacion en
diferentes campos de la industria, donde se requiere una respuesta rapida y robusta
de los sistemas dindmicos.

Las limitaciones identificadas al aplicar la estructura de control se detallan a
continuacion:

= El controlador no es aplicable a todos los sistemas. Para su correcto
funcionamiento, se requiere que el sistema sea completamente actuado y
posea alguna de las estructuras descritas en el Capitulo 4. Por ejemplo, no
es directamente aplicable a un sistema lineal escalar que tenga al menos un
cero en su funcidén de transferencia.

= No se aprovechan las propiedades inherentes que podria tener el sistema
dindmico a controlar. Esto se debe a la falta de conocimiento del modelo
dindmico del sistema, lo cual impide su consideracién en la sintonizacién del
controlador, despreciando cualquier benevolencia que este pudiera ofrecer.

= Se hace necesario incorporar un sensor de aceleracion, lo cual va en
contra de la corriente de reducir el nimero de sensores para llevar a cabo
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una misma tarea de control, segun la ideologia predominante. Por lo tanto,
se sugiere llevar a cabo un andlisis de costo/beneficio para determinar si se
implementard la estructura de control propuesta.

= Limitacion tecnoldgica. No todos los sistemas fisicos disponen de un
sensor capaz de medir la aceleracion de la variable a controlar. Esto conlleva
la aplicacién de técnicas como la derivada sucia para obtener dicho valor,
y hasta el momento no se ha verificado la estabilidad del sistema en lazo
cerrado bajo estas condiciones.

= Implementacion del retardo. Es importante tener presente que el rendi-
miento del sistema dindmico puede mejorar a medida que se reduce el valor
de este retardo, lo que se traduce en un procesamiento mds rdpido y una
adquisicién de datos maés eficiente. Aunque, para una amplia variedad de
aplicaciones, estas limitaciones no generan inconvenientes significativos,
se contempla que con el avance cientifico, estas restricciones tecnolégicas
comenzaran a disiparse.

En cuanto a trabajos futuros, se plantea buscar otros controladores base y
analizar las ventajas que éstos puedan generar, asi como demostrar la estabilidad
en funcion del error de la matriz de inercia. También se propone demostrar la
estabilidad al utilizar derivadores sucios y extrapolar la idea para sistemas mul-
tiagentes. Finalmente, se plantea probar de forma experimental la metodologia
de control en mads sistemas fisicos reales para validar su aplicacion en diferentes
contextos y condiciones.

El nuevo esquema de control propuesto en este trabajo de investigaciéon doctoral
presenta una solucién viable y efectiva para atenuar perturbaciones en sistemas
dindmicos producidas por fuerzas externas y/o errores en sus modelos mate-
maticos. La metodologia de control es simple, facil de aplicar y de bajo costo
computacional, lo que la hace altamente adaptable y escalable en diferentes
areas de aplicacion. A pesar de las desventajas encontradas, se espera que con
el avance de la tecnologia se puedan superar y se pueda aplicar esta estructura
de control en una amplia gama de sistemas dindmicos en la industria y otros
campos de aplicacion.
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