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Notacion

Notacion Descripcion
N:={1,2,3,---} Conjunto de los nimeros naturales.

R"” Dominio de los numeros reales en n dimensiones.

R, Conjunto de los valores reales positivos.

C Conjunto de los numeros complejos.

i=+/—1 Unidad imaginaria.

(-, ) Producto interno entre dos vectores.

span(-) Conjunto de todas las combinaciones lineales posibles entre
vectores dados.

1 Indica ortogonalidad entre vectores.

[f,gl(x) = Corchete de Lie entre dos campos vectoriales f y g en una

% f(z) — L g(x) variedad suave.

Il - | Norma matricial.

card(-) Cardinalidad: nimero de soluciones de un polinomio o cuasipo-
linomio en un dominio de tiempo dado.

q Coordenadas generalizadas

sign(z) Para x € R, sign(z) € {—1,0,1} representa el signo de x

LHP Semi plano izquierdo

RHP Semi plano derecho

AT Transpuesta de la matriz A

V(A) Gradiente de A







Modelado y Control de un Quad-Rotor de Tipo Basculante. Un Enfoque Basado en Retardos

CAPITULO 1 -

Introduccion

La movilidad aérea urbana o Urban Air Mobility (UAM) en inglés, es una area de
investigacion que ha atraido la atencidén de diversos sectores de la ingenieria en los
ultimos anos, especialmente en el campo del transporte inteligente. Este concepto se
refiere al uso de vehiculos aéreos, como drones, aeronaves eléctricas de despegue y
aterrizaje vertical (eVTOL, por sus siglas en inglés) y sistemas autbnomos o pilotados
de manera remota, cuyo propésito es facilitar el traslado de personas y/o mercancias
dentro de zonas urbanas congestionadas. La UAM busca ofrecer una alternativa de
transporte rapida, flexible, eficiente y sostenible que complemente o sustituya los
desplazamientos terrestres en entornos metropolitanos muy transitados.

La movilidad aérea urbana se alinea con los principios establecidos en los Ob-
jetivos de Desarrollo Sostenible (ODS) de las Naciones Unidas (para mayor detalle,
véase [1]), en particular con el ODS 11, que promueve la creacion de ciudades y
comunidades sostenibles. Si se logra incorporar vehiculos eléctricos autbnomos en
entornos urbanos, se puede contribuir a la reduccion de emisiones contaminantes, a
la mejora de la eficiencia del transporte y al incremento de la seguridad vial, siempre y
cuando su implementacién sea planificada y tutelada con cuidado, siendo la regulacién
un problema a resolver.

Al integrar estos vehiculos en la infraestructura urbana, se espera reducir los
tiempos de traslado (hasta en un 30-50 % en trayectos punto a punto), ademas de
contribuir a la disminucion de emisiones contaminantes y aliviar la saturacion vial. Es
por eso que la UAM busca utilizar las tecnologias mas recientes y amigables con

el medio ambiente como motores eléctricos de ultima generacion para propulsion
eléctrica, computadoras de vuelo de ultima generacién para el control de vuelo y
disefno aerodinamico compacto. Estas aeronaves tienen la ventaja de que operan en
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el espacio aéreo inferior al del trafico comercial y no dependen de redes viales, lo
que les permite realizar trayectos directos entre nodos urbanos mediante operaciones
VTOL, sin la necesidad de pistas tradicionales [2].

Sin embargo, el impacto positivo de estas tecnologias depende de su integracién
efectiva con el transporte publico, el uso de energias renovables y la existencia de
politicas urbanas que prioricen el transporte colectivo sobre el individual. De no
establecerse estos lineamientos, existe el riesgo de fomentar la individualizacion del
transporte, el aumento del trafico aéreo y un posible incremento en las emisiones
totales, incluso con flotas eléctricas [3]. Por lo tanto, la contribucion de la movilidad
auténoma al desarrollo sostenible requiere una planeacién bien organizada entre
tecnologia, planificacién urbana y regulacién efectiva.

A pesar de su alto potencial transformador, la movilidad aérea urbana enfrenta
importantes retos tecnoldégicos, normativos y sociales. Entre los desafios mas rele-
vantes se encuentran la necesidad de garantizar la seguridad de las operaciones
en entornos urbanos densos, el disefio de sistemas robustos de control de trafico
aéreo a baja altitud, la certificacion de aeronaves y pilotos en nuevas categorias, asi
como la aceptacién social frente a preocupaciones relacionadas con el ruido y la
privacidad. Ademas, la infraestructura urbana actual ain no cuenta con una red de
vertipuertos ni con modelos de negocio validados, lo que implica la necesidad de
desarrollar soluciones escalables y sostenibles tanto desde el punto de vista técnico
como econémico.

Una caracteristica de la movilidad aérea urbana es la diversidad tecnolégica de
los vehiculos aéreos empleados para operar en entornos urbanos, los cuales estan
diseflados para satisfacer las demandas del transporte moderno, como el traslado
de pasajeros, la entrega de mercancias y la atencién de emergencias, todo ello
con una infraestructura menor en comparacion con los sistemas tradicionales. Estos
sistemas comprenden aeronaves pequenas que pueden ser controladas por pilotos
humanos, operadas de manera remota o autonoma. Dentro de sus aplicaciones
actuales y futuras se encuentran aerotaxis, entrega de paqueteria, atencion médica de
emergencia, vigilancia urbana y soporte logistico en situaciones criticas, integrandose
en una red multimodal que contempla la creacidén de "vertipuertos"[4], corredores
aéreos urbanos y sistemas de gestion del espacio aéreo urbano (UTM, Urban Traffic
Management) [5].

Entre los principales vehiculos empleados en la UAM se encuentran las aeronaves
eléctricas de despegue y aterrizaje vertical, los vehiculos aéreos no tripulados (UAVs

o drones), los vehiculos aéreos personales (PAVs) y otros sistemas de despegue y
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aterrizaje vertical o corto (V/STOL). Las aeronaves eVTOL representan una de las
soluciones mas prometedoras para el transporte de pasajeros en zonas urbanas
densas, al ofrecer despegue y aterrizaje en espacios reducidos, operar con propulsién
eléctrica y presentar configuraciones variadas como multirrotores, tilt-rotor y alas
fijas hibridas. Algunos ejemplos actuales son modelos como el VoloCity, Lilium Jet,
CityAirbus NextGen y Joby Aviation.

Por su parte, los drones o UAVs se utilizan para tareas de logistica, como la
entrega de paquetes o alimentos, asi como en vigilancia, monitoreo ambiental y
respuesta a desastres [6]. Estas aeronaves operan de forma remota o auténomay
permiten intervenciones rapidas en zonas con acceso terrestre limitado. Los vehiculos
aéreos personales, también conocidos como “autos voladores”, estan orientados a una
movilidad individual o compartida, mientras que los V/STOL extienden las posibilidades
de despegue en espacios urbanos con infraestructura restringida.

Cada una de estas clases de vehiculos responde a un conjunto de aplicaciones
urbanas especificas. Los eVTOL se perfilan como la opcién mas viable para taxis
aéreos Yy transporte rapido de personas; los UAVs se especializan en logistica urbana;
los PAVs apuntan hacia soluciones de movilidad personal; y los V/STOL complementan
las operaciones multimodales con despegues eficientes en areas reducidas. Esta
segmentacién tecnolégica no solo maximiza la funcionalidad del sistema UAM, sino
que también permite una implementacion escalonada adaptada a la infraestructura
existente.

Estos sistemas aéreos son el elemento técnico mas importante de la movilidad
aérea urbana, ya que seran una forma de transporte agil y menos contaminante. A su
vez, su interconexién con sistemas inteligentes de transporte y redes de vertipuertos
estratégicamente ubicados hacen posible desarrollar esquemas de conectividad multi-
modal mas eficientes. En este sentido, la movilidad aérea urbana pone de manifiesto
no solo un avance tecnoldgico sino una propuesta de transformacion de la planificacion
y gestién de las ciudades inteligentes futuras.

En la actualidad, diversas empresas como Joby Aviation, Volocopter (rescatada
de la quiebra [7]), Lilium (quebrada en Alemania [8]) y EHang lideran el desarrollo de
prototipos funcionales que buscan satisfacer los requerimientos técnicos y operativos
para la implementacion de UAM. Al mismo tiempo, ciudades como Dubai, Paris, Los
Angeles y Sell han establecido proyectos piloto que consideran la planificacién de
corredores aéreos, estaciones de recarga eléctrica y mecanismos de integracion con
el transporte publico terrestre. Estas iniciativas son evidencia del interés global por

posicionar a la movilidad aérea urbana como un componente clave en la construccion
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de ciudades inteligentes frente a los retos del crecimiento urbano.

Los beneficios asociados al uso de eVTOLs abarca desde lo técnico, ambiental
y funcional. Desde el punto de vista de la sostenibilidad, su propulsién eléctrica
disminuye las emisiones contaminantes y los niveles de ruido en comparacién con
aeronaves convencionales como los helicépteros. Esta cualidad los posiciona como
una opcion mas respetuosa con el entorno urbano y compatible con los objetivos
de reduccién de la huella de carbono. Ademas, su flexibilidad operativa permite
cubrir distintas aplicaciones, que incluyen el transporte de pasajeros, la entrega de
mercancias, servicios médicos de emergencia, vigilancia y operaciones de respuesta
rapida. La capacidad de acceder a zonas suburbanas o de dificil conectividad amplia
aun mas su espectro de utilidad dentro del ambito urbano.

No obstante, el despliegue masivo de eVTOLSs enfrenta importantes retos. En el
ambito tecnoldgico, existen desafios en cuanto a la autonomia energética, la fiabi-
lidad de los sistemas de propulsién, la gestion térmica de baterias y el disefo de
arquitecturas de control tolerantes a fallos. Estos elementos son fundamentales para
garantizar la seguridad operacional y la viabilidad econdémica de los servicios aéreos
urbanos. La necesidad de infraestructura especializada requiere una planificacion
urbana coordinada, asi como inversiones significativas en redes eléctricas y sistemas
de supervision [9].

Considerando las regulaciones legislativas, la ausencia de marcos normativos
especificos para este tipo de aeronaves representa un obstaculo. La certificacion
aeronautica, la validaciéon de rutas aéreas urbanas, y los protocolos de seguridad
requieren una adecuada legislacion en México que contemple las particularidades
del entorno urbano y la interaccidén con otros modos de transporte. A ello se suma
la aceptacién social: factores como la percepcién de riesgo, el nivel de ruido, la
privacidad y la accesibilidad del servicio condicionan su adopcion por parte del puablico
general. Encuestas recientes revelan que apenas un tercio de la poblacion europea se
muestra dispuesta a utilizar taxis aéreos, mostrando la necesidad de estrategias de
comunicacioén, educacion y participacion ciudadana en el desarrollo de estos sistemas.

Asi como los eVTOL representan una de las soluciones mas prometedoras en
el ambito de la movilidad aérea urbana, también enfrentan desafios técnicos signifi-
cativos que han sido objeto de atencidn por parte de organismos regulatorios como
la Administracion Federal de Aviacién (FAA) y la Junta Nacional de Seguridad del
Transporte (NTSB) en los Estados Unidos. Uno de los aspectos mas importantes en
la operacidn de estos vehiculos es la fase de transicion entre el vuelo vertical y el

vuelo horizontal. Esta maniobra, correspondiente a la configuracion VTOL, presenta
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complejidades dinamicas que afectan la estabilidad, la fiabilidad de los sistemas de
control, y la integridad estructural del sistema propulsivo.

Los reportes emitidos por la FAA y la NTSB han documentado incidentes relevan-
tes que reflejan la vulnerabilidad de los eVTOL durante esta transicion. Un primer caso
es el accidente ocurrido el 16 de febrero de 2022 en Jolon, California, durante una
prueba de alta velocidad de la aeronave experimental Joby JAS4-2 [10]. El siniestro
fue causado por la separacién de una pala del rotor en la unidad inboard del ala
derecha durante la transicién a vuelo nivelado. Este evento provoco fallas en cascada
en multiples unidades de propulsién y la pérdida total de control remoto. Investigacio-
nes posteriores revelaron anomalias en el sistema de actuadores del tilt-rotor, que
generaron un angulo de inclinacion de los rotores superior al comandado, propiciando
condiciones aerodindmicas no calculadas que desencadenaron el colapso estructural.

Otros eventos, como el accidente del prototipo Boeing Passenger Air Vehicle (PAV)
en 2019 [11], revelaron problemas asociados a vibraciones resonantes que activaron
de manera errbnea modos de operacion terrestre en pleno vuelo, resultando en la
pérdida de sustentacidn. Asimismo, la aeronave Kitty Hawk Heaviside 2 [12] presento
un fallo en el sistema de control vinculado a un error de temporizacién de software, lo
que redujo la autoridad de control en vuelo y causé un aterrizaje forzoso con danos
estructurales. El més reciente, el caso del prototipo VX4 de Vertical Aerospace [13]
sufrié un fallo en el propulsor durante una prueba de maniobrabilidad, incidente que
llevé a una reevaluacién del disefio y a la implementacion de mejoras posteriores.

El analisis de estos accidentes ha permitido identificar patrones recurrentes de
fallos en los sistemas de propulsién, l6gica de control y redundancia operacional. Entre
las lecciones obtenidas destacan la necesidad de controles redundantes, pruebas
rigurosas en vuelos no tripulados y marcos normativos en constante evolucién que
contemplen los riesgos especificos de la transicion aérea. Tanto la FAA como la
Agencia de Seguridad Aérea de la Union Europea (EASA) han reconocido esta
fase como un punto critico en los procesos de certificacion, exigiendo evaluaciones
funcionales de riesgo (Functional Hazard Assessments, FHA) con énfasis en fallos de
control y estrategias de emergencia [14].

Asi, el desarrollo de eVTOL seguros y fiables requiere no solo avances en la
tecnologia de baterias y propulsién, sino también una coordinacién efectiva entre
actores industriales, autoridades reguladoras y usuarios finales [15]. La viabilidad de la
movilidad aérea urbana, y en particular su alineacion con los Objetivos de Desarrollo
Sostenible, dependera en gran medida de la capacidad del sector para superar los

retos estructurales, regulatorios y sociales que aun persisten en el disefio y operacion
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de estos sistemas aéreos avanzados [16].

Como se ha mencionado anteriormente, uno de los desafios técnicos mas com-
plejos en la operacion segura de aeronaves eVTOL es la transiciéon entre el vuelo
vertical y horizontal [17]. Esta fase implica un cambio en la configuracion aerodindmica
del vehiculo, donde se pasa de una sustentacion generada por rotores (como en los
helicopteros) a un vuelo sustentado por superficies alares. Aunque este proceso ocurre
de manera continua, introduce una dinamica altamente no lineal, con interacciones
aerodinamicas que desafian los enfoques convencionales de control. Los problemas
generados por este cambio de configuracion requieren algoritmos de control capaces
de gestionar la complejidad inherente y de garantizar la estabilidad en presencia de
perturbaciones, fallos parciales o condiciones imprevistas. Por esta razén, dicha fase
ha sido objeto de especial atencién tanto en la investigacion académica como en los
marcos de certificacion propuestos por las autoridades aeronduticas.

Durante la transicion, las fuerzas de sustentacion, empuje y momento sufren
variaciones que dependen de la inclinacién de los rotores. En el caso de plataformas
multirrotor o que incorporen mecanismos de ala basculante (tilt-wing/tilt-rotor), se han
observado efectos de interferencia aerodinamica entre componentes, que pueden
reducir la eficiencia en la propulsiéon y generar comportamientos inestables si no son
compensados de manera adecuada.

Ademas, la saturacidén de actuadores, como servomotores o unidades de potencia
eléctrica, puede limitar la capacidad del controlador para responder ante maniobras
exigentes o perturbaciones, lo cual incrementa el riesgo de pérdida de control. Esta
limitacion se agrava si no se mantiene una gestion precisa del centro de gravedad y
del angulo de inclinacién de los elementos de propulsion, condiciones que pueden
precipitar fendmenos como el “stall” aerodinamico o la pérdida de empuje simétrico.

Ante estos desafios, el disefio de un controlador robusto [18], adaptable [19] y
energéticamente eficiente [20] es importante para garantizar la seguridad y el rendi-
miento de los eVTOLs durante la transicion. Asi, los enfoques de control, que integran
técnicas no lineales, asi como esquemas de control robusto, se presentan como
alternativas prometedoras. Estos controladores permiten compensar incertidumbres
de modelado, mejorar el seguimiento de trayectorias y mantener el comportamiento
del sistema dentro de margenes seguros aun en presencia de perturbaciones externas
o0 errores estructurales.

Estos desarrollos en control muestran el potencial de las técnicas modernas para
optimizar la gestion energética y la estabilidad durante fases criticas del vuelo. No

obstante, incluso con dichas mejoras, persisten desafios significativos en situaciones
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especificas como los ascensos acompanados de rotaciones en yaw. En estos escena-
rios, la capacidad del sistema de control para redistribuir adecuadamente el cambio
de velocidades en los rotores sin comprometer la sustentacion se vuelve el factor
mas importante, especialmente cuando se opera cerca de los limites de saturacién
de los actuadores. La integracion de enfoques no lineales no solo permite afrontar
mejor estas condiciones extremas, sino que también resalta la necesidad de disefar
algoritmos que consideren la interaccidn entre las senales de control para preservar
tanto la seguridad como la eficiencia del vuelo, elementos indispensables para el éxito
de la movilidad aérea urbana en entornos reales.

Por lo tanto el problema que se presenta cuando se realiza un ascenso simultdneo
con una rotacion en yaw es en la generacion y distribucién de la fuerza de sustentacién.
La rotacion yaw se logra mediante un desequilibrio de par entre los rotores, para lo
cual se deben realizar ajustes en el empuje generado por cada uno de los motores.
Esta redistribucion del empuje puede provocar una reduccion transitoria en la fuerza
neta ascendente disponible, especialmente cuando los actuadores se encuentran
préximos a sus limites operativos. Esta condicidn se presenta de manera mas clara
durante maniobras agresivas o de alta velocidad, en las que el sistema de control debe
priorizar entre mantener la altitud deseada o alcanzar la velocidad de giro especificada,
lo que puede comprometer la precision del seguimiento de trayectoria o incluso inducir
pérdidas temporales de altitud [21].

En estas circunstancias, la saturacion de actuadores representa un factor limitante.
Si los motores alcanzan su maxima capacidad de empuije, el sistema no podréa satisfa-
cer simultaneamente las demandas de elevacion y control de yaw, comprometiendo la
estabilidad del vuelo. En los ultimos afios se han desarrollado algoritmos avanzados
de mezcla de empuje y estrategias de control que permiten una gestion mas eficiente
de esta dualidad, optimizando la asignacién de fuerzas para estabilizacién y segui-
miento de trayectorias, siguen existiendo compromisos inherentes entre precision,
estabilidad y consumo energético. Por eso es importante disefiar esquemas de control
o modelados que ayuden a contrarrestar los efectos negativos de la rotaciéon en yaw
mientras se eleva la aeronave [22].

Diversas estrategias de control han sido propuestas para hacer frente a los retos
que plantea el ascenso simultaneo con rotacién en yaw. Entre las técnicas mas
destacadas se encuentran el Backstepping, el Control por Modo Deslizante (SMC) y el
Control Predictivo Basado en Modelo (MPC), las cuales han demostrado ser eficaces

para gestionar no linealidades y perturbaciones externas durante cambios rapidos en
la dindmica del vuelo [23]. En particular, los enfoques no lineales como el backstepping
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o sliding mode, han mostrado gran robustez frente a incertidumbres en el modelo,
perturbaciones y limitaciones en los actuadores, logrando incluso convergencia en
tiempo finito y seguimiento preciso de trayectorias [24, 25].

Por su parte, el control H ., [26] ha sido empleado por su capacidad para garantizar
estabilidad robusta ante errores de modelado y perturbaciones no estructuradas,
aunque su aplicacion practica en eVTOL ha sido menos frecuente en comparacion
con enfoques de backstepping o modos deslizantes. En contraste, el control predictivo
basado en modelo ha ganado atencion por su habilidad para gestionar restricciones
multivariables y optimizar el desempeno del sistema en tiempo real. No obstante,
su implementacion puede resultar computacionalmente exigente, lo que limita su
aplicabilidad en plataformas con recursos limitados [27].

Como se ha mencionado, diversas estrategias de control adaptativo y robusto han
sido implementadas en el control de vehiculos aéreos. Sin embargo, existe un area
de oportunidad en el desarrollo de controladores no lineales y aquellos basados en
retardos, los cuales pueden ofrecer ventajas para garantizar un seguimiento preciso
de trayectorias, facilitar transiciones de vuelo eficientes y mitigar problemas asociados
al despegue con rotacion en yaw.

Los controladores no lineales han sido aplicados extensamente, especialmente
en este tipo de sistemas aéreos. Estos controladores usualmente dependen de la
velocidad como un estado conocido o facilmente medible; sin embargo, el uso de
sensores de velocidad puede presentar desafios debido a su costo o0 a su posible susti-
tucién mediante observadores. En consecuencia, los disefiadores de controladores se
enfrentan a una decision crucial: destinar mas recursos de procesamiento computacio-
nal o aumentar el presupuesto para sensores costosos. Con el fin de atender estos
problemas, diversos investigadores han propuesto soluciones innovadoras, como se
muestra en [28]. Dentro de este contexto, se ha aplicado un filtro de “diferenciacién
aproximada” ampliamente utilizado para calcular la derivada en un controlador PI%D.
El objetivo es mitigar los efectos negativos asociados con el calculo e implementacion
de la derivada, aliviando de esta forma algunos de los retos que conlleva el no tener
sensores para la medicion de la velocidad en sistemas de control no lineal.

Al mismo tiempo, los controladores basados en retardos representan un esquema
novedoso para abordar la sustitucién de la derivada temporal. En un estudio reciente,
[29] propone el uso de un controlador tipo PD con un operador de diferencia retardada
como estimador del término derivativo. Por su parte, [30] desarrolla una herramienta
que permite encontrar las ganancias del controlador Proporcional-Derivativo basado

en retardo que garantizan la estabilidad del sistema cuando se cuenta con retro-
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alimentacién. Ademas, en [31] se introduce un método para disenar controladores
funcionales fraccionarios para sistemas invariantes en el tiempo de orden fraccionario
con retardo constante, considerando sistemas de entrada Unica y salida unica (SISO).

Los métodos de control basados en retardo para vehiculos aéreos no tripulados
(UAVs) han tenido avances importantes, particularmente en lo relacionado con el se-
guimiento de trayectorias y la estabilidad del control. En [32] se presenta un algoritmo
predictivo basado en modelo que mitiga los efectos adversos de los retardos tempora-
les mediante prediccion de estados, logrando estabilizar el UAV al predecir estados
futuros a partir de un modelo de referencia. Si bien este enfoque demuestra robustez,
se basa en la suposicidén de linealidad del sistema, lo cual puede no representar
adecuadamente la dinamica no lineal y variante en el tiempo de los UAVs. De manera
complementaria, en [33] se lleva a cabo un andlisis paramétrico de controladores PID
disenados para control basado en retardo, demostrando que, con una sintonizacion
cuidadosa, estos controladores pueden lograr un seguimiento confiable de trayectorias
a pesar de los retardos y las incertidumbres del sistema. No obstante, el desempefio
de estos controladores es altamente sensible a las fluctuaciones en el retardo y en los
parametros del sistema, lo cual introduce el riesgo de obtener un pobre rendimiento.
Para afrontar estos desafios, el estudio sugiere adoptar métodos de sintonizacién
adaptativa, estrategias de control predictivo y técnicas robustas de optimizaciéon con
el objetivo de mejorar la confiabilidad y estabilidad de los controladores basados en
retardo en aplicaciones reales de UAVs.

La importancia de la robustez en la interaccion de aeronaves no puede ser tomada
a la ligera, particularmente al enfrentarse a fuerzas desconocidas originadas por tareas
de manipulacion, sensado, ambientes no explorados u otros factores impredecibles.
Como resultado, se han propuesto diversas soluciones orientadas a mejorar la robus-
tez de los UAVs. Por ejemplo, en [34] se presenta un esquema de control de altitud
basado en control activo de rechazo de perturbaciones para tareas de manipulacion.
Adicionalmente, [35] emplea un controlador robusto ., para lograr el desempeno
deseado en un cuadricéptero tipo tilt-rotor. Asimismo, en el contexto del transporte
mediante cargas suspendidas, [36] introduce un controlador adaptativo robusto e
innovador disefiado para una aeronave tilt-rotor de tipo MAV. En este sentido, en [37]
se ha propuesto un observador de Inmersion e Invarianza con el fin de rechazar efi-
cazmente las perturbaciones generadas por la tarea de sensado. Estos esfuerzos de
investigacion subrayan la relevancia de la robustez en aplicaciones de UAVs y ofrecen
soluciones valiosas para enfrentar los desafios impuestos por entornos inciertos y

tareas que implican interacciones complejas.
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Asimismo, se han incorporado observadores de perturbaciones como herramienta
complementaria para mejorar la robustez frente a fuerzas desconocidas o condiciones
sensoriales adversas, como entornos sin GPS. Métodos como la Estimacion de Incer-
tidumbres y Perturbaciones (UDE por sus siglas en inglés) han sido implementados
con éxito para compensar entradas no afines, subactuacién y errores de modela-
do, mostrando resultados prometedores en pruebas de vuelo reales [38]. De forma
analoga, estudios recientes han integrado observadores no lineales y estrategias
tipo backstepping para lograr un seguimiento preciso de trayectorias incluso bajo
momentos variables de inercia o cargas oscilantes [39, 40].

Los avances recientes en estrategias de control basadas en observadores de
perturbaciones para UAVs tipo cuadricéptero se han enfocado en la estimacién de
perturbaciones externas con el fin de mejorar la robustez, |la estabilidad y el seguimien-
to de trayectorias, incluso en presencia de incertidumbres paramétricas. En [41] se
introduce un método de control no lineal basado en observador de perturbaciones que
mitiga eficazmente las perturbaciones, aunque requiere una sintonizacién cuidadosa y
puede verse limitado ante perturbaciones altamente dinamicas. En [39] se presenta
una estrategia de control tipo backstepping integral combinada con un observador de
perturbaciones, mostrando mejoras notables en el seguimiento de trayectorias, aunque
con posibles desventajas en cuanto a complejidad computacional y sensibilidad ante
inexactitudes en el modelo. El estudio presentado en [40] aborda los desafios que
implica una aeronave que transporta una carga, demostrando que una estrategia de
control basada en observador de perturbaciones puede mantener la robustez incluso
ante variaciones en los momentos de inercia. Sin embargo, el desempeno puede dete-
riorarse al tratar con fuerzas grandes o rapidamente fluctuantes. De manera colectiva,
estos estudios resaltan que integrar observadores de perturbaciones con técnicas
avanzadas de control, como el backstepping y la compensacién de retardo, constituye
una estrategia prometedora para mejorar la confiabilidad y precisién del control de
UAVs tipo cuadricoptero en entornos dinamicos.

1.1. Planteamiento del problema

A pesar de los grandes avances que han existido en el disefio de plataformas eV-
TOL y vehiculos multirrotor motivados por la necesidad de impulsar la movilidad aérea
urbana, aun existen desafios técnicos que comprometen su desemperio, seguridad y
viabilidad operativa. El presente trabajo se orienta a enfrentar los desafios identifica-
dos previamente mediante el desarrollo de soluciones innovadoras que contribuyan a
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garantizar un desempeno confiable, eficiente y robusto de las aeronaves multirrotor
en escenarios operativos reales. Este trabajo de tesis considera los siguientes cinco
problemas a resolver.

En primer lugar, uno de los problemas identificados en las operaciones de vehicu-
los aéreos multirrotor es la pérdida de sustentacién durante maniobras de despegue
acompanfnadas por rotaciones en yaw. Este fendmeno se origina debido a la redistri-
bucion del empuje requerida para inducir el giro, lo que puede llevar a una reduccion
transitoria en la fuerza neta ascendente. Es importante mencionar que cuando los
actuadores operan cerca de sus limites, se reduce el margen de movimientos que los
vehiculos multirrotor pueden realizar comprometiendo la estabilidad imposibilitando un
seguimiento preciso de trayectorias. A pesar de los avances en algoritmos de control,
la necesidad de garantizar un ascenso seguro y estable sigue siendo un problema no
resuelto en el disefio de sistemas de control modernos.

Después, se sabe que los controladores clasicos como el PID contindan siendo
ampliamente utilizados por su simplicidad y eficacia en escenarios bien conocidos.
No obstante, la implementacion del término derivativo suele amplificar el ruido que
se genera en los sensores. Este efecto compromete el desempeno del sistema y
puede inducir oscilaciones no deseadas. Es por eso que los controladores basados
en retardos han surgido como una alternativa viable, permitiendo la estimacion del
comportamiento dinamico sin recurrir a la derivada explicita, aunque su uso aun esta
en una etapa temprana de adopcion en UAVs.

Otro problema a considerar es el de asegurar estabilidad exponencial sin exceder
los limites operativos de los actuadores es un area de oportunidad para el disefo
de los sistemas de control en condiciones reales. Aunque existen diversos enfoques
que garantizan dicha estabilidad, aun existe la necesidad de determinar ganancias
Optimas que equilibren robustez, precision y velocidad de respuesta, maximizando el
rendimiento del sistema sin comprometer su integridad fisica.

Adicionalmente, muchos de los vehiculos multirrotor actuales operan bajo un es-
quema pasivo que restringe su capacidad de interaccion con el entorno, limitando
significativamente su aplicabilidad. La integracion de brazos robéticos abre la posibili-
dad de dotar a estas plataformas de un rol activo, permitiéndoles ejecutar tareas de
manipulacion, inspeccidn o intervencion. No obstante, esta linea de desarrollo aun
se encuentra en etapa de investigacion, y plantea retos tanto en el disefio mecanico
como en la adaptacién de los esquemas de control.

Por ultimo, las operaciones de los UAVs en entornos dinamicos e inciertos requie-

ren de estrategias que les permitan responder eficazmente ante perturbaciones no
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modeladas o cambios en las condiciones del entorno. Es por eso que los observadores
no lineales de perturbaciones se han consolidado como herramientas importantes
para mejorar la robustez de los sistemas. Sin embargo, su implementacion practi-
ca en plataformas multirrotor aun enfrenta retos relacionados con la sensibilidad a
parametros del modelo, el costo computacional y la necesidad de una sintonizacion
cuidadosa.

1.2. Objetivos

Objetivo General

Disenar e implementar un esquema de control avanzado para vehiculos aéreos
multirrotor, que permita realizar maniobras de vuelo no holonémico con estabilidad
exponencial, mediante el desarrollo de controladores basados en retardos y observado-
res no lineales de perturbaciones, incorporando ademas capacidades de manipulacion
activa a través de un brazo robético, con el fin de mejorar el desempefio y la robustez
ante perturbaciones e incertidumbres en entornos operativos reales.

Objetivos Especificos

= Proponer un modelo matematico para maniobras de vuelo no holonémico en
vehiculos multirrotor, con el fin de evitar la pérdida de sustentacion durante
el ascenso acompafnado de rotaciones en yaw, asegurando una adecuada
redistribucion del empuje y estabilidad en condiciones de operacion cercanas a
los limites de los actuadores.

» Disefar e implementar controladores basados en retardos temporales, orienta-
dos a sustituir el término derivativo clasico en arquitecturas PID, con el propésito
de mitigar la amplificacion del ruido sensorial y mejorar la calidad del seguimiento
de trayectorias en UAVs.

» Desarrollar estrategias de control que garanticen estabilidad exponencial y
consideren los limites de operacion de los actuadores.

= Explorar el disefio e integracion de un brazo roboético a bordo de plataformas
aéreas multirrotor, con el objetivo de dotar a los vehiculos de capacidades
activas de manipulacién, ampliando asi su funcionalidad en aplicaciones como

inspecciodn, interaccion con el entorno o logistica aérea.
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» Mejorar la capacidad de respuesta ante perturbaciones e incertidumbres me-
diante el disefio de observadores no lineales de perturbaciones, capaces de
estimar en tiempo real fuerzas externas y errores de modelado (incertidumbres
paramétricas), con el fin de aumentar la robustez y el rendimiento del sistema
de control ante escenarios desconocidos.

1.3. Hipotesis

Los objetivos planteados en la subseccién anterior se vinculan con la siguiente
hipotesis de investigacion: 1.1

Hipotesis 1.1

El uso de esquemas de control basados en retardos, combinados con un obser-
vador no lineal de perturbaciones, permite garantizar estabilidad exponencial
y un mejor desempefno en maniobras de vuelo no holonémico de un quad-
rotor de tipo basculante, incluso en presencia de perturbaciones externas e
incertidumbres paramétricas, en comparacién con estrategias de control clasico.

A partir de esta hipdtesis central, se establecen las siguientes hipétesis derivadas
que orientan el desarrollo teérico, el diseno del controlador y la validacién numérica y
experimental del sistema propuesto:

» [aincorporacion explicita del vuelo no holonémico en el modelo dinamico y en el
disefio del esquema de control permite mejorar el desemperio del quad-rotor de
tipo basculante durante la fase de despegue, reduciendo la pérdida transitoria de
sustentacion y manteniendo la estabilidad exponencial aun cuando se presentan
maniobras simultaneas de ascenso y rotacion en yaw.

= [ 0s controladores basados en retardos temporales permiten sustituir el término
derivativo clasico en arquitecturas PID, reduciendo la amplificacion del ruido
sensorial y mejorando el seguimiento de trayectorias en UAVs multirrotor.

» E/ andlisis de o—estabilidad permite determinar una respuesta dinamica optima
del sistema controlado en términos de velocidad de convergencia y amortigua-
miento; sin embargo, dicha respuesta no resulta directamente aplicable en un
entorno real debido a restricciones practicas como saturacion de actuadores,

ruido sensorial y limitaciones computacionales.
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= [aincorporacion de observadores no lineales de perturbaciones permite estimar
en tiempo real fuerzas externas e incertidumbres parameétricas, incrementando
la robustez del sistema ante escenarios de operacion no modelados.

1.4. Metodologia

La presente investigacion adopta un enfoque cuantitativo y analitico, orientado
al disefio, modelado y validacién de sistemas de control avanzados para vehiculos
aéreos multirrotor. Se trata de un estudio de tipo experimental-simulativo, sustentado
en fundamentos matematicos rigurosos y orientado a la validacién funcional de los con-
troladores y observadores propuestos mediante pruebas de estabilidad y simulaciones
numéricas.

Modelado matematico del sistema

La primera fase de este estudio consistio en la formulacién del modelo dindmico
del vehiculo multirrotor, basado en el formalismo de Euler-Lagrange y considerando
el comportamiento no holonédmico durante maniobras de ascenso con rotacion en
yaw. Para ello, se partié de la observacion estructural del sistema, incorporando las
ecuaciones de energia, momentos y distribucién de empuje en cada rotor. EIl modelo
derivado esperado es una ecuacion no lineal.

Diseno de controladores y observadores

A partir del modelo obtenido, se disenaron controladores basados en retardos,
orientados a reemplazar el término derivativo en esquemas tipo PD, mitigando la
amplificacion de ruido obtenido en sensores; estrategias de optimizacion, orientadas a
garantizar estabilidad exponencial, considerando los limites fisicos de los actuadores;
observadores no lineales de perturbaciones, diseflados para estimar en tiempo real
las fuerzas externas y mejorar la respuesta del sistema ante dindamicas no modeladas
o condiciones inciertas.

Andlisis de estabilidad

En esta etapa se realiz6 el andlisis formal de estabilidad del sistema, utilizando
herramientas como la teoria de Lyapunov. Para lo anterior, se considerd al modelo
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matematico del dron en lazo cerrado con una estructura de control basada en retardos.
Este analisis permitié establecer condiciones suficientes para garantizar la estabilidad
global del sistema bajo distintas configuraciones y escenarios operativos.

Validacién mediante simulaciones

La etapa final consistié en la implementacion de simulaciones numéricas en un
entorno computacional especializado (MATLAB/Simulink), donde se replicaron con-
diciones de vuelo realistas, incluyendo perturbaciones, incertidumbres y maniobras
agresivas. Las simulaciones permitieron evaluar el desempefio dinamico de los con-
troladores y observadores, asi como validar la capacidad del sistema para ejecutar
maniobras complejas como el ascenso con rotacion en yaw y tareas de manipulacion
aérea mediante un brazo robdtico.

Herramientas utilizadas

Modelado Dinamico: Enfoque de Euler-Lagrange.

Estrategias de control: Controladores basados en retardo, observadores no linea-
les.

Herramientas de simulacion: MATLAB/Simulink.

Criterios de validacion: Estabilidad, precision de seguimiento, rechazo de perturba-
ciones, robustez frente a la incertidumbre.

Consideraciones éticas y replicabilidad

Dado que la investigacion se desarroll6 integramente en simulacién y no implicé
la intervencidn de personas o animales, no se requirié aprobacion ética formal. No
obstante, se garantizaron principios de transparencia y reproducibilidad cientifica,
documentando todos los parametros, condiciones iniciales y estructuras de control
utilizadas, lo cual permite la replicacién del estudio por otros investigadores interesados
en el desarrollo de UAVs robustos y seguros.
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1.5. Productos obtenidos

El trabajo desarrollado en esta tesis dio como resultado los siguientes productos
cientificos:

= J. U. Alvarez-Munoz, J. Escareno, F. Mendez-Barrios, |. Boussaada, S. I. Nicules-
cu and D. Nieto-Hernandez, "Time-delay Tolerant Control of an Omnidirectional
Multi-agent System for Transport Operations,"2018 22nd International Conferen-
ce on System Theory, Control and Computing (ICSTCC), Sinaia, Romania, 2018,
pp. 111-1186,

= D. Nieto-Hernandez, C.-F. Méndez-Barrios, J. Escareno, V. Ramirez-Rivera, L. A.
Torres and H. Méndez-Azua, “Non-holonomic flight Modeling and Control of a Tilt-
rotor MAV,” 6th International Conference on Control, Decision and Information
Technologies (CoDIT), Paris, France, 2019, pp. 1947-1952

= D. Nieto-Hernandez, M.-A. Lastras-Montario, C. -F. Méndez-Barrios, J. S. Murguia-
Ibarra, P. Martinez-Rodriguez and D. Langarica-Cérdoba, “Controller Based on
Combined Tracking Error Applied in a Tilt-rotor MAV, IEEE International Autumn
Meeting on Power, Electronics and Computing (ROPEC), Ixtapa, Mexico, 2022,

pp. 1-6

m D. Nieto-Hernandez, J.-A. Hernandez-Gallardo, L. Félix and C.-F. Méndez-
Barrios, “Enhancing Robustness: Delay-Based Control and Observer Strategies
for Tilt-Rotor Quadrotors,” 10th International Conference on Control, Decision
and Information Technologies (CoDIT), Vallette, Malta, 2024, pp. 2790-2795
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1.6. Outline

El resto de este trabajo tesis esta organizado de la siguiente manera:

= En el Capitulo 1 se introduce el contexto general de la investigacion, destacando
la relevancia actual de la Movilidad Aérea Urbana y el papel emergente de las
aeronaves eVTOL como una alternativa de transporte sostenible. Se describen
los desafios tecnoldgicos asociados con su operacion, particularmente aquellos
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relacionados con la transicién entre modos de vuelo, la saturacion de actua-
dores, la estabilidad bajo perturbaciones y la pérdida de sustentacion durante
maniobras simultdneas de ascenso y rotacion en yaw. A partir de ello, se formula
el planteamiento del problema y se establecen los objetivos general y especi-
ficos del trabajo. Asimismo, se detalla la metodologia adoptada, basada en el
modelado dindmico mediante el formalismo de Euler-Lagrange, el disefio de con-
troladores basados en retardos y observadores no lineales de perturbaciones,
y la validacion del desempefio mediante simulaciones numéricas. El capitulo
concluye presentando los productos académicos derivados de la investigacion y
una breve descripcién de la estructura del documento.

= En el Capitulo 2 se desarrollan los fundamentos teéricos y metodoldgicos que
sustentan el trabajo. Se revisan los principios del modelado de aeronaves y se
introduce el formalismo de Euler-Lagrange como herramienta para la obtencién
de ecuaciones de movimiento de sistemas con multiples grados de libertad. Pos-
teriormente, se discute el concepto de vuelo no holonémico y las restricciones
cinematicas que caracterizan este tipo de maniobras, asi como los fundamentos
de estabilidad en sistemas no lineales, incluyendo estabilidad en el sentido de
Lyapunov, estabilidad exponencial y el concepto de o—estabilidad, esencial para
el andlisis de controladores basados en retardo. El capitulo aborda también
la teoria de cuasipolinomios y curvas de cruce, herramientas necesarias para
estudiar la estabilidad en sistemas retardados, y finaliza con la presentacion
de los observadores no lineales de perturbaciones empleados para mejorar la
robustez del sistema ante fuerzas externas o incertidumbres de modelado.

» En el capitulo 3 se desarrolla el modelo dinamico de la aeronave tilt-rotor bajo
condiciones de vuelo no holondmico. Se inicia describiendo formalmente la
naturaleza cinematica de estas maniobras y su impacto en las restricciones
del sistema. Posteriormente, se seleccionan las coordenadas generalizadas y
entradas de control apropiadas, de modo que permitan capturar adecuadamente
la dinamica acoplada del vehiculo. Con ello, se procede a derivar el modelo me-
diante el formalismo de Euler-Lagrange, obteniendo un conjunto de ecuaciones
no lineales que representan las fuerzas, momentos y efectos aerodinamicos
asociados con el movimiento del tilt-rotor. Este modelo constituye la base para
el disefo del esquema de control propuesto en capitulos posteriores.

» En el capitulo 4 se presenta el disefio y andlisis de los controladores basados
en retardos y los observadores no lineales de perturbaciones. En primer lugar,
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se introduce el controlador PJ, un esquema tipo proporcional-derivativo donde
el término derivativo clasico se sustituye por un operador retardado con el fin
de reducir la amplificacion de ruido proveniente de los sensores. Se realiza
un analisis de estabilidad mediante técnicas basadas en o—estabilidad y en la
caracterizacién de regiones estables derivadas de cuasipolinomios. Posterior-
mente, se extiende este disefo al controlador Pd1, que incorpora una accién
integral retardada orientada a mejorar la precision del seguimiento. Finalmente,
se plantea un observador no lineal de perturbaciones capaz de estimar fuerzas
externas y errores de modelado en tiempo real, permitiendo asi mejorar la ro-
bustez del esquema de control ante condiciones inciertas o perturbaciones no
modeladas.

= El capitulo 5 presenta los resultados numéricos obtenidos a partir de simula-
ciones realizadas en un entorno computacional especializado. Se evallua el
desempefo del controlador P4, analizando sus regiones de estabilidad, su sen-
sibilidad al parametro ¢ y su comportamiento en el seguimiento de trayectorias
complejas como trayectorias circulares y trayectorias tipo flor. Posteriormente,
se estudia el desemperio del controlador P, comparando su comportamiento
con el del controlador proporcional-retardado y mostrando las mejoras alcanza-
das en términos de robustez y precisiéon. Finalmente, se analiza la capacidad
del observador no lineal para mitigar perturbaciones, evaluando su efectividad
tanto en escenarios con fuerzas externas aplicadas como en condiciones con
incertidumbre paramétrica.

= En el capitulo 6 se presenta las conclusiones generales del trabajo, destacando
las contribuciones tedricas y practicas obtenidas: el modelado no holonémi-
co basado en Euler-Lagrange, el disefio de controladores retardados como
alternativa para mitigar los problemas asociados al término derivativo clasico,
la incorporacion de observadores no lineales para mejorar la robustez, y la
validacién numérica del desempefo mediante escenarios representativos de
vuelo. Finalmente, se sefialan diversas lineas de trabajo futuro, entre ellas la
realizaciéon de pruebas experimentales con modelos fisicos y el desarrollo de
técnicas de control adaptativo o predictivo que permitan extender los resultados

hacia aplicaciones reales con mayor nivel de incertidumbre.
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CAPITULO 2

Fundamentos Teoricos y

Metodologicos

El modelado y control de vehiculos aéreos permite lograr un adecuado desemperno
de vuelo en aeronaves auténomas, como cuadricépteros y drones eVTOL. Este tipo de
sistemas se caracterizan por sus multiples grados de libertad y dinamicas complejas,
ademas de ser propensos a perturbaciones desconocidas generadas por factores
externos como las corrientes de aire y obstaculos, asi como internas originadas por
las incertidumbres paramétricas.

El desarrollo de modelos matematicos permite conocer los principios dinamicos
que describen el comportamiento de este tipo de vehiculos. Con el formalismo de
Euler-Lagrange se pueden obtener las ecuaciones de movimiento a partir de la
energias del sistema. Esta formulacién puede ser aplicada en sistemas complejos
o con restricciones, como los que presentan los vehiculos aéreos multirrotor o las
aeronaves de tipo eVTOL. A través del Lagrangiano se puede comenzar con la
descripcién de cualquier sistema y asi poder realizar tanto el anélisis como el disefio
de estrategias de control adecuadas para mejorar el desempeno de los UAV.

A partir del modelo dinamico, se pueden disenar distintos tipos de pruebas para
garantizar la estabilidad y el rendimiento del vehiculo aéreo. El analisis de estabilidad,
basado en el teorema de Lyapunov y extensiones como el teorema de Barbashin-
Krasovskii, permite determinar condiciones bajo las cuales el sistema mantiene una
convergencia hacia una trayectoria deseada, incluso frente a perturbaciones. Ademas,
con el disefio de controladores retardados (Pd, PdI) podemos utilizar retardos como
un parametro de disefo, los cuales son inherentes en los sistemas reales, para poder
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asegurar el seguimiento de trayectorias, mientras que el concepto de o-estabilidad
aporta herramientas para garantizar un comportamiento robusto y con decaimiento
exponencial. Asimismo, la incorporacién de observadores no lineales de perturba-
ciones permite estimar perturbaciones externas no medidas, como corrientes de
aire o colisién con objetos, logrando asi un desemperio seguro y la autonomia de la
aeronave.

2.1. Modelado de aeronaves

Como se mencioné anteriormente, en el estudio de vehiculos aéreos, el desarrollo
de un modelo matematico que represente de forma precisa su comportamiento dina-
mico permite el andlisis y disefio de estrategias de control que garanticen un vuelo
seguro y preciso. Es por eso que antes de pensar en estrategias de control, es necesa-
rio comprender como se comporta la aeronave, qué fuerzas internas y externas actuan
sobre ella, y cdmo responde ante distintas entradas. Gracias al modelado, se pueden
obtener un conjunto de ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento del
sistema conforme transcurre el tiempo, y constituye la base sobre la cual se realizan
simulaciones, analisis de estabilidad y disefios de algoritmos de control.

Existen distintos enfoques para abordar el modelado de una aeronave. Uno de los
mas utilizados es el formalismo de Newton-Euler, que aplica directamente las leyes
de Newton para describir el movimiento traslacional y rotacional del cuerpo rigido.
Este enfoque resulta intuitivo y adecuado para simulaciones fisicas en tiempo real,
especialmente cuando se tiene una descripcion detallada de las fuerzas y momentos
que actuan sobre el sistema. Por otro lado, el enfoque de Euler-Lagrange ofrece una
formulacién mas estructurada, basada en principios energéticos. A partir de la energia
cinética y potencial del sistema, y mediante coordenadas generalizadas, es posible
derivar las ecuaciones de movimiento sin necesidad de analizar fuerza por fuerza.

En los ultimos afnos se ha comenzado a utilizar cuaterniones como alternativa a las
representaciones clasicas mediante angulos de Euler. El uso de cuaterniones permite
describir la orientacién del vehiculo sin ambigiiedades ni singularidades, ya que los
modelos anteriores presentan singularidades en la inclinacion de la aeronave a 90°.
Cualquiera de estos enfoques permitira representar fielmente la dinamica del vehiculo

aéreo, la cual dard una base para el disefio de controladores aplicados en aeronaves.
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2.2. Formalismo de Euler Lagrange

El formalismo de Euler-Lagrange es un método utilizado para modelar la dinamica
de sistemas fisicos complejos, especialmente aquellos con multiples grados de libertad.
Este enfoque permite obtener las ecuaciones de movimiento de un sistema a partir de
una funcién escalar denominada Lagrangiano, la cual es definida como la diferencia
entre la energia cinética y la energia potencial del sistema. Su principal ventaja es
que evita el analisis de las fuerzas, lo que simplifica el andlisis cuando se trata de
sistemas con multiples coordenadas generalizadas, como drones, aeronaves con
brazos robéticos o plataformas VTOL con modos de vuelo acoplados. Debido a su
formulacion sistematica, el método puede aplicarse en diferentes contextos y ofrece
una ecuacion diferencial bien conocida donde aplicar algoritmos de control.

Para poder aplicar correctamente este formalismo, es necesario hacer una adecua-
da seleccion de las coordenadas generalizadas, que constituyen el conjunto minimo
de variables independientes necesarias para describir completamente la configuracién
del sistema. Estas coordenadas no estan restringidas a posiciones cartesianas, sino
que pueden incluir angulos, desplazamientos relativos o cualquier otro parametro que
describa al sistema sin redundancias. Por lo general, si un sistema tiene n grados
de libertad, se requieren n coordenadas generalizadas q,, q,, qs, -.- , q,,, 1as cuales
definen un punto en un espacio n-dimensional que representa el estado del sistema
en un instante dado. En el caso de una aeronave, se pueden considerar variables
como la posicidn espacial, la orientacion relativa de un actuador o un angulo de
navegacion. El seleccionar de manera adecuada estas coordenadas facilita el célculo
del Lagrangiano, sin embargo, el hacerlo de manera inadecuada puede introducir
complejidad innecesaria.

Energia cinética

El primer paso para aplicar el formalismo de Euler-Lagrange al modelado de un
vehiculo aéreo, es el expresar su dinamica en términos de la energia cinética, la cual
representa la cantidad de energia asociada directamente al movimiento del sistema.
La energia cinética es una magnitud escalar que describe la cantidad de energia

asociada al movimiento de un cuerpo.
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Definicion 2.1: Energia cinética [42]

Sea un sistema mecanico constituido por n particulas de masa m; con posicion
descrita por el vector r;(t), donde i = 1,2, ..., n. La energia cinética total del
sistema se define como:

1 n

donde r; representa el vector de velocidad de la particula ¢ y m; la masa de la
particula.

Si el sistema se describe mediante un conjunto de k coordenadas generali-
zadas q,,q,, - .., q;, 1a energia cinética puede expresarse como una funcién
cuadratica en términos de las velocidades generalizadas:

Z Z M;i(q) 4;q

g=1 =i

T =

N —

donde M;;(q) es el elemento (5, [) de la matriz de inercia M (q), la cual depende
de las coordenadas generalizadas q y refleja como la masa esté distribuida en
el sistema.

\. J

De forma general, la energia cinética es la energia que posee un cuerpo debido a
su movimiento, y depende tanto de su masa como de su velocidad. A mayor masa o
mayor velocidad, mayor sera la cantidad de energia cinética.

En el caso mas simple, correspondiente a un cuerpo puntual que se traslada en
linea recta o rota en su propio eje, la energia cinética se define como

T = i M(@)d. @)

donde M (q) es la masa e inercias del objeto y g su velocidad. Sin embargo, cuando se
modela el comportamiento de un vehiculo aéreo, la energia cinética debe considerar
tanto los componentes traslacionales asi como los rotacionales, ya que la energia
cinética rotacional se encuentra asociada a la rotacion del cuerpo rigido alrededor de
su centro de masa. Por lo tanto, es importante considerar las posibles relaciones entre
traslacién y rotacion que caracterizan su movimiento real.

La energia cinética es el trabajo necesario para acelerar un objeto desde el reposo
hasta cierta velocidad. Esta interpretacion permite vincular el movimiento del sistema
con el esfuerzo que implica generarlo, por ejemplo, a través de los motores de una

aeronave. Para el calculo del lagrangiano, identificar correctamente las componentes
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cinéticas del sistema, en funcién de las coordenadas generalizadas seleccionadas y
sus velocidades, permite describir su dinamica, ademas de establecer las condiciones
necesarias para su control, estabilidad y desempefio eficiente en vuelo.

Energia Potencial

Junto con la energia cinética, la energia potencial es el otro componente utilizado
para describir el comportamiento dinamico de un sistema mecanico. La energia
potencial representa la energia almacenada en un sistema debido a su posicion o
configuracion dentro de un campo de fuerzas. Esta forma de energia no es evidente
por si misma a través del movimiento, pero se manifiesta como la capacidad del
sistema para realizar trabajo si se modifican las condiciones que definen su estado.
Asi, la energia potencial puede originarse por la accion de campos gravitacionales,
eléctricos, magnéticos o incluso por la deformacioén de elementos elésticos.

Definicion 2.2: Energia Potencial [42]

Si una fuerza es conservativa, existe una funcién escalar U, denominada energia
potencial, tal que el trabajo realizado por la fuerza al mover una particula desde
una posicion inicial a una posicion final depende Unicamente de estos puntos y
no de la trayectoria seguida. Matematicamente, esta relacidén se expresa como:

F=-VU,

donde F es la fuerza conservativa y U es la energia potencial asociada. Esta
magnitud representa la capacidad del sistema para realizar trabajo en virtud de
su configuracion espacial.

La definicidn de energia potencial mas utilizada para el estudio de vehiculos aéreos
es la energia potencial gravitacional, ya que la interaccién constante con el campo
gravitatorio terrestre afecta directamente la dindmica vertical del vehiculo. En este
caso, la energia potencial se expresa como

U = mgh, (2.2)

donde m es la masa del objeto, g es la aceleracion debida a la gravedad y h es la
altura relativa respecto a un punto de referencia. Esta expresion permite cuantificar

la cantidad de energia que posee un cuerpo por encontrarse a cierta altura, energia
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que puede convertirse en energia cinética en caso de descender. Es importante notar
que la energia potencial es una propiedad del sistema completo, no solo del objeto
individual; por ejemplo, la energia potencial del sistema depende de la distancia entre
un sistema y la linea de tierra, ademas del campo gravitatorio en el que se encuentran.

La energia potencial almacenada se convierte en energia cinética, permitiendo
una descripcion de la conservacion y transformacién de la energia durante el vuelo.
Asi, la correcta formulacion de la energia potencial dentro del modelo lagrangiano
contribuye a una representacion mas precisa de las condiciones reales de operacion
de una aeronave.

Lagrangiano

Una vez que se han definido las expresiones correspondientes a la energia cinética
y a la energia potencial de un sistema, es posible construir una funcion matematica
que caracterice de manera compacta su comportamiento dinamico: el Lagrangiano.

Definicion 2.3: Lagrangiano [43]

El Lagrangiano de un sistema mecanico es una funcién escalar definida como
la diferencia entre la energia cinética total 7'y la energia potencial total U del
sistema:

L=T-U. (2.3)

Para un sistema con n grados de libertad, expresado en términos de coordena-
das generalizadas g1, q2, - . ., g Yy Sus derivadas temporales q1, gz, - . . , qn, €l
Lagrangiano puede escribirse como:

‘C(qlv"qu)‘jla"'?q.n:t) :T(qlv"qu:q.l;"'?q.n:t)_u(qlw"aqnat)'

Esta funcion es la base para la formulacion de las ecuaciones de Euler-Lagrange
que describen el movimiento del sistema.

En la mecanica lagrangiana, esta funcion permite representar el modelo dindmico
y contiene toda la informacion necesaria para derivar de forma sistematica las ecua-

ciones de movimiento de un sistema fisico, incluso en presencia de multiples grados
de libertad o restricciones cinematicas.
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El Lagrangiano £ no es una constante, sino una funciéon que depende de las
coordenadas generalizadas g, de sus derivadas temporales g, y del tiempo ¢. Esto
significa que describe como varia la energia del sistema en funcién de su configuracién
y velocidad generalizadas. Desde un punto de vista geométrico, esta funcion permite
caracterizar el movimiento del sistema como la evolucién de un punto en un espacio n-
dimensional, donde n es el nimero de grados de libertad. Lo notable de este enfoque
es que no exige escribir explicitamente cada fuerza que actla sobre el sistema; basta
con definir adecuadamente sus energias para que la dindmica sea descrita a través
de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Es importante recordar que el Lagrangiano esta relacionado con el principio de
Hamilton, el cual establece que la trayectoria real seguida por un sistema entre dos
estados en el tiempo es aquella que hace estacionaria la integral del Lagrangiano a lo
largo del tiempo. Esta integral, conocida como la accién, actia como criterio variacional
para determinar la evolucion del sistema. Asi, en lugar de resolver directamente fuerzas
y aceleraciones, el enfoque lagrangiano propone encontrar la trayectoria que optimiza
el comportamiento energético del sistema. Asi, se simplifica el analisis de sistemas
complejos y lo hace aplicable a dominios mas generales, como la relatividad, la
dindmica de fluidos o la teoria cuantica de campos.

Ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange

Una vez definido el Lagrangiano es posible establecer la ecuacion dinamica con la
que se describe el comportamiento del sistema: la ecuacion de Euler-Lagrange. Esta
ecuacion surge del célculo vectorial y con el principio de Hamilton.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son equivalentes a las leyes de Newton en
sistemas conservativos, pero con la ventaja de que este enfoque permite derivar las
ecuaciones de movimiento de forma sistematica, sin necesidad de analizar explicita-
mente las fuerzas involucradas.

Historicamente, estas ecuaciones fueron desarrolladas de manera independiente
por Euler y Lagrange a mediados del siglo XVIII, y han sido utilizadas no solo en la
mecanica clasica, sino también en disciplinas modernas como la relatividad general,
la teoria cuantica y la dinamica de fluidos. Asi, las ecuaciones de Euler-Lagrange se

resumen en ecuaciones diferenciales que describen la dindmica del sistema.




CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS Y METODOLOGICOS

Sea el funcional definido por

to
I= [ L ds vyt (2.4
t

1
donde L es el Lagrangiano del sistema, que esta en funcién de las coordenadas
generalizadas g;, sus derivadas temporales q; y del tiempo .
De acuerdo con el Principio de Hamilton, el movimiento real de un sistema
mecanico entre los instantes t; y ¢, es aquel para el cual la variacion primera
del funcional I es nula, es decir:

51 = 0. (2.5)

Para determinar esta condicién, se considera una variacién infinitesimal de las
coordenadas generalizadas:

qi(t) — qi(t) + 6qi(t), (2.6)

donde las funciones dg;(t) son continuas, poseen derivadas continuas en el
intervalo [t1, t5] y satisfacen las condiciones de frontera:

dgi(t1) = 0q;(t2) = 0. (2.7)

Sustituyendo en la integral y desarrollando el integrando en serie de Taylor, se
obtiene que la variacion de la accion es:

2L (OL oL
(5]:/ < 5i+—,5'i)dt. 2.8
t ; dq; 1 dq; 1 (2.8)

1

Aplicando integracion por partes al término que involucra 6q;, y considerando
que las variaciones se anulan en los extremos, se obtiene:

2 2 TOL d (0L
g [ 32 2  2 (2Y] s
t ; dq; dt \0q, 1 (9)

Dado que las variaciones dq;(t) son independientes y arbitrarias dentro del
intervalo de integracion, la Unica manera de que la integral anterior se anule

para toda variacion admisible es que el término dentro de los corchetes sea
idénticamente cero. Por tanto, las funciones q;(t) que hacen estacionaria la
accion deben satisfacer las ecuaciones de Euler-Lagrange:

d (0L oL .
%(aqi)_aqi_o’ i=1,2,...,n. (2.10)
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En el caso particular de sistemas conservativos, donde la energia total se conserva
y no existen disipaciones, las ecuaciones de Euler—Lagrange equivalen a las ecuacio-
nes obtenidas mediante la segunda ley de Newton, pero expresadas en coordenadas
generalizadas.

De esta manera, el Teorema de Euler—Lagrange generaliza el principio de mini-
ma accién y proporciona una formulacién unificada del movimiento de los sistemas
mecanicos.

Asi, la ecuacién de Euler-Lagrange proporciona la condicidon necesaria para que
una funcion ¢(t), que describe la evolucién de las coordenadas generalizadas del
sistema, haga estacionaria dicha accién. Para un sistema con Lagrangiano £L(q, g, 1),
donde q representa una coordenada generalizada y g su derivada temporal, la forma
general de esta ecuacion es:

d
- % _%:0, (2.11)
dt \ 0q 0q

Esta expresidén debe cumplirse para cada una de las n coordenadas generalizadas
del sistema, lo que da lugar a un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo

orden. Cada una de estas ecuaciones describe como evoluciona una variable del
sistema a lo largo del tiempo bajo la influencia de sus componentes energeéticas.

2.3. Vuelo no holbnomico

Los sistemas dinamicos pueden describirse mediante coordenadas generalizadas
sujetas, en muchos casos, a restricciones que limitan sus posibles movimientos.
Estas restricciones pueden ser de distinta naturaleza y determinan si el sistema es
holonémico o no holonémico.

Mientras que los sistemas holonémicos presentan restricciones que pueden expre-
sarse como relaciones algebraicas entre las coordenadas generalizadas y el tiempo,
los sistemas no holonémicos se caracterizan por restricciones que involucran también

las velocidades generalizadas y que no son integrables.
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Definicion 2.4: Sistema no holénomico [44]

Un sistema dinamico se denomina no holénomo cuando esta sujeto a una o
mas ecuaciones de restriccion que no pueden expresarse Unicamente como
funciones de las coordenadas generalizadas y del tiempo. En particular, las
restricciones no holonomas se caracterizan por involucrar explicitamente a
las velocidades generalizadas y por no ser integrables, es decir, no pueden
transformarse en restricciones holénomas equivalentes.

En consecuencia, dichas restricciones no pueden reducirse a expresiones
algebraicas de la forma

f(q17QQ>"'7Q717t) :07 (212)

sino que se presentan como relaciones diferenciales del tipo

n

> " ai(q.t) ¢+ ao(gq.t) =0, (2.13)
=1
las cuales restringen el movimiento admisible del sistema sin disminuir el na-
mero de variables de configuracion. Esta formulacién corresponde a la teoria
clasica de la dinamica analitica, donde la no integrabilidad de las restricciones
dependientes de la velocidad constituye el criterio fundamental para distinguir
entre sistemas holdnomos y no holénomos.

\. J

Las restricciones no holonémicas permiten describir dinamicas donde las variables
de estado presentan limitaciones de movimiento en el espacio de configuraciones.
En vehiculos aéreos, como aeronaves de tipo eVTOL, estas restricciones surgen al
imponer relaciones cinematicas entre los movimientos traslacionales y rotacionales.
El obtener la dindmica de un sistema no holonémico permiter mejorar el desempenfio
a través del disefio de controladores que garanticen estabilidad y seguimiento de
trayectorias.

2.4. Estabilidad

La teoria de estabilidad es uno de los conceptos mas importantes de la ingenieria
de control. Existen distintas clases de estabilidad que surgen durante el andlisis de
sistemas dindmicos. Las definiciones presentadas en esta seccion son ampliamente

conocidas y han sido abordadas en la literatura especializada en control no lineal,
tales como [45], [46], entre otros.
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Considérese el siguiente sistema autdbnomo:

& = f(x(t)) (2.14)

y sea p(t) una solucion particular de (2.14).

Definicion 2.5: Estabilidad [45]

La solucién ¢(t) es *estable* en [0, +o0) si, dado cualquier ¢ > 0y ¢ty > 0,
existe (e, tg) =: 6 > 0 tal que para todo xo € Bs(¢(ty)), la solucion x(t; to, xo)
esta definida y satisface

sup || @(; 1o, o) — (1) [|< e,

t>to

donde x(¢; t, o) representa una solucion de (2.14) definida para todo ¢ > ¢,.

Y ~+

Figura 2.1: Estabilidad.

Estabilidad Asintoética

La estabilidad asintética describe la propiedad mediante la cual las soluciones que
inician lo suficientemente cerca del punto de equilibrio permanecen préximas a él ante
pequenas perturbaciones, ademas de que convergen al equilibrio conforme el tiempo
tiende a infinito.
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Definicion 2.6: Estabilidad Asintotica [45]

La solucién ¢(t) es *asintéticamente estable™ en [0, +-00) si es estable y, ademas,
existe v(ty) =: v > 0 tal que para todo x € Bs(p(to)), la solucion x(t; ty, xo)
esta definida y satisface

lim sup || x(t; 2o, o) — @(t) |= 0,
t—00

donde x(t; t, o) representa una solucion de (2.14) definida para todo ¢ > ¢,.

L2
A
2(0) (1) ;
\.:;_/ @U g
5 y
2 |

Figura 2.2: Estabilidad asintética.

Estabilidad Exponencial

La estabilidad exponencial es una forma mas fuerte de estabilidad asintética, en la
cual las trayectorias del sistema no solo convergen al punto de equilibrio conforme el
tiempo tiende a infinito, sino que lo hacen a una tasa exponencialmente decreciente.
Asi, la respuesta transitoria del sistema se atenua con rapidez y de manera uniforme.

Definicion 2.7: Estabilidad Exponencial [45]

Considérese el sistema no lineal autbnomo (2.14) donde = € R" y el origen
x = 0 constituye un punto de equilibrio.

El punto de equilibrio * = 0 se dice exponencialmente estable si es asintoti-
camente estable y existen constantes positivas «, 7y ¢ tales que, para toda
condicién inicial (0) que satisfaga ||x(0)|| < 4, la solucién x(t) cumple

lz(®)]l < aflz(0)lle™, vt >o0.

En la figura el término e~#* acttia como una envolvente exponencial que delimita
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X2

Y

=
=
~

x

Figura 2.3: Estabilidad Exponencial

la rapidez con que las trayectorias se aproximan al equilibrio, formando un cono o
embudo alrededor del origen conforme transcurre el tiempo.

Teorema de Estabilidad de Lyapunov

Uno de los enfoques mas utilizados para el analisis de estabilidad en sistemas
dinamicos es el teorema de Lyapunov. Un punto de equilibrio se considera estable si
todas las soluciones que parten de puntos cercanos permanecen cercanas; en caso
contrario, se considera inestable. El equilibrio es asintéticamente estable si dichas
soluciones no solo permanecen préximas, sino que también convergen al punto de
equilibrio conforme el tiempo tiende a infinito [45]. Este teorema puede enunciarse
como sigue:
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Teorema 2.2: Teorema de Estabilidad de Lyapunov [45]

Sea x = 0 un punto de equilibrio para el sistema (2.14) y D C R" un do-
minio que contiene el origen. Sea V' : R” — R una funcion continuamente
diferenciable (es decir, V € €*(R", R)) tal que:

(i) V(O)=0yV(x)>0  VxzeD-{0},
(i) V(z) <0 VzeD.

Entonces, el punto = = 0 es estable. Ademas, si

V(z) <0 enD —{0}, (2.15)

entonces z = 0 es asintéticamente estable.

Figura 2.4: Estabilidad de Lyapunov

Teorema de Barbashin-Krasovskii

El Teorema de Barbashin—Krasovskii es una extensiéon del segundo método de
Lyapunov para el analisis de la estabilidad de sistemas no lineales. Este resultado
establece condiciones suficientes para garantizar la estabilidad asintética global de un
punto de equilibrio, incluso cuando la derivada de la funcion de Lyapunov es negativa
semidefinida. Asi, el teorema permite concluir la convergencia al equilibrio siempre

que las trayectorias del sistema permanezcan acotadas y el Unico conjunto invariante
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contenido en la regién donde V(x) = 0 sea el propio equilibrio. Este principio amplia el
alcance del criterio clasico de Lyapunov, proporcionando una herramienta mas general
para el estudio de la estabilidad en sistemas no lineales.

Teorema 2.3: Teorema de Barbashin-Krasovskii

Sea x = 0 un punto de equilibrio para el sistema (2.14). Sea V : R* — R una
funcién continuamente diferenciable tal que:

VO)=0 'y V(z)>0, Vz#0, (2.16)
| z ||[— o0 = V(z) — oo, (2.17)
V(z)<0 , Vz#0, (2.18)

entonces = = 0 es globalmente asintéticamente estable.

.Cuasi polinomios

Definicion 2.8: Cuasipolinomio

Un cuasipolinomio? f : C — C es una funcién entera definida en el plano

complejo como
q

f(sip) == fo(s; @)+ fols;b)e ™, (2.19)

/=1

donde p := (a,b), 7, € R, y f, son polinomios reales en la variable compleja s,

dados por
n—1 n—1
fols;a) = s+ ars™y fi(s;b) = bas”,
k=0 k=0

paral e {1,...,q}, ar, by, e Ryn € N.

4Técnicamente, se trata de un cuasipolinomio de tipo retardado; sin embargo, por simplicidad,
nos referiremos a él simplemente como cuasipolinomio.

Observacion 2.1

Un parametro importante en nuestro estudio es el retardo. En este trabajo,
la variable 7 se considera como tal y se mantendra a lo largo del desarrollo

restante de la discusion.

Una idea clave en la determinacién de la estabilidad de los sistemas con retardo
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en el tiempo se relaciona con la propiedad de continuidad de las raices de los cuasipo-
linomios. Dicha propiedad (inherente a los cuasipolinomios de tipo retardado) puede
establecerse de la siguiente manera:

Proposicion 2.1: Raices caracteristicas [47]

Para un p* fijo y un 7* > 0, sea s* € C una raiz caracteristica de f con
multiplicidad ¢ € N. Entonces, existe una constante € > 0 tal que, para todo
e € (0,€), existe un nimero § > 0 de modo que f (s;p), donde ||p — p*[|, <y
0 < |7 — 7% < ¢, posee exactamente ¢ raices en el disco {s € C : |s — s*| < €}.

De manera estricta, el resultado anterior establece que las raices caracteristicas
se comportan de manera continua respecto a variaciones continuas de los parametros
del sistema p y del retardo 7.

Consideremos la clase particular de sistemas lineales invariantes en el tiempo (LTI)
con retardos puntuales, descritos por

() = Aoz (t +ZA (2.20)

donde A; son matrices reales de dimension n xn, y 7; > 0. Bajo estas consideraciones,
no es dificil ver que la funcion caracteristica del sistema (2.20) es un cuasipolinomio
de la forma (2.19). De hecho, dicha funcidn caracteristica puede obtenerse como:

q
f(s;p) = det|sI — Ag — ZAje_TjS ,

j=1

donde p est4 relacionada con los coeficientes de las matrices Ay y A;.

En este sentido, la conexion entre la estabilidad del sistema con retardo (2.20) y la
localizacién de las raices de (2.19) se establece mediante el siguiente resultado.
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Proposicion 2.2: Estabilidad y localizacion de las raices [48]

Considérese el sistema con retardo dado por (2.20) y sea f su correspondiente
funcién caracteristica. Entonces, para cualquier v € R, el numero de raices
(contando sus multiplicidades) de f con partes reales mayores que o es finito.
Sea o € R definido como

o :=max {R(s)| f(s) =0}. (2.21)

Entonces, se cumplen las siguientes afirmaciones?:

(i) El sistema con retardo en el tiempo (2.20) es asintéticamente estable si y
s6lo si o < 0.

(i) Para cualquier oy > o, existe un L > 1 tal que toda solucién x(t¢) de (2.20)
esta acotada por
lz@®)|l < Le™" ||6],,

donde @ es una funcién de condicién inicial dada del sistema (2.20).

(iii) El valor de o es continuo con respecto a cada 7;, para todo 7; > 0,
17=1...,q.

aEn este resultado, la norma | - || se define como ||¢||- := sup ||¢(8)].
—7<6<0

2.6. Controladores retardados

Los controladores basados en retardo (delayed-based controllers) son estrategias
de control que incorporan explicitamente términos con retardos temporales en la ley
de control ( z(t — 7)) para su disefio, donde T es el retardo. Para el uso de informacion
retardada se debe hacer una seleccion adecuada de los retardos ya que estos pueden
afectar la estabilidad y el rendimiento.

El controlador P§

Los controladores proporcionales derivativos (PD) son uno de los enfoques mas
utilizados en sistemas dinamicos debido a su simplicidad y capacidad de mejorar la
respuesta transitoria mediante la incorporacion de una accién derivativa sobre el error.
Sin embargo, en aplicaciones practicas, la implementacion de este término derivativo
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suele enfrentar dificultades asociadas a la amplificacion del ruido de medicion y a la
necesidad de sensores de velocidad confiables.

Con el objetivo de mitigar estas limitaciones, se ha propuesto una clase alternativa
de controladores que reemplazan la derivada temporal del error por una funcion del
error evaluado en instantes anteriores. Este enfoque, conocido como control basado
en retardos o control tipo P4, introduce un nuevo grado de libertad en el disefio y ha
demostrado ventajas en sistemas con ruido.

El controlador proporcional con retardo, comunmente denominado P-¢ (Proportional
Delayed controller), es una estrategia de control de bajo orden que introduce expli-
citamente un retardo fijo en la retroalimentacién. Su formulacién matematica en el
dominio de Laplace se expresa como:

C(s) = kpe+ kse™™* (2.22)

donde £, € R es la ganancia proporcional clasica, ks € R representa una ganancia
asociada al bloque retardado, y 7 € R, denota el tiempo de retardo constante. Esta
configuracién conduce a una ecuacién caracteristica de tipo cuasipolinomial, cuyas
raices determinan la estabilidad del sistema en lazo cerrado.

A diferencia del controlador proporcional-derivativo (PD), el cual puede amplificar
el ruido de alta frecuencia debido a la accion derivativa, el controlador P-) es una
opcion mas robusta ante el ruido, ya que evita la famosa derivada sucia. Ademas, su
bajo orden lo convierte en una opcion adecuada para su implementacion en sistemas
embebidos o con restricciones computacionales.

Contrario a la intuicion convencional, en la que los retardos suelen asociarse con
un bajo desempeno e inestabilidad, diversos estudios han demostrado que el uso
intencionado de retardos puede generar efectos beneficiosos, como la mejora en la
amortiguacion o la estabilizacién de sistemas que, de otro modo, serian inestables.

El disefio del controlador P-§ esta basado en un enfoque geométrico del espa-
cio de parametros (k,, ks, 7),ademas de la caracterizacién de curvas de cruce de
estabilidad (stability crossing curves) mediante técnicas como la descomposicién-D
(D-decomposition). Este andlisis permite identificar regiones con una cantidad cons-
tante de raices inestables, delimitadas por superficies definidas por el cruce de raices
por el eje imaginario.

Este procedimiento permite disenar controladores estables y a través del andlisis
de o-estabilidad se puede establecer una tasa minima de decaimiento exponencial en
la dinamica del sistema.

El uso de controladores P-0 ha sido presentado en sistemas con retardos inhe-
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rentes, como en la teleoperacion bilateral [30], dispositivos hapticos. Debido a su
simplicidad, su interpretacion fisica clara y su viabilidad de implementacién, el contro-
lador P-) es una opcién de disefo en aplicaciones donde se busca robustez, adecuado
desempeno dinamico y bajo costo computacional.

Como se ha discutido en trabajos previos [49], las ventajas principales de esta
formulacioén incluyen:

= Un grado adicional de libertad: la presencia del retardo 7 y de la ganancia
K, permite modificar el comportamiento dinamico del sistema de forma mas
flexible.

= Robustez frente a errores de sensado: al evitar el uso directo de derivadas,
se reduce la sensibilidad al ruido de alta frecuencia.

= Facilidad de implementacion: en plataformas embebidas o entornos con capa-
cidad computacional limitada, el calculo de estados pasados es mas eficiente y
confiable que la diferenciacion numérica.

El controlador Pdl

El controlador Pél (Proportional Delayed Integral) es una extension del control
proporcional-integral (Pl), en la cual se introduce un retardo de manera intencionada en
la accién integrativa. A diferencia de los controladores PI, que presentan limitaciones
en sistemas con ceros no minimos, dindmicas subactuadas o perturbaciones externas,
el enfoque Pdl puede superar estos problemas mediante la incorporacion explicita del
retardo como un parametro de disefio ajustable.

El controlador Pél puede expresarse en el dominio del tiempo como:

u(t) = Kpe(t) + K; /lt e(v —T1)dv, (2.23)
0

donde e(t) representa el error, K, y K; son matrices de ganancia proporcional e
integrativa respectivamente, y 7 > 0 es el retardo fijo en la accién integrativa. Este
retardo permite cumplir criterios de estabilidad no alcanzables mediante un Pl clasico.

En el control de vehiculos aéreos no tripulados, el uso del controlador Pél puede
mejorar la precisién del seguimiento de trayectorias, incluso en presencia de incerti-
dumbres paramétricas y perturbaciones externas. En combinacién con observadores
no lineales de perturbaciones, el controlador Pdl puede mantener la estabilidad asint6-
tica del sistema cerrado y una respuesta transitoria robusta.
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La sintonizacién del controlador se basa en condiciones derivadas de criterios de
estabilidad como la o -estabilidad, donde se busca garantizar que las raices dominantes
del sistema cerrado se encuentren estrictamente a la izquierda de una recta vertical
en el plano complejo. Las regiones de estabilidad se caracterizan mediante curvas de
cruce, que delimitan el espacio de pardmetros (k,, k;, 7) donde el sistema permanece
estable. Asi, el retardo 7 se convierte en una herramienta de disefo, cuyo valor
adecuado puede incrementar la rapidez de convergencia sin comprometer la robustez
del sistema.

2.7. Enfoque Geomeétrico para el Andlisis de Estabilidad

El planteamiento geométrico para el analisis de la estabilidad permite comprender
el comportamiento cualitativo de los sistemas dinamicos. En lugar de basarse unica-
mente en condiciones algebraicas, este enfoque interpreta la estabilidad a partir de las
propiedades geométricas de las trayectorias en el espacio de estados y su evolucion
en el tiempo, el cual permite visualizar transiciones, identificar fronteras de estabilidad
y disefar estrategias de control que garanticen un desempeno robusto del sistema.

o-estabilidad

La o-estabilidad es una herramienta Gtil en el analisis de sistemas de control. Su
propésito principal es el de cuantificar el rendimiento del lazo de control en términos
de su capacidad para responder a comandos de control de la manera mas rapida
posible.

Definicion 2.9: s-estabilidad

Un sistema con una funcién caracteristica P(s) se considera o-estable si y solo
si su abscisa espectral, definida como

a(P) = méx{Re(s;) : P(s;) = 0}, (2.24)

cumple la condicién:

a(P) < —o. (2.25)

Esto implica que todas las raices de la ecuacién caracteristica se encuentran
ubicadas en el semiplano izquierdo del plano complejo, a una distancia minima de o
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respecto al eje imaginario.

Figura 2.5: o-estabilidad: Representacion grafica

Para estudiar la o-estabilidad, se emplea una metodologia que consiste en trasladar
el eje imaginario ¢ unidades hacia la izquierda. Este procedimiento se realiza mediante
el cambio de variable:

§=s+o0, (2.26)

donde o > 0 es una constante positiva. El analisis consiste entonces en estudiar
la estabilidad del cuasipolinomio transformado P(s — o) con respecto al nuevo eje
imaginario s = —o.

El disefio de la o-estabilidad esta muy relacionado con el concepto de decaimiento
exponencial. Al determinar las ganancias del controlador que aseguren esta propiedad,
se esta especificando de forma directa la tasa minima de convergencia de la respuesta
del sistema.

En términos practicos, cuanto mas alejada se ubique la raiz dominante del eje
imaginario (es decir, cuanto mayor sea o), mas rapida sera la convergencia de la
respuesta en lazo cerrado hacia el equilibrio. Por tanto, la o-estabilidad no s6lo asegura
estabilidad, sino que también establece un nivel de rendimiento temporal predefinido
en la dinamica transitoria del sistema.
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2.8. Curvas de Cruce

Las curvas de cruce, también conocidas como curvas de cruce de estabilidad, son
otra herramienta muy utilizada en el andlisis de sistemas de control. Se definen como
el conjunto de todos los valores de los parametros de un controlador (por ejemplo,
k,, ks, k; o el retardo 7) para los cuales la ecuacion caracteristica del sistema en lazo
cerrado posee al menos una raiz ubicada en el eje imaginario del plano complejo:

§=Jws we €R. (2.27)

Estas curvas dividen el espacio de parametros en diferentes regiones, dentro de
las cuales el nUmero de raices inestables permanece constante. De esta manera, las
curvas de cruce actuan como fronteras que separan regiones estables (sin raices en
el semiplano derecho) de regiones inestables.

Definicion 2.10: Curvas de cruce

A partir de la ecuacién caracteristica

P(87p17p2) = 07

donde p; y p, representan los parametros del sistema, se denomina curva de
cruce de estabilidad 7~ al conjunto de puntos (py, p2) € R? para los cuales al
menos una raiz de la ecuacion caracteristica se localiza sobre el eje imaginario,
es decir:

P(jw,p1,p2) =0, weRLU{0}

Su utilidad se fundamenta en la propiedad de continuidad de las raices de los
cuasipolinomios: cuando los parametros del sistema varian de forma continua, las
ubicaciones de sus raices en el plano complejo también lo hacen. Como consecuencia,
el nimero de raices inestables s6lo puede cambiar cuando una o mas de ellas cruzan
el eje imaginario, lo cual ocurre precisamente en estas curvas.

El estudio de las curvas de cruce mediante el método de D-descomposicion permite
identificar graficamente las regiones de estabilidad e inestabilidad en el espacio de
parametros. Un aspecto esencial de este analisis es determinar la direccion en que las
raices cruzan el eje imaginario al atravesar una curva, lo que indica si el sistema gana

o pierde raices inestables, es decir, si la dinamica se desplaza hacia una condicién
mas estable o hacia la inestabilidad.
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El concepto de curvas de cruce puede extenderse al andlisis de o-estabilidad. En
este caso, el eje de referencia se traslada a la recta Re(s) = —o, de modo que las
curvas de cruce o-dependientes delimitan las regiones en las que todas las raices del
sistema se encuentran a una distancia minima o del eje imaginario, lo cual permite
cuantificar y disenar directamente el decaimiento exponencial deseado en la respuesta
del sistema.

2.9. Observador no lineal de perturbaciones

El observador no lineal de perturbaciones fue presentado por Wen-Hua Chen y
colaboradores en agosto del afio 2000 [50]. En su trabajo, los autores establecieron la
idea principal de este Observador de Perturbaciones No Lineal (NDO, por sus siglas
en inglés) y lo aplicaron en manipuladores roboticos de dos grados de libertad para
estimar la friccion de sus juntas.

El modelo general de Euler-Lagrange puede representarse como:
J(0)0+C(0,0)0+G0)=T+d (2.28)

donde 6 € R", € R™, T(t) € R"y d € R" representan los vectores de posicion,
velocidad, control y par de perturbacion, respectivamente.

Una idea bésica en el disefio de observadores/estimadores consiste en modificar
la estimacién a partir de la diferencia entre la salida estimada y la salida real. Dado
que la ecuacién (2.28) puede reescribirse como:

d=J(0)60+C(0,0)6+G0)-T (2.29)
se propone un observador de perturbaciones como:
d=—1(6.6)d+ L(8.6) (/0)F+C(6,6)6+GO)-T). (230

Puesto que, en general, no se cuenta con informacién previa sobre la derivada de
la perturbacion, es razonable suponer que:

d=0, (2.31)

lo que implica que la perturbacién varie lentamente con respecto a la dindmica del
observador. No obstante, se ilustrar4 mediante simulaciones y experimentos que el
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observador desarrollado en dicho trabajo también es capaz de seguir perturbaciones
con variacion rapida en el tiempo.

Definase el error del observador como:

e(t)=d—d. (2.32)

Al combinar (2.31) con el observador dado por (2.30), se obtiene:
é=d—d=L(0,6)d— L(0,6)d. (2.33)
Es decir, la dindmica del error del observador esta gobernada por:

é+L(6,0)e = 0. (2.34)

Se puede demostrar que el observador es globalmente asintéticamente estable al
elegir:
L(6,0) = diag{c, c}, (2.35)

donde ¢ > 0. De manera mas especifica, la tasa de convergencia exponencial puede
ajustarse mediante la eleccién del parametro c.

Observador Modificado

Definase un vector auxiliar de variables como:
z=d—p(0,0), (2.36)

donde z € R". La funcién vectorial p(6, é) sera determinada posteriormente.

Sea ahora la funcién L(6, 8) en (2.30) definida por la siguiente ecuacion no lineal:

1(0,0)J(0)6 = [%‘;9) %‘;ﬂ H (2.37)
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Al emplear (2.36) y (2.37) en conjunto con (2.30), se obtiene:

. _ 4. 4p(0.6)
dt
— d ([ o) 0
- 20 96 0

— _1(6.6) (z +p(0, é)) +1(6.6) <0(9, 0)6 + G(0,0) — T) (2.38)
Asi, el observador no lineal de perturbaciones queda definido por:

zz—uamz+ma®(aamé+awﬁy4r—mam), (2.39)

d=z+p(0,0), (2.40)

donde (8, §) esta dado por (2.37).
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CAPITULO 3

Modelado Dinamico de Aeronave
Tilt-Rotor en Vuelo No

Holondmico

Las ventajas de los vuelos de tipo holonémicos y no holonémicos dependen de las
necesidades, requerimientos y aplicaciones especificas del sistema. En ciertos casos,
el movimiento no holonémico resulta mas conveniente, lo cual puede ser mas evidente
en diversas aplicaciones como la robética movil [51] (robots disefiados para moverse
en direcciones especificas y rutas predefinidas), vehiculos autonomos [52] (navegacion
entre el tréfico y evasion de obstaculos), aeronaves [53] (para mantener una trayectoria
estable durante el vuelo con un control preciso del vehiculo), y vehiculos submarinos
[54, 55] (navegacion a través de espacios estrechos y trayectorias definidas).

Uno de los principales desafios para los vehiculos VTOL (despegue y aterrizaje
vertical) surge durante la fase de despegue. A medida que la aeronave asciende, los
cuatro rotores, por lo general, generan una fuerza de empuje igual para mantener la
estabilidad. Sin embargo, si la aeronave necesita rotar, por ejemplo, para alinearse
con la direccién del viento, el giro en yaw requiere que los pares opuestos de los
rotores modifiquen sus velocidades. Especificamente, dos rotores deben disminuir su
velocidad mientras que los otros dos la aumentan, como se muestra en la Figura 3.1.
Este ajuste puede reducir el empuje total, provocando que la aeronave pierda altitud
o incluso descienda de manera inesperada. Una ventaja del vuelo no holonémico



CAPITULO 3. MODELADO DINAMICO DE AERONAVE TILT-ROTOR EN VUELO NO
HOLONOMICO

es que permite a la aeronave alcanzar primero la altitud deseada y posteriormente

¥

reorientarse, evitando asi este tipo de inconvenientes.

ARG

Figura 3.1: Configuracién de rotores para movimiento en Yaw

Considerando las observaciones anteriores, en este trabajo se propone la adopcién
de una estrategia de vuelo no holonémica, enfocandose exclusivamente en el plano @)
(Figura 3.2a). El enfoque planteado asume que la aeronave puede alcanzar cualquier
posicion, alcanzando primero el desplazamiento vertical y lateral sobre el plano Q.
El andlisis de la velocidad v, y del movimiento rotacional en yaw ) sobre el plano
R, como se ilustra en la Figura 3.2b, se dejara para trabajos futuros. En el presente
estudio, se evaluara especificamente el desemperfio de la estrategia analizando el eje
h — z sobre el plano Q.

e i
SO
™

Q-plane z

CL R-plane

9 X
/}

(a) Plano Cartesiano de la aeronave de roto-  (b) Subsistemas de vuelo de la aeronave de
res inclinables. rotores inclinables.

Figura 3.2: Vuelo no holonémico de la aeronave.

3.1. Vuelo no holbnomico

Para poder restringir de forma los movimientos de una aeronave dentro del alcance
de este estudio, se debe definir primeramente el concepto de vuelo no holonémico. El
vuelo no holonémico considera restricciones especificas sobre el movimiento de la
aeronave que limitan su capacidad de desplazarse libremente en todas las direcciones
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simultdneamente. Al comprender y aplicar dichas restricciones, es posible dirigir y
gestionar con mayor precisién la trayectoria de la aeronave, asegurando el seguimiento
de una ruta predefinida mientras se mantiene la estabilidad del sistema.

Sea g5 € R? el vector de coordenadas generalizadas en el plano R, y sea uy € R?
el vector de entradas de control para el sistema, de modo que

T
u’U
dqr = Y|, UR= [ q] ) (31)
Uy
(8

donde x y y representan las coordenadas del centro de gravedad del dron, mientras
que ¢ € R representa la rotacion alrededor del eje vertical (yaw). Considerando la
Figura 3.2a, se obtienen las siguientes relaciones:

T Vg COS 1Y
drp = |y| = |vgsine | . (3.2)
0 v

Obsérvese que la ecuacion (3.2) también puede escribirse como

cos 0
dr = |siny | v, + 0] ¢ (3.3)
0 1

A continuacién, se definen los vectores de velocidad X y X; como:

cos ¢ 0
Xy = |siny|; Ap:=|0], (3.4)
0 1

los cuales pueden considerarse como generadores de la distribucion suave normal
A, definida como
A := span [Xl Xz} . (3.5)

Teniendo en cuenta las definiciones anteriores, y al calcular el corchete de Lie
entre X} y X,, se define X5 como

sin ¢
Xy = [Xl X2i| = |—cosy| . (3.6)
0
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Es evidente que X5 ¢ A. De hecho, esto se puede verificar notando que
<X1, Xg) =0 Yy <X2, X3> = 0, es decir,

XL (X & X)) (3.7)

Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema de Frobenius [56], se concluye que A
no es involutiva, lo que implica que A no es integrable. En consecuencia, el sistema
descrito por la ecuacién (3.2) es no holonémico.

3.2. Coordenadas generalizadas y entradas de control

Las coordenadas generalizadas serviran para caracterizar la cinematica de un cua-
dricéptero de rotores basculantes interactivo. Su definicién permite una representacion
del comportamiento dinamico de la aeronave, particularmente durante la ejecucion de
tareas de seguimiento dentro del plano (). El modelo dindmico formulado de acuerdo a
este enfoque permite representar los movimientos espaciales del UAV, sus rotaciones
y la dinamica de movimiento de su brazo robético de un grado de libertad, representa-
do visualmente en la Figura 3.3c. Asi, se pueden definir las siguientes coordenadas
generalizadas q como

>

Y

donde h, z € R representan los desplazamientos lateral y vertical, respectivamente.
De manera similar, las variables 6, v € R, representan la inclinacién de la aeronave y
el movimiento del brazo robético, respectivamente.

La configuracién de rotores basculantes da lugar a un vehiculo aéreo completa-
mente actuado, por lo tanto, las entradas de control se denotan como

Uh
Uy
Ug

Uy

donde cada entrada contribuye a la dindmica de vuelo del cuadricoptero. La relacion
entre las entradas de control y el empuje generado por cada rotor puede describirse
de la siguiente manera:
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up, T'sin (6 + )

u. | T cos (0 + 1)

ug| (Ty =Ty +T5 — Ty)lpcos (0 + B) |
Uy folp

donde [ es el angulo de inclinacién de los rotores, ¢, representa la distancia desde
el centro de gravedad del dron hasta cada rotor, f, denota la fuerza ejercida por el
brazo robético, [, indica la distancia desde el centro de gravedad del dron hasta el
punto donde el brazo robdtico aplica la fuerza, 7' := T + 1> + T3 + T4, y T; € R con
J € 1,2,3,4 representa el empuje generado por cada rotor individual.

3.3. Modelo dinamico mediante el enfoque de Euler-Lagrange

Las Figuras 3.3a—3.3c muestran la configuracién del cuadricéptero con rotores
inclinables donde se hace evidente que al incorporar dos subsistemas interconectados
se puede lograr de manera efectiva la tarea de seguimiento con tareas de agarre.
Estos subsistemas se modelan considerando la propiedad aditiva del lagrangiano.
En consecuencia, el andlisis se centra inicialmente en el sistema del cuadricdptero
y, posteriormente, en el sistema del brazo robético, analizado y modelado como un
péndulo. En este sentido, considérese que m, y m, € R, representan las masas del
cuadricéptero y del péndulo, respectivamente. La rotacidén del dron se representa por
0 € R, el empuje total por T' € R, y la posicién angular del péndulo por v € R.

Energia cinética

Para el modelado de la aeronave de acuerdo al formalismo de Euler-Lagrange,
considérese primero la energia cinética del cuadricéptero 7, la cual se expresa
como:

1oy 1, 1
T, = —m.h* + -m, 2" + =167, (3.8)
2 2 2
donde h y z € R representan la posicién del cuadricdptero con respecto al marco

inercial e I, € R denota el momento de inercia del cuadricoptero.

Para describir la energia cinética del brazo robotico, es necesario considerar
la ubicacion del dispositivo interactivo de agarre. Al hacerlo, dicha posicion puede
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(b) Fuerzas ejercidas sobre el mecanismo de
inclinamiento.

(c) Diagrama de cuerpo libre del UAV de rotores inclinables en el plano Q.

Figura 3.3: Fuerzas ejercidas sobre el UAV de rotores basculantes.

determinarse considerando la posicién del efector final, lo que conduce a:

hy, = h+1,sin(0+~), (3.9)
zp = z—l,cos(0+7), (3.10)

donde h, y z, son las coordenadas del efector final y I, es la longitud del brazo
robaético.

Bajo estas observaciones, la energia cinética del brazo robético se expresa como:

1., 1
Ty = gmphy + 5mp2,. (3.11)

Por lo tanto, considerando (3.9) y (3.10), la energia cinética puede reescribirse como:

1 . 1 .o
T, = imth + §mp22 + myl, cos(0 + v)h(0 + 7)

. 1.
+ myply sin(@ + ) 2(0 + ) + §[p<€ + ")’)27

(3.12)
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donde Ip := m,[2 denota el momento de inercia del brazo.

Por consiguiente, la energia cinética total del sistema (77) puede derivarse con-
siderando la energia cinética del rotorcraft 7, y la del brazo robético 7,, de modo
que:

7} = 7;"_7;)7

1 o1 .
Ty = §(mr—|—mp)h2—|—5(mr—|—mp)z'2—i—mplpcos(g—i—q/)h(@—‘r’ﬁ/) (3.13)

+ mplysin(6 +7)2(0 4+ ) + SL6 + S1,0 + )%

Energia Potencial

A continuacién, se calcula la energia potencial del sistema. Comenzando con la
energia potencial del subsistema de la aeronave, que se expresa como:

I/{r =mygz, (314)

donde g representa la gravedad.

La expresion de la energia potencial para el brazo robético requiere considerar
la posicion de su centro de gravedad con respecto a la posicion de la aeronave
considerado en la ecuacion (3.10). Una vez considerada esta observacion, la energia
potencial se describe como:

U, =myg (z —1l,cos(0+7)). (3.15)

Por lo tanto, la energia potencial total del sistema se puede expresar como la suma de
las energias potenciales de los subsistemas de la aeronave y del brazo robético, por
lo que esta dada por:

Ur = U+ U,
S Ur = (my 4+ my) gz — myglpcos (6 + 7). (3.16)
Lagrangiano

El Lagrangiano del sistema se define como la diferencia entre la energia cinética
total y la energia potencial total previamente determinadas. En las secciones anterio-
res se detalld la obtencién de la energia cinética de la aeronave y del brazo robético,
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asi como la correspondiente energia potencial asociada a su configuracién. Asimismo,
se introdujeron las coordenadas generalizadas seleccionadas para describir adecua-
damente la dinamica del sistema, con lo cual es posible proceder a la construccion
explicita del funcional lagrangiano.

De esta manera, al sustituir las expresiones de energia cinética (3.13) y energia
potencial (3.16) en la definicién estandar (2.3) y considerando la dependencia geo-
métrica y cinematica entre los grados de libertad descritos, se obtiene la siguiente
expresion para el Lagrangiano del sistema:

1 . ) .
L= (m,+m,) (h2 + z?) +myly(6 +4) |cos(6 + )i + sin(6 + y)z]
(3.17)
1. 1 .
+ 5],492 + §]p(9 + %) — (m, + my)g2z + mygl, cos(6).

Esta ecuacion integra las contribuciones inerciales y gravitacionales del cuadri-
céptero interactivo, asi como los acoplamientos cinematicos que surgen debido a la
dependencia entre los movimientos de traslacién y rotacion. Esta formulacion sera el
punto de partida para el desarrollo de las ecuaciones dinamicas mediante la aplica-
cion directa de las ecuaciones de Euler—Lagrange, permitiendo obtener un modelo
matematico del sistema.

Formalismo de Euler-Lagrange

A partir del Lagrangiano obtenido en (3.17), es posible proceder a la formulacion
explicita de las ecuaciones de movimiento del sistema. Para ello, se emplean las
ecuaciones de Euler-Lagrange (2.11), las cuales permiten incorporar de manera
sistematica las contribuciones inerciales, gravitacionales y de acoplamiento presentes
en la dinamica. A continuacién, se presenta el desarrollo detallado de cada uno de los
términos involucrados, siguiendo un proceso ordenado que permite obtener finalmente
la representacion matricial estandar de la dinamica.

Dado el vector de coordenadas generalizadas q = [h, z, 0, 7], las derivadas
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parciales del Lagrangiano £ con respecto a cada coordenada se obtienen como:

%
Oh
oL
0z
oL
00
oL
vy

= ()7

= _<mr + mp)97

= —h(§ + O)myl, sin(y + 0) + 2(5 + 0)myl, cos(y + 6) — mygl, sin(y + ),
= —h(§ + O)myl, sin(y + 0) + 2(5 + 0)myl, cos(y + 6) — mygly sin(y + ),
Obsérvese que las expresiones para y presentan la misma estructura,

consecuencia directa de que ambas coordenadas part|0|pan mediante la combinacién
angular v + 6.

Las derivadas respecto de las velocidades q se obtienen como:

oL : .

5 (my +my)h + (4 + 0)myl, cos(y + 0),

oL C e :

ED = (my +myp)z + (¥ + 0)myl,sin(y +0),

oL L :
5 1,0 4+ hmyly, cos(y + 0) + 2my,l, sin(y + 6) + mpli("y +0),
oL : ;

> himyl, cos(y + 6) + zmyl, sin(y + 0) + m,l2 (5 + 6)

Aplicando la regla de la cadena para cada término:

oL . . C A .
G (50) = et G+ Bymylycosts +.) = G 4 0mlsinty +6),

(2
(
(

= (my+my)Z+ (¥ + é)mplp sin(y+6) + (§ + 9)2mplp cos(y + 0),

SR

8_£
a0

(3 4 O)myly cos(y + 0) + myla (5 + ),

> = L6+ hinyl, cos(y + 0) — h(§ + 0)myl, sin(y + 6) + zmyl, sin(y + 6)
> = hmyl, cos(y + 0)h(¥ + 0)myl, sin(y + 0) + Zm,l, sin(y + 6)

SIES
SIS

+E( + O)ymyl, cos(y + 0) + myl2H + my126.

Sustituyendo ahora cada uno de los términos anteriores en

da (oL _or
dt \ 9g; g "
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y agrupando los términos que multiplican a las aceleraciones g, se obtiene la estructura
tipica del sistema mecanico:

M(q)g +C(q,9)q +9(q) = u. (3.18)

La matriz de inercia M (q) € R*** se obtiene recolectando los coeficientes de las
aceleraciones:

my +my 0 myl, cos(y +0)  myl, cos(y + 6)
0 my +m, mplysin(y +60)  myl, sin(y + 6)
mplycos(y +60) mylysin(y+60) I +m,l2 myl2

| myl, cos(y +0) myl,sin(y + 0) myl? myl?

Los términos no lineales en las velocidades, después de simplificar las cancelacio-
nes provenientes de las ecuaciones angulares, se agrupan en:

0 0 —myl,sin(0+ ) (9+"y) —mypl,sin (6 + ) (9-}—7)

i 0 0 myl cos(@—ky)(@—i—ﬁ) myl cos(9+7)(9+ﬁ/)
Claag= . " 0 o 0
0 0 0 0

Finalmente, los términos debidos a la gravedad se encapsulan en:

0
(m, + mp)g

mypgl, sin(6)

_mpglp sin(&)_
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Observacion 3.1: Propiedades de las matrices de Euler-Lagrange

De acuerdo con la formulacién clasica en sistemas mecanicos no lineales, al
emplear los coeficientes de Christoffel es posible establecer relaciones funda-
mentales entre la matriz centrifuga—coriélica C'(q, q) y la derivada temporal de la
matriz de inercia M (q). En particular, dichas cantidades satisfacen la identidad

|1 - NP ) n
q" 5 M(@)—C(q,4)|4=0, Vg, geR",

la cual garantiza la conservacién de energia asociada a los términos no lineales
del sistema. Asimismo, se cumple la relacion simétrica

M(q) = C(q,q) +C(q,9)", Vq,4<R",

que resulta util para la verificacion estructural del modelo dinamico y para la
implementacién de controladores.
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CAPITULO 4
Diseno y Analisis de
Controladores Retardados y

Observadores No Lineales

Los cuadricOpteros interactivos dependen de estrategias de control para lograr un
seguimiento preciso de trayectorias y ejecutar planes de movimiento complejos con
desviaciones minimas. En este estudio se propone un enfoque basado en retardos
para abordar los desafios del seguimiento de trayectorias en cuadricdpteros con
rotores basculantes. Basandose en trabajos previos [57], el sistema dinamico del
cuadricoptero, descrito en (3.18), se reformula mediante un cambio de variables
q := q — q,, donde g, representa una trayectoria deseada suave.

A partir de este nuevo sistema de coordenadas, se desarrolla una ley de control
que garantiza tanto la estabilidad como el cumplimiento de los objetivos de control
mediante la aplicaciéon de principios de control no lineal. La entrada de control se
expresa como:

u(q,q) = M(q)[d, + M(q)'[C(q,a)q + g(q)] — Kqd — K(§+ K§),  (4.1)

donde las matrices definidas positivas K y K, € R*** se emplean para ajustar las
ganancias de retroalimentacién y asegurar un desempeno robusto.

Con el propésito de mejorar el rendimiento del controlador, se aplica la teoria
de retardos en sistemas autonomos, aproximando la derivada mediante una version
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retardada de la variable. Este enfoque elimina las desventajas asociadas al término
derivativo y conduce a un mejor seguimiento de trayectoria, como se demostrara en
los resultados presentados en la siguiente subseccion.

4.1. El Controlador P)

Considerando la entrada de control (4.1), se desarrolla a continuacién un control
basado en retardos. El planteamiento de esta ley de control se motiva en las ventajas
obtenidas al sustituir la derivada temporal del estado por estados retardados. De
acuerdo con trabajos previos [49], algunas ventajas de los controladores basados en
retardos son las siguientes:

= Se aflade un grado adicional de libertad, es decir, un parametro que puede
modificarse para mejorar el desemperio.

» Aumenta la robustez frente a errores de sensado.

Proposicion 4.1: Controlador proporcional retardado

Sea g, una trayectoria deseada suficientemente suave, 7 > 0 un retardo fijo,
y sea q, := q(t — 1) la dinamica de error retardada. Considérese el sistema
(3.18) en lazo cerrado con el control

w(@.q)=M(@)a,— F,d— K:d,|+C(a, 9)a+g(a), (4.2)

donde K, y K, son matrices diagonales reales definidas como K, =
diag{kp1, -, kpa} ¥ K, = diag{k,1, -+ ,k4}. Paraj € {1,...,4}yn € N,
se asume que las ganancias k,; y k; se eligen de manera que satisfagan las
siguientes desigualdades:

0 < Ky, (4.3)
dn —1
0 < kyj<—7—"—"Fk,, 4.4
T8z —dn+1 Y (44)
(2n — )7 2nm

(4.5)

A G —
kpj — krj Vkpj + ke

Entonces, el sistema en lazo cerrado es asintdéticamente estable.
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Demostracion. Primero, obsérvese que al elegir la ley de control (4.2), el lazo cerrado
del sistema (3.18) puede expresarse como:

M(a)a+ C(a @)a + 9(a) = M(@)d,—F,d—K:a,]+C(a, 9)a +g(a),
lo cual, considerando las definiciones de q y g, se reescribe como:
qt) + K,qt) + K,.q(t—7)=0. (4.6)

Por tanto, de acuerdo con la Proposicién 2.2, el sistema (3.18) en lazo cerrado con
la ley de control (4.2) sera asintéticamente estable siempre que el cuasipolinomio
j-€ésimo

fi (81kpjrkrjy 7) = 8% + kpj + krje™ ™, (4.7)

tenga todas sus raices en el semiplano izquierdo del plano complejo (LHP) para todo
Je{l,... .4}

Suponiendo que (k,;, k-;, 7) satisfacen (4.3)—(4.5), esto implica en particular que
kpi k-5 € Ry 'y 7 > 0. Considerando estos factores, obsérvese que para 7 = 0,
el cuasipolinomio (4.7) es criticamente estable, ya que f; posee dos soluciones en
+i+/k,; + k-;. A fin de analizar la estabilidad de f;, con base en la Proposicion 2.1,
se expresa s como funcién de 7, es decir, s(7) en la vecindad de 7 = 0. Para tal
proposito, se tiene que para todos los valores criticos' el diferencial total debe anularse,

y por tanto:
af; af;
df; s ds + 5, dr =20 (4.8)
De aqui,
ds  kyyse”"

(4.9)

dr 25— Tk je ™’
El comportamiento de s () en un valor critico sy € C, a medida que 7 atraviesa 7, en
direccion creciente, puede analizarse mediante la funcion C definida como:

C(s;7, k) =R (L) : (4.10)

2s — Tk, je TS

De lo anterior, se deduce que si C (so; 70, k-;) > 0, entonces s(7) favorece la ines-
tabilidad para 7 > 7, 0 la estabilidad si la desigualdad es inversa, es decir, si

'En esta nota, se entiende por valores criticos (o parametros criticos) aquellos (k,, k-, 7) para los
cuales existe un w € R tal que f (4w; ky, k-, 7) = 0. De manera analoga, se denomina soluciones
criticas a los valores puramente imaginarios s = iw que satisfacen dicha condicién.
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C (s0; 70, k-j) < 0 para 7 > 7. Considerando estas observaciones, para s, =

i\/kp; + k5 ¥y 70 = 0, se tiene:

C (50,0, hry) = T ERERII, (0, k) >0
En consecuencia, considerando las Proposiciones 2.1—2.2, se sabe que para valo-
res fijos (k;;j, k:;ﬁj) existe un 7, > 0 tal que, para todo 7 € (0, 71), el cuasipolinomio
fi (s; kpis ks T) tiene dos soluciones en el semiplano derecho (RHP). Para determinar
los posibles cambios de estabilidad a medida que el retardo aumenta, deben identifi-
carse todos los retardos criticos (incluyendo 7) y analizar cual de ellos corresponde a

un cambio de estabilidad. Para ello, se considera la ecuacién

fj (’l’wa kpj7 k‘rj77_) = 07
& —w? +ky + ke ™ = 0. (4.11)

De (4.11) se obtiene que las soluciones criticas s; y los retardos criticos 7" estan
dados por:

sy = iw = iyJhy + (1) ks, (4.12)

nm

T, = \/kpj L ij. (4.13)

Satisfacer las desigualdades (4.4)—(4.5) garantiza la existencia de soluciones factibles,

es decir, w’, 7 € R,. Asi, para verificar si estos retardos criticos pueden inducir
cambios de estabilidad en s = iw},, se sustituyen los valores s = s; y 7, en C,

obteniéndose:
2wy, (—1)"

C(sy;mr krj) = : 4.14
i) = T+ e ? 14
De esta expresion se tiene que
—1 sin=20—-1
sign (C (s); 75, krj)) = ’ 4.15
a0 (C (5777 Kiry) {+1 im0 (4.15)

para ¢ € N. Ademas, obsérvese que existen Unicamente dos soluciones criticas
sso 'y ss,_1, 10 que implica que s(7) puede cruzar del semiplano derecho (RHP) al
semiplano izquierdo (LHP) (o viceversa) unicamente por uno de estos dos puntos.
De acuerdo con lo anterior, se tiene que en el RHP card (f;) =2 parat € (0,77),y
segun (4.15), C (S;Z_l;fz"}_l, k;Tj) < 0 para ¢ € N, indicando que card (f;) = 0 para
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todo 7 € (7¢-1, T2¢) con ¢ € N. Esto completa la demostracion. |

Regiones de estabilidad

Es importante mencionar que el resultado anterior Unicamente describe una solu-
cién parcial del conjunto completo de parametros estabilizantes (k,;, k., 7). En este
sentido, las regiones restantes de estabilizaciéon se describen mediante el siguiente
resultado.

Sea g, una trayectoria deseada suficientemente suave y 7 > 0 un retardo fijo.
Considérese el sistema (3.18) en lazo cerrado con (4.2). Para j € {1,...,4}y
n € NU {0}, supéngase que las ganancias k,; y k.; de las matrices diagonales
K,y K, en (4.2) se eligen de modo que satisfacen las siguientes desigualdades:

kr; < 0, (4.16)
dn +1
ki —k,;, 4.17
[ors| 8n2+4n+1 % (4.17)
2 2 1
nw 2n+1)7 (4.18)

Sl S S Gl M
Vkpj + krj kpj — krj

Entonces, el sistema en lazo cerrado es asintdéticamente estable.

Demostracion. La demostracion se obtiene siguiendo pasos similares a los presenta-
dos en el resultado anterior.
[ |
Aunque la Proposicion 4.1 y el Corolario 4.1 permiten calcular el conjunto completo
de controladores estabilizantes, ambos resultados no proporcionan informacion acerca
de la tasa de convergencia de las soluciones. En este sentido, una de las principales
herramientas para disefiar un controlador que garantice una tasa de convergencia
deseada es la nocion de o-estabilidad.

o-estabilidad

Para establecer dicha nocién, sea ¢ € R, . Entonces, el problema de o-estabilidad
puede describirse como la tarea de determinar las ganancias del controlador k; :=
(ky;, k-;) para las cuales la parte real de las raices mas a la derecha de la funcion
caracteristica (4.7) del sistema en lazo cerrado sea menor que —o.



CAPITULO 4. DISENO Y ANALISIS DE CONTROLADORES RETARDADOS Y
OBSERVADORES NO LINEALES

Con el propésito de presentar una descripcion completa de tales controladores,
dendtese por 7, al conjunto de todas las ganancias k; tales que la funcion (4.7)
posee al menos una solucién sobre la linea vertical del plano complejo definida como
L, ={seC: R[s|]=—0}

Por la propiedad de continuidad de las raices (Proposicion 2.1), se sabe que
el conjunto 7, describe una curva en el espacio de pardmetros k. Por esta razon,
en adelante se hara referencia a dicho conjunto como las curvas de cruce de o-
estabilidad.

De manera similar, se introduce el conjunto {2, como el conjunto de todas las
soluciones s € L, para las cuales existe al menos una ganancia k; que satisface
f; (s; kj) = 0. En lo que sigue, dicho conjunto se denominara conjunto de frecuencias.

Como puede observarse a partir de la Proposicion 4.2, el conjunto €2, esta dado

por
(),

Seac e R,,w €,y 7 e R, unretardo fijo. Entonces, las curvas de cruce de
o-estabilidad 7, pueden calcularse como

To = Tz U Top, (4.19)

donde
7;70 = {kj € ]R2 5 k}pj ol BUTij = —0'2} 9 (420)
Tz = {kjeR*:k;=k,(o,w)}, (4.21)

donde k,; (0,w) 1= [ky; (0,w), krj (0,w)]", con ky; (0,w) ¥ kr; (0, w) definidos
por

kpj (0,w0) = —0® + 20w cot(Tw) + w?, (4.22)
krj(o,w) = —2owe 7" csc(Tw). (4.23)

Demostracion. Considérese el cuasipolinomio f; dado en (4.7). Para un j dado, es
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claro que todos los pares k,; € 7, satisfacen simultineamente las ecuaciones:

%[fj <_0+iw;kpj7k7j77—>] =0, (4-24)
%[f] (_U + iw; kpj’ ij’ T)] = O’ (4-25)

para s = —o 41w con w > 0. Mediante manipulaciones algebraicas apropiadas, puede
verse que la solucion de las ecuaciones anteriores para k,; y k.; conduce a (4.22)
y (4.23). De manera similar, al considerar s = —o (es decir, para w = 0 en (4.7) se
obtiene 7, en (4.20). Finalmente, la demostracioén concluye al notar que cualquier
solucion de (4.24)-(4.25) esta bien definida si y sélo si w € €. [ |

Sea 7 > 0 un valor fijo, y considérese la misma hipétesis de la Proposicion 4.2.
Entonces, la maxima o-estabilidad (0,,..) que puede alcanzar el sistema en
lazo cerrado esta dada por

Umax

1 (4.26)
.

Ademas, dicho valor se alcanza si k,; y k,; se eligen como

ko = (4.27)
2
ke = —— (4.28)

er?’

La Proposicién 4.2 permite derivar un subconjunto del espacio de parametros
(k,, k-) que garantiza una tasa de decaimiento prescrita. Asimismo, el Corolario
4.2 describe la tasa maxima de decaimiento alcanzable para un retardo dado 7 > 0.
Ademas, este resultado establece los valores que deben tomar los pardmetros (k,, k).

Por otro lado, es importante mencionar que existe un compromiso natural entre la
o-estabilidad y el esfuerzo de control. En particular, un valor mas alto de o corresponde
a un mayor esfuerzo de control.

4.2. El Controlador Pl

A continuacion, se propone un segundo enfoque de control basado en retardo que
garantiza un movimiento preciso y desviaciones minimas. Como se ha mencionado
anteriormente,los controladores basados en retardo ofrecen la ventaja de incluir
un parametro adicional de grado de libertad que puede ajustarse para mejorar el
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desempeno. Basandonos en trabajos previos [37], reformulamos la dindmica del
quadrotor (3.18) mediante un cambio de variables que estara denotado por q := g—q,,
donde g, es una referencia suave.

Al aprovechar este sistema transformado y aplicar principios de control no lineal, se
desarrolla una ley de control que garantiza tanto la estabilidad como un seguimiento
preciso de la trayectoria. La entrada de control para esta ley se puede expresa como:

u(q,9)=M(q)a,— K,q—Kiq.+C(q,.q9)qa+9g(q), (4.29)

donde K, K; € R*** son las ganancias proporcional e integral del controlador P4l
t

58],y q. := / q(v — 7)dv. Considerando la ecuacién dinamica (3.18) y sustituyendo

0
la entrada de control (4.29), se obtiene la funcion de transferencia del sistema a
estabilizar representada por

G(s) = =. (4.30)

Considerando el uso del controlador Pél, la ley de control correspondiente a este
esquema puede describirse como:

u(t) = kpe(t) + k; /t e(v—rT)dv, T>0. (4.31)
0

Asi, la funcion de transferencia del controlador Pdl es

ki TS

C(s) =k, +

S
Para estudiar su estabilidad, la ecuacion caracteristica del sistema en lazo cerrado se
reescribe como C(s)G(s) + 1 = 0, lo que conduce a:

A(s;ky, ki, 7) 1= 8% 4 ks + ke 75 (4.32)

En primer lugar, para sintonizar el controlador Pél, debe garantizarse que el sistema
sea estable en lazo cerrado; por lo tanto, se presenta el siguiente resultado.
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Proposicion 4.3: Condiciones de estabilidad

Sea g, una trayectoria deseada adecuadamente suave y 7 un retardo fijo.
Considere el sistema (3.18) en lazo cerrado con el control (4.29),

u<q,q>=M<q>[ad—&a—m- / t a;}w(q, Qatgle), (439

donde K, y K; son matrices diagonales reales definidas como K, :=
diag{k,,, -~ . kp, }, K; = diag{k;,--- ,k;,}. Paraj € {1,...,4} y ¢ € N,
se asume que las ganancias k,, y k;; se eligen de forma que satisfacen las
siguientes desigualdades:

>0, (4.34)
2 2
((26—1)7?) o < ((2€+1)7r> ’ (4.35)
2T J 2T
0 <k, < ky, (%) _ (%)3 (4.36)

Finalmente, el sistema en lazo cerrado es asintdéticamente estable.

Observacion 4.1

De acuerdo con la condicién (4.34) establecida en la Proposicion 4.3, es evi-
dente que el sistema requiere un retardo positivo, lo que significa que no
puede estabilizarse usando un controlador Pl clésico, es decir, el polinomio

A(s; kp, ki) = s% + k,s + k; no es estabilizable, ya que no satisface la condicion
de Stodola [59].

Por otro lado, el controlador también puede sintonizarse utilizando la metodolo-
gia de descomposicién-D, la cual genera mapas de estabilidad en funcion de los
parametros de disefio (k,, k;, 7).

Regiones de estabilidad

Una forma de sintonizar los parametros (k,, k;, 7) puede ser mediante el uso de
sus mapas de estabilidad, los cuales se definen de la siguiente manera:
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Proposicion 4.4: Curvas de cruce de estabilidad

Sea h > 0 un valor fijo, el conjunto de todas las curvas de cruce de estabilidad
estd compuesto por el siguiente conjunto de rectas:

ki =0, k,€R. (4.37)
ki o= (—1)" (W} — kpwe), kp €R. (4.38)
20 — 1
donde wy, = Q yleN.

Demostracion. Sustituyendo s = iw en (4.32), se obtiene lo siguiente:
—iw® + iwk, + k;(cos(wT) — i sin(wT)), (4.39)
de donde, separando la parte real e imaginaria de (4.39), se obtiene:

k; cos(wT) = 0,
(4.40)
—w? + kyw — k;sin(wr) = 0.

La primera ecuacion del caso anterior es cero cuando k; = 0 o cos(wt) = 0; este
, e . s
segundo caso se cumple cuando w es un multiplo impar de o por lo tanto, se
T
obtienen dos ecuaciones. Un caso se define como:

ki = —w} + kywe, Kk, €R,

(4.41)
Wg:%,g—:,...
El otro caso se define como:
ki = wd — kywe, k, €R,
R (4.42)
a)gzg—:,;—:,...

Por lo tanto, las lineas (4.41)-(4.42) pueden reescribirse de la siguiente forma:

ki = (=1)" (wf — kywr)

4.43
=T yeN. (49

We
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En este sentido, una de las principales herramientas para disenar un controlador
que garantice dicha relaciéon de convergencia es la nocion de o-estabilidad. Para
establecer esta nocion, sea 0 € R,. Entonces, el problema de estabilidad puede
describirse como la tarea de determinar las ganancias del controlador k; := (k,;, ki;)
para las cuales la parte real de las raices mas a la derecha de la funcion caracteristica
del sistema en lazo cerrado sea menor que —o.

Proposicion 4.5: Curvas de cruce

Sea 7 > 0 un valor fijoy o > 0, el conjunto de todas las curvas de cruce de
estabilidad esta compuesto por:

2 2 2 n
kp(w, 0) =3w? — 0% + w(w? + 0?) cos(wh)

o sin(wh) — w cos(wh)’ (4.44)

he | 2w(w?+ oo

o sin(wh) — w cos(wh)

(4.45)

ki(w,0)=e"

Demostracion. La demostracion se realiza de la misma manera que en la Proposicion
4.4, utilizando s = —0 + iw. |

4.3. Observador no lineal de perturbaciones

Este trabajo analiza un robot aéreo equipado con un brazo robético que le permite
interactuar con su entorno. Es importante senalar que la carga util manipulada por
el brazo robético puede experimentar variaciones en su masa o fuerzas aplicadas
debido a inexactitudes paramétricas y perturbaciones externas. Por lo tanto, con el fin
de abordar adecuadamente dichas perturbaciones, es necesario ampliar el modelo
dinamico real para incorporar incertidumbres y perturbaciones, como las agregadas.
Esto conduce a la siguiente ecuacién dindmica modificada:

M(q)qg+C(q,9)q +9(q) =u+d, (4.46)

donde d representa la perturbacion causada por parametros desconocidos y fuerzas
externas.

En consecuencia, en lo que sigue, se introducira un observador no lineal de
perturbaciones (NDO, por sus siglas en inglés) disenado para mitigar eficazmente
dichas perturbaciones.

Para calcular estas perturbaciones, es comun definir el error de observacion como
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la diferencia entre la perturbacion medida y la perturbacion observada. Matematica-
mente, esto puede expresarse como

e, :=d—d. (4.47)

Dado que normalmente no se dispone de conocimiento previo acerca de la perturba-
cioén d, es natural asumir que
d=0. (4.48)

Claramente, dicha suposicion sugiere que la perturbacién cambia lentamente en
comparacién con la dinamica del observador. Con base en el anadlisis anterior, se
asumira que (4.48) se cumple durante el resto de la tesis.

Para estimar la perturbacion, es necesario considerar dinamicas de error que
aseguren la convergencia asintotica a cero del error de observacion.

Tomando en cuenta observadores no lineales clasicos, como el observador de
Luenberger o el filtro de Kalman extendido, dichas dinamicas pueden proponerse
como:

€, = —L(q,q)e,, (4.49)

donde es importante considerar cuidadosamente las caracteristicas especificas del
sistema Euler—Lagrange bajo estudio y seleccionar valores apropiados para los ele-
mentos de la matriz L(q, ), asegurando que sea definida positiva.

Al considerar dichas dinamicas del observador, sera posible disefiar un controlador
capaz de mitigar los efectos producidos por la perturbacién.

Se aplicara un observador no lineal de perturbaciones [50] introducido para robots
manipuladores. Dado que se debe garantizar la convergencia del observador, se
tomara como referencia la metodologia presentada en la literatura [60]. En este
sentido, la principal modificacién de este observador consiste en considerar un cambio
de variables como:

zo:=d —p(q,4q), (4.50)
donde p(q, q) satisface la ecuacion no lineal
p(q.q) = L(g,q)M(q)q. (4.51)

La estabilidad asintotica del observador no lineal de perturbaciones se garantiza
considerando la dinamica del vector auxiliar (4.50) junto con (4.51) y la dinamica del
observador (4.49).
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Este trabajo pretende mejorar las caracteristicas del observador no lineal mediante
la adicién de una ganancia disefiada para cada estado. Por lo tanto, el disefio del
observador, el analisis de estabilidad y las dinamicas del error de observacion se
modifican en consecuencia.

Observacion 4.2:

Obseérvese que (4.51) permite evitar la medicion del estado g, lo cual reduce el
namero de sensores necesarios para estimar la perturbacion.

Proposicion 4.6: Observador

Considérese el siguiente observador no lineal de perturbaciones:

~

d= Z,+ p(q7 q)7 (452)
donde z, € R* es una variable auxiliar con dinamica:
2,=—L(q,q)(2,+p(q,q)—C(q,q4)q—9g(q) +u) (4.53)

y p(q,q) € R* es un vector funcion disefiado como:

-1

p(q,9) = K, ; (4.54)

=2 o I

donde K, £ diag{k.1, - , ko4 }- Elijamos las ganancias k,;, j € {1,...,4}, que
satisfacen las siguientes condiciones:
(i) koj € R4, j€{1,...,4},

2
T

(i) max{ko1, kor} < Koz + koa <
donde (2, es una constante positiva que cumple:
‘é(t) n "y(t)’ <Q, VieR (4.55)

Entonces, el observador (4.52) converge asintoticamente hacia la perturbacion
d.
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Demostracion. Primero, obsérvese que para demostrar el resultado es suficiente
mostrar que el error e,, satisface

lim e,(t) = 0.

t—o00

Para realizar dicha tarea, consideremos (4.47) junto con (4.50) para expresar e, COMo:

€, = d— (zo + p(q7 q)) (456)

Bajo esta estructura, considerando (4.48), la derivada temporal de e, puede escribirse
como:

éo = —20 - p(q? q) (457)

Ahora, considerando (4.53), asi como la condicién del observador (4.51) y la dinamica
del sistema (4.46), se obtiene:

eo:_L<q7 q) (z0+p(q7 q) _C<q7 q>q_g(q)+u’) - p(q7 q)a
=—L(q,4)(z,+p(q,4)—C(q,4)g—9g(q)+u) — L(q,4)M(q)q
= é,=—L(q, q)e,. (4.58)

A continuacién, para encontrar condiciones que aseguren la convergencia asintoti-
ca de e,, consideremos la siguiente funcién candidata de Lyapunov:

V(eo,q) = e, K,M(q)K,e,. (4.59)
Tomando su derivada temporal, se obtiene:

V (€0, q) = 2e, T KoM(q) K, 60 + e," K,M(q)K e, (4.60)

Dado que M(q) = C(q,4) + C"(q,4) = N(q,q4) y L(q,4) = (M(q)K,) ", la
ecuacion (4.60) puede reescribirse como:

V(eo, q)=—el((2K, — K, Nl(q,§)K,) €., (4.61)
2ko1 0 Kic. KsCe

. 0 2kpa kKocqg KaCq
= V(BO,Q):—GZ 0
KiCe Kacq 2koz 0

K3Ce KaCq 0 2k,
g

-

~~
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donde ki 1= ko1kos, Ko = —kookios, K3 1= ko1kos ¥ K4 1= —kopkoa.

Claramente, si A > 0, entonces V < 0. En este sentido, una aplicacion directa
del criterio de Sylvester [61] permite concluir que A > 0 si y sélo si se cumplen las
siguientes condiciones:

|) kol > 0, kog > 0, ko4 > 0,
) 4 — m212 (Ko + K1) (0 + 4)? (Kot sin®(8 + ) + ko cos®( + 7)) > 0.

Dado que la hipétesis (i) se cumple, la condicién ) queda verificada. Ahora, para
encontrar condiciones sobre K, que permitan verificar Il), consideremos lo siguiente:

(0 +4)? (o1 sin® (0 + ) + koz cos® (6 + 7)) < Q2 méx {ko1, ko } - (4.62)
Ademas, si k.3 + k,4 satisface:
ko3 + kog > max{k,1, koo }, (4.63)
entonces se puede reescribir (4.62) como:
(kos + koa) (0 + 4)? (Kor sin® (0 + ) + koz cos® (0 + 7)) < Q2 (ks + kot)®.  (4.64)

Por lo tanto, es claro que la hipotesis (i) permite verificar (4.63)—(4.64) y, en consecuen-
cia, garantiza la condicion 1l). Los argumentos anteriores completan la demostracion.
[

Con base en la proposicion anterior, puede observarse que la estabilidad del obser-
vador depende de dos factores: la velocidad méaxima de inclinacién de la aeronave y
su momento de inercia. Esta afirmacidn es razonable, ya que la estabilidad del sistema
siempre ha dependido de que el sistema de rotacion opere mas rapido que el sistema
de traslacion.

Al integrar las estrategias de control basadas en retardo descritas anteriormente y
el Observador No Lineal de Perturbaciones, se establece la arquitectura general del
sistema ilustrada en la Figura 4.1.

Este diagrama muestra visualmente la implementacién de estos elementos dentro
del sistema.
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Figura 4.1: Esquema de control basado en retardo.
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CAPITULO 5

Resultados Numéricos

Esta seccién presenta el impacto de los controladores basados en retardos junto
a la implementacion de un observador no lineal de perturbaciones en la mejora
del desempeno de vuelo de un cuadricdptero de rotores basculantes. La discusion
presenta las regiones de cestabilidad, derivadas del enfoque de control con retardo,
las cuales permiten una adecuada sintonizacién de las ganancias del controlador en
funcion del parametro o. Posteriormente, el analisis explora como varian las respuestas
del sistema bajo distintos valores de retardo temporal. Se incorpora ademas una
evaluacién comparativa para determinar la efectividad tanto del controlador nominal
como del controlador con retardo, ambos equipados con un observador no lineal de
perturbaciones, en la gestiéon de perturbaciones desconocidas.

Con el propésito de ilustrar el desempeno del enfoque de control propuesto, se
ejecuté una serie de ejemplos numéricos utilizando un cuadricéptero de rotores
basculantes disenado con componentes de facil acceso, comunmente disponibles
en comercios especializados. Los parametros nominales de la aeronave, calculados
mediante el software de disefio CAD, se presentan en la Tabla 5.1.

Cuadro 5.1: Parametros de la aeronave.

Parametro Valor Parametro Valor
My 0,5kg my 0,125 kg
I 0,35 m g 98113
I, 0,177 kg-m? L 0,153 kg-m?

En la seccion anterior se establecieron los fundamentos para la adecuada seleccién
de los parametros de los controladores con retardo y del observador no lineal de

perturbaciones. A continuacion, se evaluara el comportamiento de dichos parametros
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Figura 5.1: Regiones de estabilidad.

con el fin de obtener la mejor respuesta del sistema. El desempefio global se analizara
modificando las ganancias del controlador y examinando la influencia del retardo en
su seleccion. Posteriormente, las ganancias elegidas se probaran en una trayectoria
suave. Finalmente, una vez alcanzada una respuesta satisfactoria por parte del sistema
controlado, se seleccionaran las ganancias del observador con el fin de evaluar el
comportamiento de la aeronave en presencia de perturbaciones.

5.1. Evaluacién del Desemperio del Controlador Pd

Como se mencioné anteriormente, el andlisis presentado en la Proposicién 4.1y
el Corolario 4.1 proporciona un conjunto de valores para k,;, k-; y T que garantizan
la estabilidad asintética del sistema (3.18) en lazo cerrado con el controlador. Con
fines ilustrativos, la Figura 5.1b muestra cémo varian los parametros del controlador
Pé basado en retardos al considerar un intervalo de retardos que va de 7 = 200 ms
a 7 = 300ms. Es importante observar que, a medida que el retardo 7 disminuye,
se obtiene un rango mas amplio de opciones para seleccionar las ganancias del
controlador k,; y k,;. Por el contrario, cuando el retardo aumenta, el rango disponible
de valores para las ganancias se reduce. Esto indica que las regiones de estabilidad
colapsan conforme el retardo crece, limitando asi el conjunto de valores aceptables
para seleccionar las ganancias del controlador.

Motivados por estas observaciones, consideremos un valor fijo de 7 = 10 ms con
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el fin de limitar la variacion de las ganancias del controlador. Con esta eleccién, las
regiones de estabilidad, delimitadas por las curvas de cruce de estabilidad mostradas
en la Figura 5.1a, representan un intervalo de combinaciones posibles entre los valores
de k,; y k;; dentro de la zona morada, garantizando la estabilidad del sistema. Estas
regiones estan definidas por las curvas de cruce de o-estabilidad, las cuales conforman
zonas triangulares. Es importante sefalar que un incremento en k,; produce una
respuesta mas rapida del sistema, lo que a su vez genera senales de control de
mayor magnitud. Por ello, nuestro andlisis se concentrara en valores pequefos de la
ganancia proporcional.

Con el objetivo de mejorar la respuesta del sistema, se busca alcanzar un com-
portamiento mas suave y suficientemente rapido, cumpliendo con los requerimientos
de vuelo del cuadricdptero. Para evaluar la estabilidad, se considera la Proposicion
4.2, la cual caracteriza el conjunto de curvas de cruce que garantizan un decaimiento
exponencial. Dichas curvas definen el conjunto 7,, correspondiente a las fronteras
de las regiones de o-estabilidad. La Figura 5.2a ilustra las regiones de o-estabilidad
asociadas a los cruces de raices hacia el semiplano izquierdo (LHP) para los parame-
tros k,;, k-; y o, considerando un retardo fijo de 7 = 10 ms. A medida que o aumenta,
las regiones de estabilidad se contraen, convergiendo a un punto singular donde se
alcanza la respuesta éptima.

Asimismo, la Figura 5.2b muestra el comportamiento de las ganancias de control
kyp; y k-; para un intervalo de valores de o comprendido entre 20 y 99. A medida que
o aumenta, se aproxima un punto singular que representa los valores ideales de las
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ganancias del controlador para lograr una respuesta éptima del sistema.

A partir del analisis previo, se determina que la entrada de control 6ptima se
obtiene maximizando el valor de ¢ = % Es importante destacar que, conforme o
aumenta, junto con el retardo 7, la regidn de estabilidad disminuye. En consecuencia,
la robustez del controlador se encuentra estrechamente vinculada a estos valores.

Sobre el analisis de o-estabilidad: impacto en la respuesta del sistema

Para evaluar el desempenfio del controlador de manera independiente al observador
y comprender cémo cambia la respuesta del sistema ante variaciones en o, se llevara
a cabo una prueba utilizando una trayectoria suave con variaciones dinamicas. En esta
prueba, un cuadricdptero de rotores basculantes seguira una altitud variable definida
por la ecuacién parametrizada z(t) = 5sin(t) y un desplazamiento lateral dado por
h(t) = 5cos(t). A lo largo de esta trayectoria también variaran dos angulos criticos: el
angulo de rotacion de la aeronave 6 y el angulo de inclinacién del brazo robético ~.
Ambos angulos iran desde una posicion sin inclinacion hacia una inclinacion variable,
cond(t) =5+ 5 (1 — e‘%z) yv(t) =%+ 35 (1 - e—2t2).

El objetivo principal de este trabajo es alcanzar un seguimiento efectivo. Por ello,
resulta fundamental obtener una representacién visual del comportamiento de los
estados del sistema conforme cambia o¢. La Figura 5.3 demuestra que el uso de
valores grandes de o conduce a una respuesta 6ptima del sistema. Cuando o = 1, la
convergencia es notablemente mas lenta en comparacién con las tasas obtenidas para
valores mayores, tales como o = 20 0 o = 99. Ademas, la aplicacién del enfoque de
o-estabilidad genera una mejora sustancial en la velocidad de convergencia hacia la
trayectoria de referencia. En consecuencia, maximizar el valor de o garantiza alcanzar
la mayor tasa de decaimiento exponencial.

Para evaluar exhaustivamente el desempeno del controlador, es necesario exa-
minar los esfuerzos de control generados. En la Figura 5.4 se observa una clara
correlacién entre la magnitud de o y el correspondiente esfuerzo de control, el cual
incrementa conforme aumenta o. Las zonas ampliadas en la figura destacan los es-
fuerzos maximos de control ejercidos. Es evidente que, conforme o crece, también lo
hacen las entradas de control. Estos esfuerzos pueden superar los limites permitidos,
especialmente cuando el sistema transita de un estado inactivo a uno en movimiento.
Este andlisis ofrece una visién detallada de las demandas maximas impuestas al
sistema durante tales transiciones.

Ademas, es importante sefalar que todos los esfuerzos de control asociados a los
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Figura 5.3: Respuesta para distintas elecciones de ¢ en la sintonizacién del controla-
dor.

valores de o representados en la figura permanecen dentro de los limites permisibles
definidos por los parametros nominales del sistema. Esta observacion indica que los
esfuerzos de control se mantienen dentro de intervalos aceptables y no exceden el
rango operativo prescrito.

La eleccion adecuada del valor de ¢ es una parte importante para obtener una

respuesta suave y rapida del sistema. Como se mostr6 en el analisis anterior, asignar
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Figura 5.4: Variaciones de las entradas de control para distintos valores de o.

o = 100 proporciona una entrada de control 6ptima, lo que mejora la velocidad de
convergencia y la robustez, asegurando asi un desempenio eficaz del cuadricoptero de
rotores basculantes durante tareas de seguimiento de trayectorias y otras maniobras.

A partir de la Figuras 5.3 and 5.4, es evidente que el controlador 6ptimo requiere
esfuerzos de control elevados. Esta condicién no es recomendable para aplicaciones
reales debido a las limitaciones inherentes de los actuadores. Por ello, el disefio del
controlador implica un compromiso: seleccionar una respuesta 6ptima del sistema,
con el riesgo de dafnar los actuadores, o elegir una respuesta mas lenta que garantice
su integridad. Como se observa en las figuras, el controlador éptimo incrementa los
esfuerzos de control, lo cual resulta inapropiado para aplicaciones practicas. En el
andlisis posterior, se considerara la solucién 6ptima obtenida en las subsecciones
previas, reconociendo este compromiso.

Finalmente, a partir de (4.26), se observa una estrecha relacion entre el retardo 7
Y omax- El disefiador del controlador debe considerar que 7 depende de la frecuencia
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de la CPU del sistema, lo que impone restricciones en la seleccion del retardo. En
particular, un 7 pequeno requiere una frecuencia de CPU mas alta, capacidad que no
todos los computadores de vuelo poseen. Asimismo, elegir un 7 pequefio conduce a
un valor mayor de o, lo cual eleva las ganancias del controlador. Esto, a su vez, puede
generar esfuerzos de control elevados que potencialmente danen los actuadores.

Para ilustrar y profundizar en el analisis, se presenta un segundo ejemplo que
permite evidenciar de manera mas clara como la seleccién del valor de ¢ repercute
directamente en la respuesta del sistema. En este caso, se considera una sefnal de
referencia tipo cuadrada para los estados h y z, mientras que para los estados 6 y ~
se fija un valor constante de ¢. La Figura 5.5 muestra nuevamente las regiones de o—
estabilidad asociadas a los cruces de raices hacia el semiplano izquierdo (LHP) para
los parametros k,;, k;; y o, considerando un retardo fijo de 7 = 10 ms. A diferencia del
ejemplo previo, en esta figura también se indican las ganancias seleccionadas sobre
las fronteras de cada regién de estabilidad.

A partir de la Figura 5.6 se observa que valores mayores de o conducen a un mejor
desempefio en el seguimiento de trayectoria. Conforme o disminuye, la velocidad
de convergencia del sistema se ve reducida, dando lugar a respuestas mas lentas.
Asimismo, se aprecia que al seleccionar ganancias ubicadas sobre las fronteras de las
regiones de estabilidad, el sistema exhibe un comportamiento oscilatorio. Cualquier
eleccién de parametros que exceda dichos limites provoca la pérdida del seguimiento
de trayectorias.

De manera andloga, en la Figura 5.7 se presenta un comportamiento consistente
con el observado en el ejemplo anterior. No obstante, al seleccionar las ganancias
sobre las fronteras de las regiones de estabilidad, se evidencia que los esfuerzos
de control presentan oscilaciones significativas, lo cual explica el comportamiento
oscilante observado en el seguimiento de los estados previamente descrito.

Evaluacion del controlador P¢ para la tarea de seguimiento

A partir del andlisis previo, los pardmetros del controlador basado en retardo fueron
seleccionados cuidadosamente con el fin de garantizar un desempefio éptimo del
vehiculo de rotores basculantes. Las ganancias del controlador se eligieron conforme
a lo detallado en las subsecciones anteriores y en el Corolario 4.2. Estos valores, deri-
vados del enfoque de o-estabilidad, fueron seleccionados para obtener una respuesta
de control adecuada en las simulaciones que se presentan a continuacion.

Ahora bien, para el observador no lineal de perturbaciones (NDO) se consideré la
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Figura 5.5: Ganancias seleccionadas de acuerdo al valor de ¢ en las regiones de
estabilidad.

Proposicion 4.6, asumiendo que el valor de (2, satisface €, < 10rad/s. Es importante
destacar que, si (2, es menor que este valor propuesto, las ganancias del observador
permaneceran inalteradas.

Considerando los parametros del sistema resumidos en la Tabla 5.1, la desigualdad
(4.55) puede reescribirse como:

2
ko ]{:o < =,
s S o

< 4,571428....

Por lo tanto, teniendo en cuenta esta restriccion, la Tabla 5.2 resume la seleccién
de las ganancias del observador k.1, ko2, ko3 Y Kos-

Con el fin de mostrar la efectividad del controlador basado en retardo y del ob-
servador no lineal de perturbaciones en una aeronave de rotores basculantes, se
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Figura 5.6: Estados para distintas elecciones de ¢ en la sintonizacion del controlador.

Cuadro 5.2: Parametros del controlador Pd y del NDO.

Controlador Valor Controlador Valor *
Kp UJI4 Kq— )\14
kOl 1 kOQ 1
Ganancia del observador Valor Ganancia del observador Valor
T 0,01s o 100
kos 1,5 koy 2,5
*\ = —200007 w= 104

presentan dos trayectorias suaves. La primera corresponde a un recorrido circular
centrado a 6 m sobre el suelo, con un radio de 4 m. Posteriormente, se introduce una
trayectoria méas elaborada con el proposito de exhibir el rendimiento del controlador
ante un recorrido complejo semejante a un patrén en forma de flor. Ambas trayectorias

pueden describirse mediante las siguientes ecuaciones paramétricas:
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I—-—Frontera sennnrg = 60 0 = 80 =g = 100
2000 :

z(t) = 4sin (5¢) + 10; 2(t) = 5 cos (£t cos (1) ;
o(t) = %Z 0(t) = %;
L v(t) = G sin (%t) ; L ~y(t) = 5 sin (gt)

La evaluacién comparativa entre el controlador basado en retardo y el controlador
nominal, ambos con sus respectivos observadores no lineales de perturbaciones, se
analiza mediante los resultados de seguimiento de trayectoria presentados en las
Figuras 5.8 y 5.9. Dichas figuras ilustran cuan estrechamente cada trayectoria con-
trolada se ajusta al recorrido deseado. Se observa que, si bien ambos controladores
presentan un buen rendimiento, el componente derivativo del controlador nominal
introduce desviaciones apenas perceptibles. Estas desviaciones se vuelven mas noto-
rias durante giros cerrados y maniobras complejas, generando ligeras inexactitudes y
oscilaciones en el desemperio del seguimiento. En contraste, el controlador basado en
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retardo, reforzado por el observador no lineal de perturbaciones, exhibe una trayectoria
mas estable y suave. Esto demuestra el desempeno superior del enfoque basado
en retardo, que atenua eficazmente los efectos adversos de los célculos derivados,
permitiendo un seguimiento preciso y agil incluso en los escenarios de vuelo mas

exigentes.
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Figura 5.8: Respuesta del sistema ante la trayectoria circular.
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Figura 5.9: Respuesta del sistema ante la trayectoria tipo flor.



CAPITULO 5. RESULTADOS NUMERICOS

Los resultados de seguimiento de trayectoria para ambos enfoques, el basado en
retardo y el nominal, muestran comportamientos globales comparables. Sin embargo,
con el fin de distinguir claramente entre ambas trayectorias y evaluar con mayor detalle
el desempeno de cada estrategia de control, es necesario un analisis mas exhaustivo
y focalizado. Mediante la evaluacion de aspectos como la precision del seguimiento y
los esfuerzos de control, se obtiene una comprensiéon mas profunda de las fortalezas
y limitaciones de cada enfoque. Este andlisis detallado ofrece una perspectiva mas
matizada de las diferencias de desempeno entre el controlador basado en retardo y el
nominal con sus respectivos observadores.

En atencién a la necesidad de un analisis mas detallado, se centra la evaluacion
en la trayectoria circular para examinar minuciosamente el comportamiento de cada
estado, como se ilustra en la Figura 5.10. Las trayectorias medidas de los estados h
y z muestran una clara convergencia hacia la trayectoria deseada, lo que indica un
control efectivo. No obstante, se observa una diferencia significativa en los estados 6 y
v, los cuales experimentan amplificacion de ruido durante los primeros cinco y doce
segundos, respectivamente, bajo el enfoque nominal. Si bien la amplificacion de ruido
estd presente en todos los estados, su efecto es menos notable en aquellos cuya
magnitud es mayor. Esta discrepancia evidencia una posible limitacion del controlador
nominal, particularmente en estados mas susceptibles a dicha amplificacion. Un
analisis mas profundo de estos estados permitira tener conclusiones valiosas sobre la
robustez y el desemperio general de ambos controladores.

Para ofrecer una comparacién completa del error, la Figura 5.11 presenta los erro-
res de estado, mostrando la diferencia entre los valores medidos y los deseados. De
manera notable, el controlador nominal exhibe un error inicial mayor que el controlador
basado en retardo, debido principalmente al efecto subamortiguado observado al inicio
del recorrido. Sin embargo, es importante subrayar que este error relativamente mayor
no es significativo, ya que su magnitud se mantiene por debajo de 5cmy T rad, y
tiende a cero conforme ¢ — oo. A medida que el cuadricéptero sigue la referencia, am-
bos controladores reducen el error de forma efectiva, logrando un seguimiento preciso
de la trayectoria deseada. Asi, aunque el controlador nominal presenta inicialmente
un error ligeramente mayor, este converge gradualmente y alcanza un desempefo
comparable en términos de precision.

El analisis del empuje generado por cada rotor es fundamental, ya que no debe
exceder los limites fisicos de los actuadores para evitar danos. Los esfuerzos de
control del controlador nominal, mostrados en la Figura 5.12, evidencian que ocurre

saturacion debido a la amplificacion del ruido medido, lo que incrementa los esfuerzos
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Figura 5.10: Estados del sistema en trayectoria circular.

y conduce a saturacion de actuadores. En contraste, el enfoque basado en retardo
resulta mas efectivo, alcanzando rapidamente un nivel de esfuerzo adecuado mientras
mantiene los esfuerzos de los rotores dentro de limites seguros. Esto asegura un
vuelo suave y estable durante el seguimiento de la trayectoria. Ademas, es importante
sefalar que los esfuerzos de control aumentan significativamente cuando la aeronave

transporta una carga bajo el controlador nominal, en comparacion con el enfoque
basado en retardo.

Dado que la respuesta del cuadricoptero es similar tanto en la trayectoria tipo flor
como en la circular, se concentra el analisis de la segunda trayectoria en los errores
de estado y las entradas de control, puesto que estos representan las senales mas
relevantes para la evaluacién. De manera analoga al recorrido circular, la trayectoria
tipo flor evidencia la capacidad del sistema para converger hacia la referencia deseada,
aun bajo condiciones en las que el ruido amplificado afecta a los estados. Para
confirmar la completa convergencia de la trayectoria de la aeronave hacia el recorrido
deseado se debe verificar que el error q tienda a cero cuando ¢ — oc.

La aeronave sigue exitosamente la trayectoria deseada a pesar de presentar
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Figura 5.11: Errores de los estados del sistema en trayectoria circular.

puntos no diferenciables en el estado z alrededor del segundo 32, como se ilustra en
las primeras dos graficas de la Figura 5.13. Bajo el controlador nominal, los estados
rotacionales exhiben errores significativos en los primeros segundos, mientras que el
controlador basado en retardo elimina practicamente este error de manera inmediata,
como se observa en las ultimas dos graficas de la Figura 5.13. Cabe destacar que el
controlador basado en retardo supera al nominal, alcanzando un desempefo superior
con errores minimos en todos los estados. Estos resultados validan una vez mas la
efectividad del controlador basado en retardo, destacando su capacidad para afrontar
condiciones desafiantes y lograr un seguimiento preciso de trayectorias complejas.
Los esfuerzos de control constituyen un parametro importante en la evaluacion
del desempeno del cuadricéptero, y es esencial mantenerlos dentro del intervalo
+14 N -m. La Figura 5.14 muestra que los esfuerzos de control del enfoque basado en
retardo son menores que los del nominal. El enfoque nominal experimenta saturacion
inicial y presencia de regiones no diferenciables, mientras que la estrategia basada en

retardo se estabiliza rapidamente con una entrada de control constante. Sin embargo,
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Figura 5.12: Entradas de control para la trayectoria circular.

es importante destacar que, ante la presencia de una perturbacién, los esfuerzos del
controlador nominal aumentan considerablemente, generando saturacién adicional.
En contraste, el controlador basado en retardo maneja estos desafios de manera mas
efectiva, lo cual resalta su rendimiento superior.

.Anélisis del Controlador Pd1

Como continuacion del estudio presentado en la seccion anterior, donde se carac-
terizaron las regiones de estabilidad asociadas al controlador P¢ para distintos valores
del retardo 7, el presente apartado se centra en el andlisis del controlador Pd1, el cual
incorpora una accion integral retardada con el propdsito de mejorar la precisién en
estado estable y la capacidad de rechazo de perturbaciones. A diferencia del esquema
previo, cuya dinamica dependia exclusivamente de las ganancias proporcionales y
del retardo, el controlador P4I introduce un nuevo parametro de sintonizacion, la
ganancia integral k;,, que modifica la estructura de las regiones de estabilidad.

Para la realizacién de las simulaciones del controlador se considera la Proposicion

4.3, donde se determina el conjunto de valores admisibles para las ganancias k,, y
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Figura 5.13: Respuesta del sistema ante la trayectoria tipo flor.

k;;, asi como para el retardo 7, que garantizan la estabilidad asintética del sistema
en lazo cerrado descrito por (3.18). De manera complementaria, las Proposiciones
4.4 y 4.5 proporcionan las curvas de cruce de estabilidad que permiten trazar, en
el plano (k,, k;), las fronteras que delimitan las regiones de estabilidad y los ran-
gos de parametros permitidos para distintos valores del retardo y del exponente de
o—estabilidad.

A partir de estos resultados tedricos, se analizan las regiones de estabilidad
generadas por el controlador PdI y su dependencia tanto del retardo como de las
ganancias proporcionales e integrales.

Para facilitar la sintonizacién del controlador P41 la Figura 5.15 muestra como
varian los parametros del enfoque de control conforme el retardo 7 varia de 0,5s a
1,5s. En particular, se observa que las zonas de estabilidad colapsan a medida que el
retardo aumenta, lo que conlleva a un intervalo cada vez menor de valores posibles
para seleccionar las ganancias del controlador. En consecuencia, el elemento mas
relevante a equilibrar es el propio retardo, puesto que un retardo reducido maximiza el

rango de ganancias aprovechables.
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Figura 5.14: Entradas de control para la trayectoria tipo flor.

Figura 5.15: Regiones de estabilidad (%, k;, 7) donde ¢ = 1,2, ... 6.
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Regiones de o-estabilidad

Al fijar un valor de retardo, las regiones de estabilidad quedan delimitadas por
las curvas de cruce de estabilidad mostradas en la figura 5.16, donde se representa,
dentro de la zona amarilla, un conjunto de combinaciones posibles de valores para k,;
y k;; que garantizan la estabilidad del sistema.
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Figura 5.16: Regiones de estabilidad (k,, k;) donde 0 < 0 <9y 7 =0,15s.

Al considerar la accién integral se generan regiones de estabilidad mas complejas,
compuestas por familias de rectas y curvas no lineales cuyo comportamiento esta di-
rectamente relacionado con las frecuencias criticas w, asociadas al retardo. Asimismo,
se observa cémo la variacion de 7 afecta el tamarno, la forma y el colapso progresivo
de estas regiones, destacando que estas regiones de estabilidad son muy diferentes
a las presentadas en el controlador PJ.

Un analisis mas detallado de la figura 5.16 permite identificar las regiones de
o-estabilidad asociadas a los cruces de raices hacia el semiplano izquierdo (LHP)
para los parametros k,;, k;; y o, considerando un retardo fijo de 7 = 100, ms.

Asimismo, a medida que se incrementa el valor de o, las regiones de o-estabilidad
tienden a converger nuevamente hacia un punto en el que se obtiene una respuesta
optima del sistema. En particular, dicho valor 6ptimo se alcanza para o = 10.
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Evaluacion del controlador P4l para la tarea de seguimiento

Para proceder con el analisis del desempefio del controlador P§1, se presentan
los parametros de disefio asociados tanto a la ley de control como al observador de
perturbaciones implementados en este trabajo. Conviene sefalar que los parametros
fisicos y dinamicos de la aeronave corresponden a los empleados en el analisis
previo, y fueron determinados mediante software especializado. Todos estos valores
se encuentran recopilados en la Tabla 5.1.

Para demostrar la efectividad de los enfoques de control propuestos, se realizaron
simulaciones numéricas empleando los parametros de disefio del controlador y del
observador de perturbaciones resumidos en la Tabla 5.3. Estos valores sirvieron como
punto de partida para evaluar su desempeno bajo las condiciones establecidas.

Cuadro 5.3: Parametros del controlador Po1 y del NDO.

Controlador Valor Controlador Valor *
K, 750 K; 5 x 103
T 0,1s

Ganancia del observador Valor Ganancia del observador Valor

kOl 1 kaQ 1
k03 ].,5 k04 2,5

Para evaluar el desempeno de la aeronave bajo el controlador y observador
propuestos se considera una trayectoria circular centrada a 6 m sobre el suelo, con un
radio de 4 m. Esta trayectoria relativamente simple resulta adecuada para analizar el
comportamiento basico del esquema de control. Su descripcion paramétrica se define
mediante la siguiente expresion:

RIGH [ 4sin(5t) 4 10 |
‘ z(t) 4cos(3t) + 10
qq = a(t) - x
0] L Fsin(3)

La figura 5.17 muestra el seguimiento de trayectoria resultante, suave y estable,
permitiendo un control preciso incluso en maniobras complejas. Este desempeno
mejorado evidencia la efectividad del enfoque basado en retardo junto con el NDO
para mitigar perturbaciones y lograr trayectorias de vuelo precisas.

Un analisis mas detallado permite identificar caracteristicas relacionadas con la
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Figura 5.17: Seguimiento de la trayectoria circular de la aeronave.

precision de seguimiento y los esfuerzos de control en todos los estados, lo cual
proporciona una comprension mas adecuada de las fortalezas y limitaciones del
controlador.

Para realizar este analisis, consideremos los estados de la trayectoria (figura 5.18).
Todos los estados medidos convergen adecuadamente hacia la trayectoria deseada.
Sin embargo, los estados rotacionales presentan desviaciones minimas causadas por
perturbaciones.

La figura 5.19 muestra el error entre los estados medidos y la trayectoria deseada,
permitiendo una comparacion aun mas detallada. El controlador basado en retardo
presenta un ligero efecto sobreamortiguado, particularmente al inicio del recorrido y
durante perturbaciones. No obstante, es importante destacar que estos errores son
relativamente pequenos, manteniéndose por debajo de 2 cm y 0,5 rad, ademas de
converger a cero con el tiempo. Esto demuestra la efectividad del controlador en la
reduccién de errores y en lograr un seguimiento preciso de la trayectoria.

El andlisis del empuje de los rotores (figura 5.20) es fundamental para garantizar
que se mantenga dentro de los limites fisicos de los actuadores y prevenir dafios. La
estrategia de control lo logra generando entradas que requieren un nivel de esfuerzo
adecuado en un intervalo de tiempo reducido. Este uso eficiente del control mantiene

el empuje dentro de zonas de operacidon seguras, lo que permite un vuelo suave y
estable durante el seguimiento de la trayectoria.
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Figura 5.18: Estados de la aeronave durante el seguimiento de la trayectoria circular.

n|rad|

.Mitigacién de Perturbaciones en el Controlador Pj

Para simular tareas de carga, se introduce una perturbacién tipo cuadrada que
emula la fuerza ejercida por un paquete al ser elevado y liberado durante el vuelo.
Las perturbaciones resultantes y sus observaciones, empleando tanto el controlador
general como el controlador con retardo, se analizan en las siguientes figuras. El
desempeno del observador (4.52) permite estimar adecuadamente las perturbaciones,
proporcionando una retroalimentacion confiable para el sistema de control.

Con base en las observaciones anteriores, se procede a analizar el desemperio
del observador para cada una de las trayectorias presentadas, con el fin de demostrar
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Figura 5.19: Errores de los estados de la aeronave durante el seguimiento de la
trayectoria circular.
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Figura 5.20: Entradas de control de la aeronave durante el seguimiento de la trayectoria
circular.

la efectividad del Observador No Lineal de Perturbaciones (NDO) en el manejo de
tareas de agarre y en la estimacion precisa de perturbaciones.

El analisis inicial se centra en el desemperio del observador durante la trayectoria
circular, que representa una tarea de agarre con cambios direccionales minimos e
inclinaciones suaves. La Figura 5.21 presenta los resultados de las perturbaciones
observadas al emplear tanto el controlador nominal como el controlador basado en
retardo. Como se menciond, la precision del observador no lineal de perturbaciones
(NDO) se ve comprometida en ciertos intervalos criticos, tales como la fase inicial,
donde ocurre una amplificacion significativa del ruido, y en los puntos no derivables de
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Figura 5.21: Perturbaciones para la trayectoria circular.

la perturbacion. Inicialmente, la observacion es inadecuada debido al gran error de
seguimiento, pero el desempeno del observador mejora de forma notable al combinar-
se con el controlador basado en retardo. Aunque persisten algunos errores durante
los cambios drasticos de la perturbacién, el observador estima eficazmente la sefal
después de unos segundos. Es importante destacar que la magnitud de estos errores
se mantiene dentro de un rango aceptable, lo cual confirma la idoneidad del NDO.
Ademas, los resultados muestran que las ganancias de observacion propuestas para
el NDO modificado tienen un impacto directo e independiente sobre cada estado.

Asimismo, la efectividad del Observador No Lineal de Perturbaciones (NDO) se
demuestra por su capacidad para estimar con precision las perturbaciones externas
que afectan a la aeronave durante la trayectoria tipo flor, que es mas compleja. La
Figura 5.22 compara las perturbaciones aplicadas al utilizar el controlador nominal y
el controlador basado en retardo. Como se sefald anteriormente, el NDO presenta un
desempenio relativamente menor en los instantes en que el peso de la carga aparece
o desaparece, asi como al inicio de la trayectoria. Sin embargo, estas limitaciones
tienen un impacto minimo en el analisis global, por lo que la validacion del observador
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Figura 5.22: Perturbaciones para la trayectoria tipo flor.

permanece solida.

La Tabla 5.4 proporciona un andlisis comparativo del desempefio entre el controla-
dor con retardo y el controlador nominal, utilizando los indices de desempefio: Integral
Square Error (ISE), Integral Absolute Error (IAE) y Integral Time Absolute Error (ITAE).
Dichos indices se evalUan para las dos trayectorias propuestas, empleando ambos
controladores en conjunto con el observador y considerando todos los estados del
sistema.

Para los indices ISE e IAE, es evidente que el controlador basado en retardo ofrece
un mejor desempeno que el controlador nominal en los estados £, 6 y . No obstante,
en el estado z, el controlador con retardo muestra un desempeno ligeramente inferior
al del controlador nominal.

Al evaluar el indice ITAE, el controlador basado en retardo presenta una mejora
notable, especialmente en los estados h y ~, donde el error es hasta diez veces
menor que el obtenido con el controlador nominal. Sin embargo, se observa una ligera
disminucion en el desempefio de los estados z y 6 al emplear el enfoque basado en

retardo.
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Cuadro 5.4: indices de desempefio

Trayectoria circular Trayectoria tipo flor
indice ¢ Basado en retardo Nominal Basado en retardo Nominal
Controlador Controlador Controlador Controlador

ISE h 0,000019 0,00705 0,000013 0,0067
z 0,0044 0,0001685 0,0071 0,00009

0 0,02665 0,08665 0,0207 0,08691

~y 0,01158 0,1372 0,012 0,08691

IAE K 0,00735 0,2881 0,0076 0,2684
z 0,594 0,02954 0,9658 0,02587

0 0,0649 0,3432 0,069 0,3438

~y 0,06461 0,9286 0,068 0,8895

ITAE A 0,2536 1,856 0,26 1,581

P 23,82 0,1269 62,82 0,222

0 0,3755 0,2583 0,3785 0,2583

y 0,7679 4,783 1,028 4,418

5.4. Mitigacion de Perturbaciones en el Controlador Pd [

Para simular la elevacion y liberacion de un paquete, se introdujo una perturbacién
tipo onda cuadrada que representa la fuerza externa aplicada. La figura 5.23 muestra
las perturbaciones resultantes, su observacion mediante el controlador con retardo y
el desempenio del observador. El observador estima eficazmente estas perturbaciones,
proporcionando retroalimentacion confiable al sistema de control.

La efectividad del NDO se evidencia en su capacidad para estimar perturbaciones
externas durante el seguimiento de trayectoria, como se aprecia en la figura 5.24.
Sin embargo, es importante reconocer que su desempeno presenta limitaciones
durante cambios bruscos en la carga externa (aparicién/desaparicién del paquete) y
al inicio de la trayectoria, probablemente debido a la naturaleza transitoria de estos
eventos. A pesar de ello, el desempeno general del observador es satisfactorio y

estas limitaciones tienen un impacto minimo en la validacion de su efectividad para la
estimacién de perturbaciones.
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Figura 5.23: Perturbaciones aplicadas a la aeronave durante el seguimiento de la
trayectoria circular.
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Figura 5.24: Errores en la observacion de la perturbacion aplicada a la aeronave
durante el seguimiento de la trayectoria circular.
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CAPITULO 6 -

Conclusiones

Este trabajo presentd un estudio sobre una configuracion de vuelo no holonémica
para un cuadricoptero con rotores basculantes, incorporando ademas capacidades de
interaccion y manipulacién mediante un brazo roboético de un grado de libertad. Se
desarroll6 un modelo matematico preciso utilizando el formalismo de Euler—Lagrange,
el cual representa con fidelidad el comportamiento dinamico de la aeronave. Dicho
modelo constituye una base sélida para futuros desarrollos en plataformas aéreas hi-
bridas y escenarios donde se requieren tareas de agarre preciso, interaccion avanzada
con el entorno y operaciones cooperativas entre multiples agentes.

Con el fin de mejorar el desempeno en seguimiento de trayectorias y la robustez del
sistema, se investigaron dos estrategias de control basadas en retardo: un controlador
P4 y el controlador PJl, ambos con tareas de seguimiento. Estos enfoques sustituyen
la derivada temporal por una version retardada, reduciendo asi la amplificacién de
ruido, eliminando la necesidad de mediciones directas de velocidad, proporcionando
mayor flexibilidad de ajuste e incrementando la robustez frente a errores de sensado.
Los resultados numéricos mostraron que el controlador basado en retardo supera
a un controlador nominal, basado en el enfoque 1&l, en términos de precision de
seguimiento y esfuerzo de control. De manera similar, el controlador Pl demostré un
rendimiento sélido y una capacidad de ajuste ampliada, lo que lo posiciona como una
alternativa atractiva para diversas aplicaciones en cuadricopteros.

De forma complementaria, se disefié una variante del Observador No Lineal de
Perturbaciones (NDO) para trabajar conjuntamente con los esquemas de control pro-
puestos. La versién mejorada del NDO, que incorpora ganancias independientes para
cada estado observado, logré rechazar eficazmente perturbaciones externas debidas
a factores ambientales y a imprecisiones del modelo. Este observador incrementoé la
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estabilidad y eficiencia del vuelo, especialmente en tareas de transporte de carga y
condiciones interactivas donde predominan perturbaciones significativas. Si bien se
identificaron limitaciones menores en rangos operativos especificos, el desempefo
general del observador fue satisfactorio, proporcionando estimaciones confiables de
perturbaciones y apoyando al controlador en escenarios de operacién exigentes.

En conjunto, la integracién de los controladores basados en retardo con el ob-
servador no lineal de perturbaciones constituye una solucién robusta y viable para
aeronaves de tipo tilt-rotor. Los resultados obtenidos confirman la capacidad del
sistema para lograr un seguimiento preciso de trayectorias, mantener los esfuerzos
de control dentro de limites adecuados y estimar perturbaciones externas con alta
exactitud. Estos hallazgos resaltan el potencial de los métodos basados en retardo
como alternativas practicas y efectivas a los controladores tradicionales dependientes
de derivadas, particularmente en plataformas donde la reduccién de sensores, la
mitigacion de ruido y la robustez son aspectos prioritarios.

A pesar de los resultados, la principal limitacién de este trabajo radica en la
ausencia de una plataforma experimental completamente operativa que permita validar
los esquemas de control y observacién en condiciones reales. No obstante, se han
identificado plataformas potenciales que serviran como base para la siguiente fase de
desarrollo, centrada en la implementacion en hardware y la validacion experimental.

La versatilidad de las aeronaves con rotores basculantes abre multiples oportunida-
des de aplicacion mas alla del alcance de esta tesis. Entre ellas destacan la mejora de
operaciones VTOL, una mayor precisién en despegues y aterrizajes, asi como tareas
complejas de inspeccion, como el monitoreo de ductos y el mantenimiento de lineas
eléctricas, donde el control fino y la capacidad de rechazar perturbaciones resultan
esenciales.

Finalmente, como lineas futuras se propone explorar configuraciones adicionales
de controladores basados en retardo, con el objetivo de optimizar su desempeno bajo
condiciones operativas mas amplias y variadas. Asimismo, se plantea perfeccionar la
estructura del observador no lineal y aplicar las estrategias integradas en escenarios
mas avanzados que involucren manipulacién cooperativa, coordinacion multiagente e
interaccion compleja con el entorno.

6.1. Trabajo Futuro
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(2)

enfoques de control no lineal desarrollados durante el trabajo de maestria y los
basados en retardos desarrollados durante este trabajo de doctorado. Para ello,
se utilizara como plataforma experimental un cuadricéptero DJI F450, equipado
con una computadora de vuelo Pixhawk, el Robot Operating System (ROS)
para realizar simulaciones hardware-in-the-loop (HIL), y el simulador Gazebo.
Esta infraestructura permitira validar los algoritmos propuestos bajo condiciones
reales de operacion y evaluar su desemperio ante perturbaciones y limitaciones
propias del entorno experimental.

Desarrollo de estrategias de control que consideren explicitamente los
efectos de los retardos del sistema, con el fin de eliminar el uso de senso-
res de velocidad. En aplicaciones experimentales, es comun que aparezcan
retardos debidos al procesamiento computacional o a la comunicacién entre
los sensores y el microcontrolador. Con base en estas limitaciones, se propone
disefar una estrategia de control que permita prescindir de la medicion u obser-
vacion directa de la velocidad traslacional. Este enfoque deriva del controlador
basado en el error combinado de seguimiento y busca mejorar la robustez del
sistema al incorporar de manera explicita los retardos presentes en la dinamica
y en la arquitectura de medicién.

Extension del modelo dinamico al espacio tridimensional para el Vehicu-
lo Aéreo Micro Interactive Tilt-Rotor. Como se mencioné anteriormente, el
modelo dinamico desarrollado en esta tesis fue formulado en el plano x—z. Una
extension natural del trabajo consiste en generalizar dicho modelo al espacio
tridimensional, lo cual permitira capturar efectos aerodinamicos y cinematicos
mas complejos. Paralelamente, se disefiaran y analizaran nuevas estrategias de
control para esta versién tridimensional, con el propésito de evaluar el desem-
pefo del sistema en maniobras avanzadas y escenarios operativos de mayor
exigencia.
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