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Resumen

En este trabajo se desarrollaron varias śıntesis de control para robots paralelos tipo
delta. Algunas de las śıntesis propuestas están expresadas en el espacio cartesiano y otras
están expresadas directamente en términos de las señales del sensor. En el análisis de
estabilidad del sistema controlado se toman en cuenta incertidumbres en los términos que
intervienen en las leyes de control y se logran establecer condiciones para garantizar dicha
estabilidad. En particular se toman en cuenta errores asociados a la medición del estado
del sistema aśı como errores de modelado los cuales son comunes en la práctica. Lo anterior
confiere robustez al desempeño del sistema controlado ante los errores mencionados.

Los controles propuestos están basados en el modelo cinemático del robot. Particular-
mente se basan en el jacobiano asociado al modelo cinemático inverso del sistema. En este
trabajo se presenta una forma de obtener expĺıcitamente dicho jacobiano. Adicionalmente
se deduce un modelo dinámico para el robot paralelo tipo delta [1].
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ÍNDICE GENERAL

Conclusiones 65

Bibliograf́ıa 67

2
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Introducción

La robótica es actualmente un campo de estudio muy activo. Esto se debe en parte
al interés en las aplicaciones de robots para tareas automatizadas. Entre estas tareas
se encuentran desde aplicaciones domésticas sencillas como son juguetes, dispositivos de
limpieza y vigilancia, hasta las tareas complejas como tocar instrumentos musicales y las
diferentes técnicas de manufactura avanzada. Ejemplos de estas últimas son el pintado
de refacciones para automóviles, la soldadura de piezas mecánicas, la manipulación de
objetos en movimiento en una ĺınea de producción, etc.

En las diferentes aplicaciones en robótica se utilizan diseños de robots muy variados,
sin embargo, al hablar de robots se piensa por lo general en los diseños de robots seriales
industriales. Estos robots se inspiraron en la anatomı́a de un brazo humano, u otras va-
riantes que lo asemejan, tratando de imitar la versatilidad de la mano de obra humana.
Los primeros robots industriales tuvieron su aparición en la empresa Unimation, fundada
por George Devol y Joseph F. Engelberger [2]. Algunos de los robots industriales mo-
dernos son capaces de realizar trayectorias complejas aún para el ser humano. Algunos
ejemplos de este tipo de trayectorias son las que poseen altas velocidades, repetibilidad
y precisión.

La arquitectura de un robot serial está basada en eslabones conectados de manera
consecutiva o seriada de manera que forman una cadena cinemática abierta. General-
mente cada eslabón cuenta con un actuador que le proporciona movimiento a éste. Esta
geometŕıa resulta muy conveniente ya que el espacio de trabajo asociado al manipulador
es muy amplio. Aún aśı, esta configuración mecánica tiene una considerable desventaja:
cada par actuador-eslabón carga con el peso del resto de la cadena cinemática que le
sucede, lo que requiere gran potencia y tamaño del actuador aśı como una gran rigidez
que conlleva grandes dimensiones y peso del eslabón resultando en un robot pesado. Esto
compromete la maniobrabilidad del robot y disminuye su precisión para largos periodos
de trabajo, requiriendo que sean calibrados con frecuencia.

Pese a todo el desarrollo logrado en los últimos años, el aumento en las demandas de
aplicación de la industria requieren el aumento de las capacidades de los robots. Particu-
larmente se requiere cada vez mayor velocidad y precisión en los procesos, estabilidad en
la ejecución de tareas, consumos energéticos menores y la robustez del desempeño ante
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INTRODUCCIÓN

perturbaciones externas. El surgimiento de los robots paralelos ha permitido ofrecer una
alternativa interesante para algunas de estas demandas.

Un robot paralelo se define como aquella estructura en la cual el efector final está uni-
do a la base a través de varias cadenas cinemáticas cerradas [3]. Las principales ventajas
de los robots paralelos, en contraste con los robots de configuración serie, son: las altas
velocidades, su gran rigidez y una importante capacidad para soportar pesos mayores a
la estructura móvil del sistema mecánico [4]. A continuación se hace un breve repaso de
la robótica paralela.

Los robots paralelos

Uno de los primeros estudios conocidos de estructuras basadas en arquitecturas para-
lelas data de 1813, cuando el cient́ıfico francés Louis Cauchy trabajara como ingeniero a
las órdenes de Napoleón en la invasión de Inglaterra. En aquella época, Cauchy estudió la
rigidez de un octaedro articulado. Sin embargo, no fue sino hasta 1962 que Gough y Whi-
tehall propusieron un sistema de manipulación paralelo, el cual consist́ıa en una máquina
para probar la resistencia al choque de neumáticos [5]. A pesar de ello, las plataformas
paralelas segúıan siendo percibidas únicamente como mecanismos de diseños complejos.
Esto debido a su pequeño espacio de trabajo comparado con los mencionados robots
seriales. En otra de las primeras aplicaciones de robots paralelos se colocaron asientos
de un teatro sobre una plataforma paralela con el fin de introducir un movimiento que
diese una apariencia más real al espectáculo [6]. No pasó mucho tiempo antes de que se
percibieran las notables ventajas que este tipo de diseños mecánicos tiene como la alta
rigidez en la estructura para plataforma Stewart [6], las altas velocidades alcanzadas por
el Delta de Raymond Clavel [7], el firme soporte por parte de la estructura externa en
Variax de Giddings y Lewis [8], etc.

Para la época de los 80’s, Raymond Clavel sugirió la idea de usar paralelogramos
en la construir robots paralelos con cuatro grados de libertad. A su creación la llamó el
Robot Delta [7]. Con el tiempo su diseño de robot paralelo se convirtió en uno de los más
exitosos debido a su simplicidad y eficiencia. Los paralelogramos de este diseño aseguran
que la plataforma móvil se mantenga paralela a la plataforma fija todo el tiempo. Sus
cadenas cinemáticas están formadas con eslabones ligeros que permiten al manipulador
alcanzar aceleraciones hasta 50 g en entornos experimentales para aplicaciones industria-
les. Además, su uso es muy conveniente en las operaciones de manipulación de objetos a
altas velocidades. Hoy en d́ıa los robots Delta se encuentran en múltiples aplicaciones de
la industria manufactura. En la actualidad el interés y estudios sobre los robots paralelos
han ido aumentando ya que sus caracteŕısticas y capacidades complementan las de los
robots seriales en aplicaciones industriales.
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Control de robots paralelos

En lo que respecta al desarrollo de algoritmos de control en las estructuras paralelas
mencionadas, estos son relativamente nuevos. Además, el número de trabajos reportados
en la literatura sobre el control de robots paralelos es limitado. Incluso la implementación
de las técnicas de control, actualmente usadas para los robots seriales, no han sido todas
extendidas para los robots paralelos. En particular, no existen muchos trabajos sobre
el control de los robots delta. Además, en los trabajos existentes no se ha abordado la
cuestión de la robustez del sistema controlado ante errores de estimación del estado del
robot ni ante errores de modelado. Ejemplo de estos son: el control de compensación en
la dinámica parcialmente inversa de la plataforma Stewart [9], el desarrollo en la com-
pensación de compilación de errores en manipuladores paralelos [10], el modelo dinámico
de control robusto para un robot paralelo traslacional [11], el control de manipuladores
paralelos en muy altas aceleraciones [12], etc. Estos tipos de errores son muy comunes
en la práctica e intervienen directamente en el diseño de leyes de control. Generalmente
provienen de un conocimiento limitado de los sensores utilizados para medir el estado
del robot o para detectar la posición y velocidad de los objetos a manipular. Otra fuente
común de error son los errores del modelo (cinemático o dinámico) del robot provenientes
de simplificaciones en el modelo o de imperfecciones en la construcción de los prototipos
f́ısicos.

Por lo anteriormente expuesto, resulta interesante desarrollar controles robustos para
robots paralelos. Este trabajo está orientado en esa dirección. En particular se busca desa-
rrollar algoritmos de control para robots paralelos tipo delta que incorporen un sentido
de robustez ante errores de localización tanto del robot como de los objetos a manipu-
lar, aśı como errores en el modelo del robot. Lo anterior considerando trayectorias que
permitan manipular objetos en movimiento. Además, se busca realizar un análisis de
estabilidad del sistema controlado que permita establecer condiciones de estabilidad en
términos de los elementos que intervienen en las leyes de control.

Objetivos de la tesis

El objetivo principal de este trabajo de tesis es la śıntesis y análisis de algoritmos
de control robustos para robots paralelos tipo delta. Los objetivos particulares de este
trabajo son:

La generación de algoritmos de control de robots paralelos tipo delta que respondan
en forma satisfactoria pese a errores en la estimación de los términos que intervienen
en la ley de control.
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La obtención de un modelo matemático capaz de captar los rasgos fundamenta-
les del sistema y lo suficientemente simple de manejar para sintetizar controles y
planear tareas tales como el seguimiento de un objeto en movimiento.

Estudiar al estabilidad del sistema en lazo cerrado y, de ser posible, establecer
condiciones de estabilidad en términos de los elementos que intervienen en la ley
de control.

Organización de la tesis

Esta tesis esta organizada en tres caṕıtulos como sigue. En el caṕıtulo 1 se describe
el estado del arte en el control de robots paralelos. En ese caṕıtulo se recordarán datos
históricos de los robots industriales aśı como una descripción de las ventajas y desventa-
jas de su estructura mecánica de tipo serial. Posteriormente se introduce el concepto de
robots paralelos aśı como algunos datos históricos. También se mencionarán sus carac-
teŕısticas contrastándolas con las de los robots seriales. Adicionalmente, se retorna a el
desarrollo de la cinemática inversa y directa del robot delta.

En el caṕıtulo 2 se presenta el jacobiano asociado al modelo cinemático inverso utili-
zado en este trabajo. Este jacobiano es utilizado en la śıntesis de controles para el robot
delta. Además se realiza un desarrollo del modelo dinámico del robot delta. A partir de
este modelo se sintetizan las ecuaciones que describen el par de los actuadores del robot
en forma análoga al modelo dinámico convencional de los robots seriales.

En el caṕıtulo 3 se presenta inicialmente y de manera breve la técnica de control
basada en tarea. Con base en esta técnica se desarrollan controles tipo P y PI, aśı como
el análisis de estabilidad asociado. Además se presenta la extensión del análisis al caso
en el que se consideran errores en los términos que componen la ley de control.
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Caṕıtulo 1

Estado del arte de control de robots
paralelos

1.1. Panorama de la robótica y el robot paralelo tipo

delta

La palabra robótica (del eslavo robota que quiere decir trabajo), usada para describir
este campo de estudio, fue acuñada por el escritor de ciencia ficción Isaac Asimov [2].
La palabra robot puede referirse tanto a mecanismos f́ısicos como a sistemas virtuales de
software, aunque suele aludirse a los segundos con el término de bots. Un robot es una
entidad artificial ya sea virtual o mecánica. En la práctica, un robot es por lo general un
sistema electromecánico que, por su apariencia ó sus movimientos, ofrece la sensación de
tener un propósito propio.

Es conocido que desde la antigüedad se han propuesto máquinas rudimentarias con
base en vapor de agua capaces de moverse en forma independiente. En campos como la
ciencia ficción, la investigación cient́ıfica, e inclusive la industria, son bien conocidos los
sistemas autónomos como es el caso de los robots. En la actualidad la robótica como
campo de estudio resulta ser bastante amplio e interdisciplinario.

Como ya se hizo mención, los robots tienen como principal propósito, la capacidad de
movimiento y control autónomo. En particular los de tipo industrial fueron principalmen-
te diseñados para desarrollar tareas, con la consigna de realizarlas de manera repetitiva,
precisa y rápida. Dichas tareas van desde el trasporte de carga en sectores como el au-
tomotriz, hasta los cortes de precisión e inserción de pastillas semiconductoras para la
fabricación de circuitos integrados. En particular, en los sectores anteriormente mencio-
nados los robots industriales, también conocidos como brazos manipuladores, han tenido
un importante desarrollo.
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1.1. PANORAMA DE LA ROBÓTICA Y EL ROBOT PARALELO TIPO DELTA

La gran versatilidad de este tipo de sistemas resultó ser una gran ventaja, permitiendo
acortar tiempos de fabricación y reemplazar al hombre en labores que pońıan en riesgo
su integridad f́ısica entre muchas otras aplicaciones. Los robots industriales tuvieron su
aparición en la empresa Unimation, fundada por George Devol y Joseph F. Engelberger
en 1954; esta idea está basada en la patente original de Devol [2].

Figura 1.1: Robot KAWASAKI: FS45N C Control

Los primeros diseños propuestos para los robots industriales toman como referencia el
cuerpo humano y en particular el brazo humano, de alĺı el nombre de brazo manipulador.
Inclusive cada articulación se encuentra asociada con diferentes partes del cuerpo humano
como son la muñeca, el codo, el hombro y la cintura. Los brazos manipuladores, que tie-
nen su base fija en muchos casos, cubren un rango amplio de movimientos en el que las
articulaciones se desenvuelven libremente. En la figura 1.1 se muestra un robot manipu-
lador industrial. El diseño de estos robots es básicamente una cadena cinemática abierta
con capacidad de movimiento de translación en 3D (tres dimensiones) y de rotación en
otros tres ejes. Este tipo de diseños parece muy conveniente ya que, como se mencionó,
el espacio de trabajo que éstos son capaces de cubrir es muy amplio. Sin embargo tam-
bién hay desventajas evidentes en este tipo de robots. Como principal desventaja está la
relación peso/carga que los hacen en ocasiones poco eficientes, esto es, la carga útil que
pueden transportar es baja con relación al peso del propio robot. Lo anterior se debe en
gran parte a que su arquitectura serial hace que cada eslabón cargue con el peso de todos
los eslabones (y sus motores) que lo suceden. De esta manera se requieren articulaciones
robustas y motores de gran potencia que las muevan, resultando en sistemas muy pesados
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CAPÍTULO 1. ESTADO DEL ARTE DE CONTROL DE ROBOTS PARALELOS

por lo general. Además, el mover estas grandes inercias produce un consumo energético
mayor y un desajuste en las articulaciones para periodos largos de movimiento, por lo
que es necesario su calibración continua.

Por otro lado la rigidez que ofrece este tipo de sistemas, si bien es suficiente para
una gran variedad de tareas, no es la mejor. Mientras que éstos son capaces de realizar
movimientos fluidos y suaves, por lo general les es más complicado realizar una detención
súbita bastante ŕıgida sin sufrir desgastes significativos y desajustes.

Por lo descrito anteriormente el estudio e investigación en los robots continuó buscan-
do alternativas que no presentaran las limitaciones a las que se enfrentaron el común de
los robots industriales. Una de las alternativas encontradas es el robot paralelo. Desde
1928 se tiene información acerca de este tipo de diseños. Hasta mediados de los 80 los ro-
bots paralelos sólo fueron considerados como ideas de estructuras complejas, simuladores
de vuelo, sistemas de orientación de antenas y otros dispositivos [3].

Figura 1.2: El prototipo de la plataforma de Gough usado en la compañ́ıa Dunlop Tires

La arquitectura de los robots paralelos es muy diferente a la de los robots serie, es
una estructura en el que el efector final (también llamado plataforma móvil) está unido
a una base o plataforma fija por más de una cadena cinemática cerrada independiente.
Esto conduce a que, en la mayoŕıa de los problemas, se debe de reconsiderar su análisis.
De hecho existe una extraña dualidad entre ambos tipos de mecanismos, los tipo serial
y los robots paralelos, ya que un problema de dif́ıcil solución para un tipo de estructura,
es fácilmente resoluble por el otro tipo de estructura, y viceversa [13], [14]. La estructura
cinemática de los robots paralelos se conoce desde hace mucho tiempo. En 1813, Cauchy
estudió la rigidez de un octaedro articulado, sin embargo, fue mucho más tarde cuando
Gough y Whitehall propusieron un mecanismo similar para la prueba de neumáticos (ver
figura 1.2) [5].

Como principal caracteŕıstica deseable para los robots paralelos se encuentra la rela-
ción peso/carga que resulta para estas estructuras bastante eficiente. Esencialmente, la
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1.1. PANORAMA DE LA ROBÓTICA Y EL ROBOT PARALELO TIPO DELTA

Figura 1.3: Robot paralelo tipo Delta Parallix LKF-2040

carga a soportar por el robot se distribuye entre las cadenas cinemáticas que lo compo-
nen. Esto resulta en el hecho de que cadenas cinemáticas f́ısicamente esbeltas y ligeras
son suficientes para transportar la carga a manipular. Además, las cadenas cinemáticas
cerradas confieren gran firmeza al mecanismo lo que resulta en una buena capacidad para
resistir vibraciones y movimientos generados por el robot, o en su defecto externas. En
la figura 1.3 se muestra un ejemplo de robot paralelo.

Gracias a las caracteŕısticas enunciadas anteriormente, la estructura que ejecuta los
movimientos del robot paralelo, si bien es un poco más compleja que la de los robots
serie, resulta bastante ligera en general. Lo anterior desemboca en la ventaja de que la
estructura que se encuentra en movimiento no tenga tanto peso como en el caso de los
robots serie. Esto permite que la mayor parte de la enerǵıa suministrada por los actuado-
res sea transformada en movimiento útil. Otra de sus ventajas es que, sin importar que el
sistema sea desacelerado súbitamente, su gran rigidez permite que esto se logre de manera
precisa, sin afectar o comprometer la estructura, aśı como la estabilidad del sistema. Sin
lugar a dudas estas capacidades hacen de gran importancia el estudio e investigación de
este tipo de robot.

A principios de los años ochenta Reymond Clavel tuvo la idea de usar paralelogramos
para construir un robot paralelo de tres grados de libertad traslacionales y un grado de
libertad rotacional. Reymond Clavel llamó a su creación el robot Delta (ver figura 1.4).
Con el tiempo este diseño ha resultado ser uno de los robots paralelos más populares.

La idea básica en el diseño del robot Delta es el uso de paralelogramos, los cuales
permiten que la plataforma móvil conserve una orientación constante con la plataforma
fija. En el esquema mostrado en la figura 1.4, se puede visualizar el uso de los tres pa-
ralelogramos (número 5) que restringen completamente la orientación de la plataforma
móvil o eslabón de salida (número 8), la cual permanece con sólo tres grados de libertad
puramente traslacionales. Los eslabones de (número 4) son actuados y están conectados
a la plataforma fija mediante juntas de tipo revoluta (número 13). Las uniones entre
los eslabones de entrada y los paralelogramos son juntas esféricas (números 6a y 6b), de
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CAPÍTULO 1. ESTADO DEL ARTE DE CONTROL DE ROBOTS PARALELOS

Figura 1.4: Esquema del robot paralelo Delta de Clavel

igual forma que las uniones entre los paralelogramos y la plataforma móvil (números 7a y
7b). Finalmente, se utiliza un cuarto eslabón (número 14) para transmitir el movimiento
rotacional desde la base hacia el efector final montado en la plataforma móvil.

Enseguida se recordará brevemente el modelo cinemático del robot Delta. El estudio
cinemático se interesa sólo por el movimiento geométrico, sin tener en cuenta las fuerzas
que lo producen. Espećıficamente, está basado en su composición geométrica, posiciones
espaciales, desplazamientos, rotaciones, velocidades y aceleraciones [15]. Es importante
recordar que existen dos problemas fundamentales a resolver en la cinemática del robot.
Primero, el problema cinemático directo, el cual consiste en determinar cuál es la po-
ción y orientación de la herramienta final (efector final) del robot, a través de los valores
conocidos para las articulaciones (juntas) y los elementos sólidos de conexión del robot
(eslabones). El segundo problema se denomina problema cinemático inverso, el cual
resuelve la configuración (ángulos de las juntas) que debe adoptar el robot para lograr
una posición del efector final conocida [16].

1.2. Cinemática directa

Para describir la cinemática directa del robot delta, se usará un sistema coordenado
cartesiano tridimensional descrito por los vectores ortogonales unitarios i, j y k, ya que
los desplazamientos del efector final del robot, se realizan como traslaciones cartesianas.
Para esto se ubicará el plano generado por las componentes ij en la superficie de la pla-
taforma superior (base fija) como se muestra en la figura 1.5 Esta plataforma es donde
se sitúan los motores.
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1.2. CINEMÁTICA DIRECTA

hora, se considera el origen coordenado (0, 0, 0), en el centro de la base fija. De este
punto parten los vectores X, Y, e1 y e2 siendo todos coplanares y constantes, de los
cuales los últimos dos vectores son no ortogonales entre śı, como se ilustra en la figura
1.5. La triada de vectores Y, e1 y e2 forman un triángulo equilátero, el cual soporta un
actuador en cada uno de sus vértices.

Figura 1.5: Vista superior de la estructura fija.

Se definen los vectores e1 = cos 30i− sin 30j y e2 = − cos 30i− sin 30j en el plano XY ,
con i, j como vectores unitarios en las direcciones de X y Y respectivamente. El radio de
la plataforma fija es denotado por la constante L, cómo se ilustra en las figuras 1.5 y 1.6.

Figura 1.6: Esbozo geométrico tridimensional del robot paralelo.

En la figura 1.6 se observa un esquema del robot paralelo tipo delta . En esta figura,
la plataforma fija (triángulo equilátero superior de radio L) está conectada con la plata-
forma móvil (triángulo equilátero inferior de radio l) a través de tres cadenas cinemáticas
idénticas. Cada cadena cinemática está compuesta por un eslabón actuado de longitud
b y un paralelogramo de longitud a. El ángulo θi es el ángulo del eslabón actuado con
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respecto a la horizontal. Las dos plataformas están entonces separadas por un vector de
posición variable x, que va del centro de la plataforma fija al centro de la plataforma
móvil como se ilustra en la figura 1.6. La cual esta descrita en terminos de θi como la
posición angular del actuador, b la magnitud del eslabón actuado y a magnitud de los
paralelogramos.

Se considera al centro de la plataforma móvil, como la posición del efector final.
Existen tres trayectorias, denotadas por C1, C2 y C3, que van desde el centro de la plata-
forma fija, hasta el efector final pasando cada trayectoria por una sola cadena cinemática.

En la figura que se muestra en 1.7 a), θ1 representa la posición angular del actuador,
situada entre le extremo superior del eslabón actuado de magnitud b, con el extremo de la
base fija de la orientación e1, como la primera articulación. Para la siguiente articulación,
descrita por una junta esférica, a partir de los ángulos no actuados ψ1 y φ1, situados entre
los paralelogramos de magnitud a con el eslabón de magnitud b. La última articulación
se encuentra, en el extremo de los paralelogramos de magnitud a, con plataforma móvil
de radio l, en la dirección −e1. Para describir el vector x1, que se expresa como

x1 = (L− l)e1 + b(− cos θ1e1 + sin θ1k) + a

Figura 1.7: a) vista general del brazo en la dirección e1 y b) vista de coordenadas auxiliares
polares la dirección e1.

Adicionalmente, se incorpora una segunda descripción para la orientación espacial
del eslabón de magnitud a, a partir de la triada de vectores e1 × k, e1 y k, situada en
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1.2. CINEMÁTICA DIRECTA

la posición de la junta esférica, en terminos de los ángulos no actuados ψ1 y φ1 para el
primer brazo. Con base ne la figura 1.7 b). Para describir el vector a, que se expresa como

a = a(cosφ1 sinψ1(e1 × k)− cosφ1 cosψ1e1 + sinφ1k).

De manera que el vector x1 se puede escribir expĺıcitamente en términos de los ángu-
los actuados y no actuados como

x1 = (L− l)e1 +b(− cos θ1e1 +sin θ1k)+a(cosφ1 sinψ1(e1×k)−cosφ1 cosψ1e1 +sinφ1k)

El producto de vectorial e1 con el vector k, en coordenadas rectangulares, se obtiene
como sigue:

e1 × k = (cos 30,− sin 30, 0)× (0, 0, 1) = (− sin 30,− cos 30, 0)

Sustituyendo el producto vectorial anterior en x1 y descomponiendo en componentes
resulta

x1 = ([(L− l)− b cos θ1 − a cosφ1 cosψ1] cos 30− a cosφ1 sinψ1 sin 30)i+

([(L− l)− b cos θ1 − a cosφ1 cosψ1](− sin 30)− a cosφ1 sinψ1 cos 30)j+

(b sin θ1 + a sinφ1)k

(1.1)

Entonces los ángulos situados entre el eslabón actuado y su consecuente son φ1, ψ1

(ver figura 1.7). A su vez, estos ángulos dependen de θ1, θ2 y θ3 (a través de su conexión
con la plataforma móvil y las trayectorias C2 y C3).

Ahora, en forma similar al análisis previo, se realizara la descripción del vector x2.
Apoyados en la figura 1.8 a) y b) se obtiene que

x2 = (L−l)e2+b(− cos θ2e2+sin θ2k)+a(− cosφ2 sinψ2(e2×k)−cosφ2 cosψ2e2+sinφ2k)
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Figura 1.8: a) vista general del brazo en la dirección e2 y b) vista de coordenadas auxiliares
polares para la dirección e2.

el producto vectorial entre la dirección e2 = (− cos 30,− sin 30, 0) con el vector normal
k, en coordenadas rectangulares es

e2 × k = (− cos 30,− sin 30, 0)× (0, 0, 1) = (− sin 30, cos 30, 0)

De modo que al sustituir el producto vectorial y expresando x2 en componentes se
obtiene

x2 = ((L− l)− b cos θ2 − a cosφ2 cosψ2](− cos 30) + a cosφ2 sinψ2 sin 30)i+

([(L− l)− b cos θ2 − a cosφ2 cosψ2](− sin 30)− a cosφ2 sinψ2 cos 30)j+

(b sin θ2 − a sinφ2)k

(1.2)

Por último, la ecuación para el vector x3 se obtiene de la misma forma: de la repre-
sentación de las figuras auxiliares (1.9) a) y b) se tiene que

x3 = (L− l)j + b(− cos θ3j + sin θ3k) + a(− cosφ3 sinψ3i− cosφ3 cosψ3j− sinφ3k)
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Figura 1.9: a) vista general del brazo en la dirección Y y b) vista de coordenadas auxiliares
polares para la dirección Y.

De modo que al expresar en componentes a x3 se obtiene

x3 = ((L− l)− b sin 30− a cosφ3 sinψ3)i+

((L− l)− b cos 30− a cosφ3 cosψ3)j+

(b sin θ3 − a sinφ3)k

(1.3)

Entonces para los vectores x1 = (X1, Y1, Z1), x2 = (X2, Y2, Z2) y x3 = (X3, Y3, Z3),
descritos en las diferentes proyecciones espaciales, se cumple la siguiente condición |x1| =
|x2| = |x3|. Más aún, dado que en realidad se trata del mismo vector representado en
marcos de referencia con origen y eje Z comunes a todos ellos, las componentes de cada
representación deben ser de la misma magnitud. De lo anterior puede entonces establece
lo siguiente:

Para las componentes en X

[(L− l)− b cos θ1 − a cosφ1 cosψ1] cos 30− a cosφ1 sinψ1 sin 30 =

[(L− l)− b cos θ2 − a cosφ2 cosψ2](− cos 30) + a cosφ2 sinψ2 sin 30 =

(L− l)− b sin 30− a cosφ3 sinψ3

(1.4)
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Ahora para las componentes en Y

[(L− l)− b cos θ1 − a cosφ1 cosψ1](− sin 30)− a cosφ1 sinψ1 cos 30 =

[(L− l)− b cos θ2 − a cosφ2 cosψ2](− sin 30)− a cosφ2 sinψ2 cos 30 =

(L− l)− b cos 30− a cosφ3 cosψ3

(1.5)

Y por último para la dirección Z

b sin θ1 + a sinφ1 = b sin θ2 − a sinφ2 = b sin θ3 − a sinφ3 (1.6)

Se puede apreciar que las ecuaciones (1.4), (1.5) y (1.6), descritas en terminos los
ángulos φi y ψi no actuados, con i de 1a 3, no están determinados. De manera que los
sistema descrito previamente, son redundante y no tiene solución.

Por otra parte y con base en la descripción previa, se proponen el siguiente análisis,
Para dos puntos de interés, con base en la figura 1.10. El primer punto de interés denotado
con x′i = (X ′i, Y

′
i , Z

′
i), con i = {1, 2, 3} (relativo a cada cadena cinemática) y es el punto

de unión, del paralelogramo con la plataforma móvil. Las coordenadas de este punto
pueden expresarse en términos de las componentes del vector x = (X, Y, Z) (que denota
la posición del efector final situado en el centro del triángulo móvil) como sigue:

x′i = (X ′i, Y
′
i, Z

′
i) = (X + l cos βi, Y + l sin βi, Z) (1.7)

El segundo punto de interés es xci = (Xci, Yci, Zci) que es el punto de unión, entre
el eslabón actuado (de longitud b) y el paralelogramo (de longitud a). La articulación
asociada a este punto, es de tipo esférica con lo que el extremo x′i del paralelogramo
describe una esfera de radio a con centro en xci. Utilizando la ecuación de esta esfera con
centro en xci y la ecuación (1.7) se tiene que

a2 = ‖x′i − xci‖2 = (X ′i −Xci)
2 + (Y ′i − Yci)2 + (Z ′i − Zci)2

= (X + l cos βi −Xci)
2 + (Y + l sin βi − Yci)2 + (Z − Zci)2

(1.8)
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Figura 1.10: Esbozo geométrico para el modelado de la cinemática inversa

Ahora las coordenadas para xci en términos de los ángulos βi, θi son

Xci = L cos βi + b cos θi cos βi

Yci = L sin βi + b cos θi sin βi

Zci = b sin θi

Por lo que la ecuación para la esfera (1.8), queda escrita en terminos del vector x y
los ángulos de los eslabones actuados (asimilados a los ángulos de los motores), como

a2 = (X −∆L cos βi − b cos θi cos βi)
2

+(Y −∆L sin βi − b cos θi sin βi)
2 + (Z − b sin θi)

2 (1.9)

con ∆L = L− l
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La ecuación (1.9) es la representación resumida del conjunto de cauciones para la
cinemática directa. La cual no tiene solución anaĺıtica, Por lo que para dar solución al
conjunto de ecuaciones, es necesaria la utilización de algún método numérico. Esto com-
plica la realización de una ley de control en tiempo real basada en este modelo, debido
al costo computacional que representa.

Por otra parte, se describe a continuación el problema de la cinemática inversa pa-
ra el robot delta. El cual tiene solución anaĺıtica y es fácil de calcular para este mecanismo.

1.3. Cinemática inversa

El cálculo de la cinemática inversa del robot delta aplica la misma descripción de
la geometŕıa del robot mencionada anteriormente. Aprovechando las propiedades de si-
metŕıa del robot sólo se analiza uno de los brazos o cadenas cinemáticas. El mismo análisis
aplica para las otras cadenas cinemáticas (ver figura 1.10).

De tal forma que al desarrollar la ecuación (1.9) se obtiene el siguiente resultado

2bZ sin θi + 2b(X cos βi + Y sin βi −∆L) cos θi

−(X −∆L cos βi)
2 − (Y −∆L sin βi)

2 − Z2 − b2 + a2 = 0 (1.10)

Entonces, se escribe (1.10) en la forma trigonométrica conocida Ai sin θi +Bi cos θi +
Ci = 0 se obtiene la solución

tan
θi
2

=
−Ai ±

√
Bi

2 + Ai
2 − Ci2

Ci −Bi

(1.11)

la cual representa la solución a la cinemática inversa, donde Ai,Bi y Ci están dados por

Ai = 2bZ ; Bi = 2b(X cos βi + Y sin βi −∆L);

Ci = −[(X −∆L cos βi)
2 + (Y −∆L sin βi)

2 + Z2 + b2 − a2]

21



1.4. ESQUEMAS DE CONTROL

1.4. Esquemas de control

El control de robots paralelos es un campo de investigación y desarrollo relativamente
reciente; un ejemplo de ello es que no todos los trabajos reportados hasta la fecha in-
volucran un análisis matemático riguroso. Ejemplos de estos trabajos son el modelo de
control no lineal para un robot paralelo [17], el desarrollo en la compensación de compi-
lación de errores en manipuladores paralelos [10], el estudio en alta precisión del control
de movimiento para un robot paralelo [18], el control estratégico de la dinámica de un
robots paralelos [19], etc.

Por otra parte no existen muchos desarrollos de controladores robustos ante errores
del modelo y en las mediciones sensoriales para robots paralelos. Ejemplo de estos son:
el trabajo sobre diseño de control robusto para un robot paralelo plano [20], el control
robusto de alta precisión para un robot paralelo (4-DOF cuatro grados de libertad) [21],
el control de compensación en la dinámica parcialmente inversa de la plataforma Stewart
[9], el modelo dinámico de control robusto para un robot paralelo traslacional [11], el
control de manipuladores paralelos con muy altas aceleraciones [12], etc.

Control en la tarea

La técnica de control basado en tarea [22] proporciona un marco formal para el desa-
rrollo de controles para sistemas mecánicos. Originalmente fue desarrollada para el control
de robots industriales de tipo serial pero, debido a su planteamiento general, esta técnica
puede ser extendida a más tipos de sistemas. La técnica de control de tarea engloba una
variedad de procedimientos afines a los siguientes objetivos: proporcionar información
en tiempo real, controlar las variables de interés y optimizar el rendimiento del proceso.
Con base en lo anterior, es posible plantear formalmente los casos del problema de con-
trol como una regulación a cero de la función de tarea, a medida que le tiempo t aumenta.

Por ejemplo, en un robot se puede proponer una función de tarea como al función

eθ = θd(t)− θ,

con θd(t) como el vector de posiciones angulares deseado en terminos del la variable
t y θ como el vector de posiciones angulares actuales del robot. Otra forma semejante es

ex = xd(t)− x(θ),
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con xd(t) como el vector de posiciones espaciales deseado en terminos de la variable
t y x(θ) como el vector de posiciones espaciales en terminos del vector de posiciones
angulares actuales del robot. Por ultimo también podŕıa ser descrita como

es = sd(t)− s(x),

con sd(t) como el vector de mediciones del sensor deseado en terminos de la variable
t y s(x) como el vector de mediciones en el sensor en terminos del vector de posiciones
espaciales actuales del robot, todas a través de una trayectoria predeterminada y de la
evolución del sistema mismo.

De esta manera, denotando la posición que se desea alcanzar con qd(t) como el vector
de coordenadas generales deseadas y el vector de coordenadas generales actuales del robot
q , para un caso particular de función de tarea. Esta es la función de error e, entre la confi-
guración deseada (posición de la muestra u objeto deseado qd(t)) y la configuración actual
del robot(posición del robot manipulador q). Esta función puede entonces escribirse como

e = qd (t)− q (1.12)

Ahora, el problema de la regulación a cero de la función de la tarea posee ciertas
condiciones bien establecidas. Primero debe existir , una trayectoria ideal y única de q
tal que la función de tarea sea nula en cada instante de tiempo. En términos prácticos lo
anterior se traduce en el requerimiento de que el jacobiano de la tarea

Je(q) =
∂e

∂q
(1.13)

sea regular a lo largo de esta trayectoria. Una condición suficiente para ello es que el
jacobiano sea derivable y tenga inversa para cada instante de tiempo.
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Control PID

La forma para realizar un algoritmo de control por retroalimentación es aplicar una
ecuación correctora capaz de ajustar el proceso según la consigna de optimización elegida.
Un metodoloǵıa bien estudiada para este tipo de ecuación correctora es el controlador
proporcional integral derivativo (PID).

El elemento proporcional determina la reacción del controlador al error actual y que
está dada por el producto de la constante proporcional y la señal de error del sistema. El
elemento integral genera una corrección proporcional integral del error del sistema. Este
elemento sirve para anular errores de estado estable del sistema. El elemento derivativo
determina una acción predictora que se basa en la velocidad del error.

Un controlador PID puede ser diseñado sólo como PI, PD, P. Los controladores PI
son particularmente comunes, ya que para una gran variedad de sistemas y de tareas de
aplicación se obtiene un desempeño razonable. Además el elemento derivativo es muy sen-
sible a perturbaciones. En cambio, el elemento integral regula a cero el error del sistema.
Entonces bajo los esquemas de control por retroalimentación descritos por la ecuación
(1.13) para los criterios de la función de tarea, se pueden realizar controladores de tipo
proporcional y proporcional integral a través del modelo de la cinemática inversa del
robot, y de esta manera generar algoritmos control en velocidad.

Como se verá en caṕıtulos posteriores, en el análisis de la ecuación diferencial (1.13)
se impone la condición de lazo cerrado en la cinemática inversa del robot. La solución a
estas ecuaciones generan la descripción de un controlador de tipo proporcional el cual,
bajo un análisis de estabilidad, amplia los enfoques para las condiciones de convergencia
del sistema. Esto da lugar además al controlador proporcional integral y la estabilidad
para los puntos de equilibrio del sistema de error asociado en presencia de errores en la
estimación del estado del sistema y de su modelo. Para ellos primeramente, en el caṕıtu-
lo siguiente se desarrollan elementos de modelado complementarios y necesarios para la
śıntesis del control. Además también se presenta un modelo dinámico del robot.
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Caṕıtulo 2

Modelado matemático del robot

En este caṕıtulo se realizará el análisis de la matriz jacobiana para el desarrollo de
las leyes de control en velocidad, basados en la cinemática inversa para el robot delta.
Además se presenta la descripción del modelo dinámico del robot.

Considere el modelo cinemático inverso descrito en el caṕıtulo anterior, para ello se
parte de la ecuación (1.10), como la solución para la posición de los diferentes actuadores
dados por θi, con i = 1, 2, 3

tan
θi
2

=
−Ai ±

√
Bi

2 + Ai
2 − Ci2

Ci −Bi

con i = 1, 2, 3

De donde, al comparar con el siguiente desarrollo en términos de los elementos del
robot delta

2bZ sin θi + 2b(X cos βi + Y sin βi −∆L) cos θi

−(X −∆L cos βi)
2 − (Y −∆L sin βi)

2 − Z2 − b2 + a2 = 0

se obtienen los siguientes resultados

Ai = 2bZ ; Bi = 2b(X cos βi + Y sin βi −∆L);

Ci = −[(X −∆L cos βi)
2 + (Y −∆L sin βi)

2 + Z2 + b2 − a2]
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A partir de este modelo se deducirá el jacobiano asociado a esta transformación.

2.1. Jacobiano de la cinemática inversa

De la configuración del robot en el espacio articular, en términos de la posición carte-
siana del efector final x = (X, Y, Z) = (X1, X2, X3) se proponen los siguientes cambios de
variables para generar el análisis del jacobiano del robot como a continuación se muestra

tan
θi
2

=
−Ai ±

√
Bi

2 + Ai
2 − Ci2

Ci −Bi

=
−Ai ±Ri

Di

=
h±i
Di

= g±i

con

Ri =
√
Bi

2 + Ai
2 − Ci2

Di = Ci −Bi ; h±i = −Ai ±Ri

Despejando el valor de θi en términos de g±i se obtiene que

θi = 2 arctan(g±i )

Ahora que se establecen los cambios de variables, se procede a calcular el jacobiano
de la cinemática inversa de la siguiente manera

[Jθ(x)]ij =
∂θi
∂Xj

=
∂θi
∂g±k

∂g±k
∂Xj

de donde

∂θi
∂g±k

=
∂(2 arctan g±i )

∂g±k
δik =

2

1 + (g±i )2
=

2

1 + (
h±i
Di

)2
=

2(Di)
2

(Di)2 + (h±i )2
(2.1)
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y

∂g±k
∂Xj

=
∂

∂Xj

(
h±i
Di

) =
∂

∂Xj

(
−Ai ±Ri

Di

)

Ahora se considera la siguiente trasformación ∂Fi

∂Xj
= F j

i con {Fi} alguno de los ele-

mentos de la solución para la cinemática inversa Ai, Bi, Ci o de los cambios de variable
Ri y Di. Entonces {F j

i |F
j
i = Aji ó Bj

i ó Cj
i ó Dj

i ó Rj
i} de tal forma que

∂g±k
∂Xj

=
Di(−Aji ±R

j
i )− h±i (Dj

i )

(Di)2
(2.2)

Sustituyendo (??) y (2.2) en (2.1) el jacobiano de la cinemática inversa es

[Jθ(x)]ij =
∂θi
∂g±k

∂g±k
∂Xj

=
−2Di(−Aji ∓R

j
i ) + 2h∓i (Dj

i )

(Di)2 + (h±i )2
(2.3)

donde los valores de Rj
i son

R1
i =

BiB
1
i − CiC1

i

Ri

; R2
i =

BiB
2
i − CiC3

i

Ri

; R3
i =

2bAi − 2ZCi
Ri

,

los valores de Aji son

A1
i = 0 ; A2

i = 0 ; A3
i = 2b,

los valores de Bj
i son
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B1
i = 2b cos βi ; B2

i = 2b sin βi ; B3
i = 0,

los valores de Cj
i son

C1
i = 2[−X + ∆L cos βi] ; C2

i = 2[−Y + ∆L sin βi] ; C3
i = Z,

y los valores de Dj
i son

D1
i = 2[−X + (∆L+ b) cos βi] ; D2

i = 2[−Y + (∆L+ b) sin βi] ; D3
i = Z.

2.2. Modelo dinámico del robot

Si se desea que un robot sea capaz de desplazarse a grandes velocidades y aceleracio-
nes y mantener su precisión y estabilidad, es fundamental considerar el modelo dinámico
de éste en el diseño del control [23]. Primero, un modelo dinámico puede ser usado para
la simulación del movimiento del robot, para examinar el comportamiento del modelo
bajo varias condiciones de funcionamiento y predecir el comportamiento del sistema. En
este aspecto, varias tareas de automatización pueden ser examinadas sin la necesidad de
un sistema real [24]. Segundo, el análisis dinámico puede ser utilizado para el desarrollo
de un modelo realista que permita alcanzar un funcionamiento óptimo bajo condiciones
de altas aceleraciones. Tercero, el análisis dinámico de un manipulador revela todas las
fuerzas de reacción (y momentos) necesitados para el diseño y evaluación de la estructura
mecánica del robot, y el dimensionamiento de los actuadores.

Hay dos tipos de modelos dinámicos, el modelo dinámico directo y modelo dinámico
inverso. Para el modelo dinámico directo dado un vector de pares fuerzas aplicados, tra-
duce el movimiento resultante como una función de tiempo [25]. Mientras que el modelo
dinámico inverso encuentra los pares fuerzas de los actuadores requeridos y genera la
trayectoria deseada del manipulador. En particular, el análisis que se describe a conti-
nuación está basado en el modelo inverso e inspirado en el trabajo realizado por Luis
Ángel Silva sobre análisis y desarrollo de la plataforma paralela robotenis [26].
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Formulación Lagrangiana

La formulación Lagrangiana tiene como base las leyes energéticas para la dinámica de
cuerpos ŕıgidos [27]. Una consecuencia de lo anterior es que la formulación Lagrangiana es
independiente de los sistemas de coordenadas y, por tanto, permite obtener conclusiones
generales de la descripción del movimiento [28]. La formulación de base es

d

dt
(
∂L

∂q̇j
)− ∂L

∂qj
= Qj +

m∑
i=1

λi
∂fi
∂qj

y L = K − V. (2.4)

con L la función de Lagrange, K la enerǵıa cinética, V la enerǵıa potencial, j = 1 a n y
qj, el ı́ndice, número y el vector de coordenadas generalizadas respectivamente,

qj = [X, Y, Z, θ1, θ2, θ3]

Para el robot paralelo n = 6 y los términos i, m, fi, como el ı́ndice, número y función
de restricción respectivamente. Entones la función de restricciones geométricas está dada
por

fi = ‖x′i − xci‖2 − a2 = (X ′ −Xi)
2 + (Y ′ − Yi)2 + (Z ′ − Zi)2 − a2 = 0 (2.5)

con x′i y xci descritos en el modelado de la cinemática inversa. Además λi es el multipli-
cador de Lagrange y Qj las fuerzas externas generalizadas, con

Qj = [0, 0, 0, Q4, Q5, Q6] = [0, 0, 0, τ1, τ2, τ3]

donde τi es el par del motor en el brazo i de tal forma que

τi =
d

dt
(
∂L

∂θ̇i
)− ∂L

∂θi
− λi

∂fi
∂θi

(2.6)
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2.2. MODELO DINÁMICO DEL ROBOT

o escrito (2.6) en forma vectorial

τ =
d

dt
(5θ̇ L)−5θ L− Jf (θ)λ (2.7)

donde Jf (θ) es el gradiente de la función vectorial de restricción f, cuyas componentes se
describen en (2.5), con respecto del vector θ; esto es

[Jf (θ)]ij =
∂fi
∂θj

=
∂fi
∂θi

∂θi
∂θj

=
∂fi
∂θi

δij.

Tomando la función anterior para i = 1 a 3 se tiene:

∂fi
∂θi

= 2b sin θi(X cos βi + Y sin βi −∆L)− 2b cos θiZ

Ahora se toman los valores de j = 1 a 3, entonces qj = Xj = [X, Y, Z]. De esta
manera, para obtener los multiplicadores de Lagarnge, se tiene

3∑
i=1

λi
∂fi
∂Xj

=
d

dt
(
∂L

∂Ẋj

)− ∂L

∂Xj

(2.8)

o escrito (2.8) en forma vectorial

JTf (x)λ =
d

dt
(5ẋ L)−5x L (2.9)
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donde Jf (x) es el Jacobiano de la función de restricción f con respecto del vector x, es
decir

[Jf (x)]ij =
∂fi
∂Xj

En componentes:

∂fi
∂X

= 2[X − (∆L+ b cos θi) cos βi]

∂fi
∂Y

= 2[Y − (∆L+ b cos θi) sin βi]

∂fi
∂Z

= 2(Z − b sin θi)

Ahora se define la enerǵıa cinética (K) y potencial (V ) del robot

K =
3∑
i=1

(Kai +Kbi) +Kl

V =
3∑
i=1

(Vai + Vbi) + Vl

Con Kbi la enerǵıa cinética del iésimo eslabón de magnitud b, Kai la enerǵıa cinética
del iésimo eslabón de magnitud a y Kl la enerǵıa cinética de la plataforma móvil. De
manera que la enerǵıa cinética total queda escrita como

Kl =
1

2
ml(Ẋ

2 + Ẏ 2 + Ż2) ; Kbi =
1

2
Ibθ̇

2
i

Kai =
1

2
ma{

1

3
[(Ẋ cos βi+ Ẏ sin βi+ bθ̇i sin θi)

2 +(−Ẋ sin βi+ Ẏ cos βi)
2 +(Ż− bθ̇i cos θi)

2]

−b(Ẋ cos βi + Ẏ sin βi)θ̇i sin θi + bŻθ̇i cos θi}
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De forma similar, para la enerǵıa potencial, Vbi es la enerǵıa potencial del iésismo
eslabón de magnitud b, Vai es la enerǵıa potencial del iésimo eslabón de magnitud a y
Vl es la enerǵıa potencial de la plataforma móvil. De donde la enerǵıa potencial total
está dada por

Vl = −mlgZ ; Vbi = −1

2
mbgbsenθi ; Vai = −1

2
mag(Z − bsenθi)

2.3. Descripción sintetizada del modelo dinámico

Para obtener las ecuaciones de las derivadas de la función Lagrangiana y de las
ecuaciones de restricción fi, con respecto a las tres primeras coordenadas generaliza-
das qi = [X, Y, Z], se deriva la función Lagrangiana respecto de X y Ẋ como sigue

d

dt
(
∂L

∂Ẋ
)− ∂L

∂X
= (ma +ml)Ẍ −

1

6
mab

3∑
i=1

cos βi(θ̈isenθi + θ̇2i cos θi) =

(ma +ml)Ẍ −
1

6
mab

3∑
i=1

θ̇2i cos θi cos βi −
1

6
mab

3∑
i=1

θ̈isenθi cos βi

Usando la trasformación

£(Ẍ) = (ma +ml)Ẍ

h1 · θ̇ =
3∑
i=1

(θ̇i cos θi cos βi)θ̇i

w1 · θ̈ =
3∑
i=1

(senθi cos βi)θ̈i

se tiene

d

dt
(
∂L

∂Ẋ
)− ∂L

∂X
= £(Ẍ)− 1

6
mab h1 · θ̇ −

1

6
mab w1 · θ̈
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La derivada de la función Lagrangiana respecto de Y y Ẏ es

d

dt
(
∂L

∂Ẏ
)− ∂L

∂Y
= (ma +ml)Ÿ −

1

6
mab

3∑
i=1

senβi(θ̈isenθi + θ̇2i cos θi) =

(ma +ml)Ÿ −
1

6
mab

3∑
i=1

θ̇2i cos θisenβi −
1

6
mab

3∑
i=1

θ̈isenθisenβi

Usando la trasformación

£(Ÿ ) = (ma +ml)Ÿ

h2 · θ̇ =
3∑
i=1

(θ̇i cos θisenβi)θ̇i

w2 · θ̈ =
3∑
i=1

(senθisenβi)θ̈i

se tiene

d

dt
(
∂L

∂Ẏ
)− ∂L

∂Y
= £(Ÿ )− 1

6
mab h2 · θ̇ −

1

6
mab w2 · θ̈

La derivada de la función Lagrangiana respecto de Z y Ż es

d

dt
(
∂L

∂Ż
)− ∂L

∂Z
= (ma +ml)Z̈ −

1

6
mab

3∑
i=1

(θ̈i cos θi − θ̇2i senθi)− (ml +
3

2
ma)g =

(ma +ml)Z̈ − (ml +
3

2
ma)g +

1

6
mab

3∑
i=1

θ̇2i senθi −
1

6
mab

3∑
i=1

θ̈i cos θi
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Usando el cambio de variables

£(Z̈) = (ma +ml)Z̈ − (ml +
3

2
ma)g

h3 · θ̇ =
3∑
i=1

(−θ̇isenθi)θ̇i

w3 · θ̈ =
3∑
i=1

(cos θi)θ̈i

se tiene que

d

dt
(
∂L

∂Ż
)− ∂L

∂Z
= £(Z̈)− 1

6
mab h3 · θ̇ −

1

6
mab w3 · θ̈

De manera que escribiendo las derivadas la función Lagrangiana (2.9) en forma vec-
torial se tiene

d

dt
(5Ẋ L)−5X L = £(Ẍ)− 1

6
mab Hθ̇ − 1

6
mab Wθ̈ (2.10)

con W la matriz W = [w1,w2,w3]
T .

y H la matriz H = [h1,h2,h3]
T .

Ahora, de las ecuaciones que describen el comportamiento de los multiplicadores de
Lagrange (2.9) descritas en forma vectorial, las derivadas del lagrangiano (2.10) se tiene
que

JTf (x)λ = £(ẍ)− 1

6
mab Hθ̇ − 1

6
mab Wθ̈ (2.11)
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por lo que el vector de multiplicadores de Lagrange descrito a partir de (2.11) λ es

λ = J−Tf (x)£(ẍ)− 1

6
mab J−Tf (x)Hθ̇ − 1

6
mab J−Tf (x)Wθ̈ (2.12)

Entonces, para las derivadas de la función Lagrangiana y de las ecuaciones de restric-
ción fi con respecto a las siguientes tres coordenadas generalizadas qj = θi = [θ1, θ2, θ3]
se tiene lo siguiente

d

dt
(
∂L

∂θ̇i
) = (

1

3
mab

2 + Ib)θ̈i

−1

6
mab[senθi(cos βiẌ + senβiŸ + Żθ̇i) + cos θi(cos βiẊθ̇i + senβiẎ θ̇i − Z̈)]

∂L

∂θi
=

1

2
gb cos θi(mb +ma)−

1

6
mabθ̇i(cos βi cos θiẊ + senβi cos θiẎ + senθiŻ).

Reduciendo las derivadas de la función Lagrangiana con respecto a las últimas tres
coordenadas generalizadas qj = θi se obtiene

d

dt
(
∂L

∂θ̇i
)− ∂L

∂θi
= (Ib +

1

3
mab

2)θ̈i −
1

6
mab[senθi(cos βiẌ + senβiŸ )− cos θiZ̈]

+
1

2
gb cos θi(ma +mb)

Ahora se proponen los siguientes cambios de variable para reducir las derivadas de la
función Lagrangiana.

M = Ib +
1

3
mab

2 ; M1 = −1

6
mab ; M0 =

1

2
gb(ma +mb)

Ti(Ẍ, Ÿ ) = cos βiẌ + senβiŸ
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2.3. DESCRIPCIÓN SINTETIZADA DEL MODELO DINÁMICO

Con lo anterior se pueden reescribir las derivadas de la función Lagrangiana como una
función de la posición y aceleración de los actuadores en cada brazo, como a continuación
se indica

d

dt
(
∂L

∂θ̇i
)− ∂L

∂θi
= Mθ̈i +M1(senθiTi(Ẍ, Ÿ )− Z̈ cos θi +M0 cos θi.

Nuevamente se realiza un cambio de variable:

M(Z̈) = M0 −M1Z̈

con lo que derivadas de la función Lagrangiana quedan escritas como

d

dt
(
∂L

∂θ̇i
)− ∂L

∂θi
= Mθ̈i +M1Ti(Ẍ, Ÿ )senθi +M(Z̈) cos θi.

Entonces sustituyendo lo anterior en la ecuación del par de cada motor se obtiene que

τi = Mθ̈i +M1Ti(Ẍ, Ÿ )senθi +M(Z̈) cos θi − λi
∂fi
∂θi

que escrito en forma vectorial queda

τ = M I θ̈ +M1ts(Ẍ, Ÿ ) + mc(Z̈)− Jf (θ)λ (2.13)

con

[ts]i = [ts(Ẍ, Ÿ )]i = Ti(Ẍ, Ÿ )senθi
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[mc]i = [mc(Z̈)]i = M(Z̈) cos θi

Sustituyendo el valor obtenido para el vector de multiplicadores de Lagrange descrito
por (2.12), se tiene que

τ = M I θ̈ +M1ts + mc − Jf (θ)[J−Tf (x)]£(ẍ)

−M1 Jf (θ)J−Tf (x)Hθ̇ −M1 Jf (θ)J−Tf (x)Wθ̈.

Factorizando el vector aceleración en los actuadores se tiene la ecuación para el com-
portamiento dinámico en ada uno de los pares del motor en forma semejante, al modelo
de los robots seriales, descrita como

τ = M(θ)θ̈ + C(θ, θ̇)θ̇ + g(θ) (2.14)

con M(θ) la matriz de inercias que depende de θ y x y definida como sigue

M(θ) = M I −M1 Jf (θ)J−Tf (x)W(θ),

C(θ, θ̇) la matriz de efectos de Coriolis que depende de θ, θ̇ y x definida como

C(θ, θ̇) = −M1 Jf (θ)J−Tf (x)H(θ̇)

y g(θ) el vector de gravedad que depende de θ y ẍ

g(θ) = M1ts + mc − Jf (θ)J−Tf (x)£(ẍ)
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A pesar de haber logrado la descripción de la dinámica para los pares de los motores en
(2.14) de forma semejante a la del los robots seriales, está no cumple con las propiedades
estudiadas para la dinámica estos robots. por consiguiente pareceŕıa conveniente realizar
algún estudio mas profundo. Por cuestiones de tiempo no fue posible continuar el análisis
dinámico, por esta razón solo quedan como una contribución al control del robot delta y
no se mencionaran en le siguiente capitulo.
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Caṕıtulo 3

Śıntesis y análisis de controles para
el robot

En esta sección se desarrolla la śıntesis de controles para el robot paralelo tipo delta.
Simultáneamente, con la śıntesis de controles se lleva a cabo un análisis de estabilidad
del sistema en lazo cerrado. En una primera instancia los controles se desarrollan con la
hipótesis de que todos los elementos son bien conocidos (no tienen errores) y se obtienen
condiciones para la estabilidad. En una segunda instancia se consideran errores en los
términos que intervienen en la expresión de la ley de control, lo cual constituye un es-
cenario más real para una aplicación práctica. T́ıpicamente estos errores se presentan en
condiciones de aplicaciones reales debido al uso de sensores los cuales generalmente invo-
lucran fuentes de error como ruido en sus señales o el desconocimiento de los parámetros
exactos del modelo del sensor entre otros. Otras fuentes de error son el desconocimiento
de los parámetros reales del modelo del sistema. Esto puede ser ocasionado, por ejemplo,
por variaciones en la fabricación del sistema real. Cabe mencionar que la propuesta de
control será basada en la cinemática del robot manipulador.

Es importante resaltar que el control se desarrollará con base en la técnica de control
de función de tarea. Enseguida se hace un breve recordatorio de los conceptos más im-
portantes de esta técnica.

3.1. Control del robot basado en la función de tarea

Partiendo de la formulación de control de función de tarea desarrollada en [22], y
considerando que en le capitulo anterior se realizarán śıntesis de control basados en esta
técnica. Una forma de proponer el control para el robot manipulador es a través del
modelo en velocidad del mismo, es decir, a través de las velocidades de cada uno de los
actuadores. Para ello se tiene que θ̇ = u, con u la variable de control del sistema.
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Para el control basado en la función de tarea, se propuso una función que debe ser
regulada a cero para que la tarea se lleve a cabo. Es el caso de la función de error la cual
representa el sistema descrito por: robot manipulador y objeto deseado, con q como un
vector de coordenadas generales, que pueden ser denotadas como coordenadas tridimen-
sionales x o mediciones del sensor s.

e = qd (t)− q (θ, t) (3.1)

Entonces, sea t el tiempo de evolución, para la dinámica del sistema descrito en ter-
minos de la unción de tarea y de la variable de control u como un sistema no lineal, su
representación es de la forma:

ė = f(e,u, t)

Ahora sea el vector e = e(θ, t) una función vectorial real definida en D ⊆ R3 con
e = (e1(θ, t), e2(θ, t), e3(θ, t))

T . Por lo que del teorema de derivación total:

de =
∂e

∂t
dt+

[
∂e

∂θ

]
dθ

Entonces la derivada total con respecto a t es ė descrita como:

ė =
de

dt
=
∂e

∂t
+

[
∂e

∂θ

]
θ̇

Por lo que, como se mencionó anteriormente, el control en velocidad implica que
u = θ̇. De manera que la dinámica del sistema para la función de tarea propuesta seŕıa:

ė =
∂e

∂t
−
[
∂e

∂θ

]
u
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ė =
∂e

∂t
− Je(θ)u (3.2)

con Je(θ) =

[
∂e

∂θ

]
=

[
∂e

∂q

] [
∂q

∂θ

]
= Je(q)Jq(θ)

y Je(q) como el Jacobiano de la tarea, el cual es invertible.

La ecuación (3.2) constituye el sistema de control que se utilizará para realizar las
śıntesis de control en las secciones siguientes.

3.2. Control proporcional (P)

Para el sistema (3.2) se propone realizar un controlador que asemeje las caracteŕısticas
del un control proporcional a través de la matriz diagonal de ganancias Kp de tal manera
que la dinámica del sistema controlado (en lazo cerrado) tome la forma:

ė = −Kpe . (3.3)

La ecuación (3.3) corresponde a un sistema lineal cuyo estado e→ 0 conforme t→∞.
Por lo que imponiendo la dinámica (3.3) al sistema (3.2):

∂e

∂t
− Je(θ)u = −Kpe

de donde despejando u se obtiene la siguiente ley de control:

u = J−1e (θ)

[
∂e

∂t
+ Kpe

]
(3.4)
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La anterior es una ley de control proporcional que involucra el conocimiento del jaco-
biano asociado a la función de error aśı como la medición del error mismo y la velocidad
de éste. Esto último implica tanto la medición del estado del robot como del objeto a ma-
nipular aśı como las velocidades de ambos. A continuación se expresa esta ley de control
usando un sistema de coordenadas.

3.2.1. Control P en el espacio cartesiano

Ya que el órgano terminal del robot paralelo evoluciona en el espacio cartesiano, se
usará el vector x = (X, Y, Z) que describe la posición del efector final en coordenadas
cartesianas. Asimismo, la posición del objeto a manipular se considera en coordenadas
cartesianas. Además se supone que tanto el robot como el objeto a manipular evolucio-
nan en el espacio de trabajo del robot (espacio geométrico definido por los movimientos
dentro del alcance del robot).

Se proponen dos vectores para describir las posiciones del objeto deseado y del efec-
tor final del robot. El vector de posición del objeto (o posición deseada para el robot)
que se desplaza en el espacio de trabajo se escribe xd = xd(t), y el vector de posición
del efector final del manipulador robot es x(θ). Por facilidad de notación estos vectores
se escribirán simplemente como xd y x salvo cuando pueda existir confusión. Con la no-
tación anterior se propone una función de tarea dado por (comparar con la ecuación (3.1))

ex = xd − x (3.5)

Sustituyendo (3.5) en la ley de control proporcional de tarea en (3.4) se tiene la
expresión de la ley de control en coordenadas cartesianas

ux = J−1ex (θ)

[
∂ex
∂t

+ Kpex

]

Sustituyendo (3.5) en (3.2) y en el término para la parcial respecto al tiempo de (3.4)
se tiene

Jex(θ) =
∂ex
∂θ

=
∂x

∂θ
= Jx(θ) (3.6)
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y

∂ex
∂t

=
∂xd
∂t

=
dxd
dt

= ẋd

de donde una expresión alternativa para la ley de control obtenida en coordenadas car-
tesianas es:

ux = J−1x (θ)[ẋd + Kp ex] (3.7)

Para implementar la ley de control (3.7) en la práctica es necesario conocer el jaco-
biano asociado a la cinemática directa (Jx(θ)). Además es necesario conocer la velocidad
del objeto a manipular (ẋd) aśı como la posición del robot y del objeto a manipular (e).
Sin embargo, debido a las caracteŕısticas del robot delta (cinemática directa en forma de
función impĺıcita) no es fácil obtener un modelo del Jacobiano asociado a la cinemática
directa. Por lo que se propone utilizar el Jacobiano asociado a la cinemática inversa:

Jx(θ) =

[
∂x

∂θ

]
a diferencia del Jacobiano Jθ(x) =

[
∂θ

∂x

]

De tal manera que si:

J−1x (θ) =

[
∂x

∂θ

]−1
=
∂θ

∂x
= Jθ(x)

se puede escribir la ley de control (3.7) como:

ux = Jθ(x)[ẋd + Kp ex] (3.8)
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Considerando que Jx(θ)Jθ(x) = I, con I la matriz identidad de dimensión 3 × 3, el
control (3.9) asegura que la trayectoria del robot converge exponencialmente hacia la tra-
yectoria del objeto deseado (e→ 0). Sin embargo, como se ha mencionado anteriormente,
los términos que intervienen en la ley de control son dif́ıciles de conocer con exactitud en
la práctica. Enseguida se verá la influencia de errores en estos términos sobre el desem-
peño del sistema controlado.

3.2.2. Análisis de estabilidad y robustez para el control P en el
espacio cartesiano

El modelo de tarea, a pesar de ser flexible y razonablemente fácil de implementar,
tiene como cualquier otro modelo matemático para un proceso real, un grado de incerti-
dumbre; además intervienen imprecisiones del sistema real [29]. Ya que en la mayoŕıa de
los casos es deseable la generación de un algoritmo que controle de manera eficiente el
proceso real, es necesario involucrar en el diseño del controlador, expĺıcitamente, las fuen-
tes de incertidumbre. Además, en el análisis de estabilidad asociado al sistema controlado
se debe evaluar el efecto de las incertidumbres sobre el comportamiento del sistema. En
la medida que el modelo empleado describa el comportamiento del sistema disminuirá la
incertidumbre y se mejorará el desempeño del sistema controlado. Esta aproximación
puede llegar a ser extremadamente compleja para ser descrita en forma absoluta por el
modelo de tarea. Sin embargo, una alternativa es perseguir un objetivo menos ambicioso,
por ejemplo un modelo local. De esta manera se puede aproximar localmente la función
de tarea con un modelo lineal e invariante en el tiempo, lo cual facilita el análisis del sis-
tema bajo un conjunto de hipótesis. Además permite la śıntesis de controladores simples
pero funcionales como el caso del controlador proporcional integral [30].

Considerando que los términos de la ley de control (3.7) son dif́ıciles de conocer con
exactitud en la práctica se desea examinar la influencia de errores en esos términos sobre
el desempeño del sistema controlado. Por ejemplo considere el hecho de que no se puede
medir de forma precisa la velocidad deseada del objeto a manipular, las posiciones del
efector final y del objeto a manipular ni el Jacobiano de la cinemática inversa y que lo
único que está disponible son aproximaciones de estas cantidades. Con esta consideración
se sustituyen los términos de la ley de control por las aproximaciones disponibles las cua-
les se notarán con el śımbolo ’ˆ’ encima de la cantidad estimada. Es decir, se denotará ˙̂xd
y Ĵθ(x) respectivamente a estas aproximaciones, por lo que se escribe

ux = Ĵθ(x)[ ˙̂xd + Kp êx] (3.9)
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Sustituyendo (3.9) en la dinámica ecuacion (2.2) de la función de tarea en el espacio
de 3D se tiene que:

ėx = ẋd − JX(θ)Ĵθ(x)[ ˙̂xd + Kp êx]

De tal forma que si JX(θ)Ĵθ(x) = K′ con K′, como una matriz de componentes cons-
tantes, en la cual todos sus coeficientes pueden ser diferentes o resultar en los elementos
de una matriz diagonal entonces:

ėx = ẋd −K′[ ˙̂xd + Kp êx] = [ẋd −K′ ˙̂xd]−K′Kp êx. (3.10)

Ahora, si se propone que x̂ = Dcx + cx y x̂d = Dcxd + cx como un modelo de error.
Hay mas, pero este cubre una cantidad significativa de casos. Con Dc y cx, la matriz de
diagonal y el vector ambos constantes respectivamente, y la aproximación del error es

êx = x̂d − x̂ = Dc(xd − x) = Dcex

entonces

êx = Dcex (3.11)

Adicionalmente ˙̂x = Dcẋ, ˙̂xd = Dcẋd y ˙̂ex = Dcėx, por lo que, del termino que depende
de la velocidad deseada ẋd para la ecuación (2.13), se obtiene

ẋd −K′ ˙̂xd = [ I−K′Dc]ẋd (3.12)

De sustituir los resultados obtenidos en (3.11) y (3.12) en la ecuación (3.10) se obtiene
que
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ėx = [ I−K′Dc]ẋd −K′KpDc ex

Ahora, si se propone que ẋd = α, con α un vector de valores constantes (por ejemplo
que el objeto a manipular esté en una banda transportadora que se desplaza a velocidad
constante), la ecuación anterior pasa de un sistema variante en el tiempo a uno invariante,
entonces:

ėx = [ I−K′Dc]α−K′KpDc ex

Si se realiza el siguiente cambio de variable, δ = [ I−K′Dc]α y eδ = ėx, entonces:

eδ = δ −K′KpDc ex

y al calcular la dinámica para ėδ se tiene que

ėδ = −K′KpDc ėx = −K′KpDc eδ

De manera que si la matriz K′KpDc es definida positiva. eδ → 0 conforme el tiempo
t→∞, por lo tanto ex = [K′KpDc]

−1δ.

Por lo que R = adj(K′KpDc), la matriz [K′KpDc]
−1 es [K′KpDc]

−1 =
R

det(K′KpDc)

Entonces si det(K′KpDc)→∞ la función de el error ex → 0.

3.2.3. Control P basado en las señales del sensor

Como es conocido, normalmente es necesario usar un modelo complejo para poder
pasar de las señales de un sensor de posición a la obtención de la posición que se desea
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medir. Por otro lado, es también conocido que el expresar un sistema f́ısico en térmi-
nos de las señales del sensor, puede ser de ayuda para sintetizar leyes de control que
garanticen la estabilidad del sistema (que faciliten el análisis de estabilidad). Además,
estos controles tienen la ventaja de que no es necesario reconstrúır una señal de posición
sino que se utilizan directamente las señales que se obtienen del sensor. Esto reduce la
introducción de errores en la medición y puede redundar en una mejora de precisión de
la tarea a desarrollar.

Por lo anteriormente expuesto es de interés realizar una śıntesis de control basado en
las señales del sensor. Para ello es necesario expresar el sistema de control en términos
de estas coordenadas. Con esta idea se usará el vector s que describe la señal que entrega
el sensor.

De modo que se proponen dos coordenadas para describir la diferencia entre el objeto
deseado y el efector final del robot. Las coordenadas deseadas del objeto que desplaza
en el espacio de trabajo descritas por el sensor como sd = sd(t), y las coordenadas en las
que se encuentra el efector final del manipulador robot como s(x(θ), t). Que en lo general
solo serán descritas como sd y s. Por lo que se propone una función de tarea dada por
la ecuación (3.1) que deberá ser regulada a cero para asegurar el cumplimiento de la tarea.

es = sd − s (3.13)

Sustituyendo (3.13) en la ley de control proporcional de tarea (3.6):

us = J−1es (θ)

[
∂es
∂t

+ Kpes

]

se obtienen los siguientes resultados, primero de sustituir (3.13) en (3.2)

Jes(θ) =
∂es
∂θ

=
∂s

∂θ
=
∂s

∂x

∂x

∂θ
= Js(x)Jx(θ)

con Js(x) =
∂s

∂x
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el jacobiano de la transformación entre las coordenadas 3D en el espacio de trabajo del
robot x y las mediciones del sensor s. Después para el término para la parcial respecto
al tiempo de (3.5), entonces

∂es
∂t

=
∂sd
∂t

=
dsd
dt

= ṡd

de donde la ley de control obtenida para el espacio del sensor es:

us = J−1x (θ)J−1s (x)[ṡd + Kp es] (3.14)

Para implementar la ley de control (3.14) en la práctica es necesario conocer el ja-
cobiano asociado a la cinemática directa (Jx(θ)). Sin embargo, como comentado ante-
riormente, debido a las caracteŕısticas del robot delta (cinemática directa en forma de
función impĺıcita) no es fácil obtener un modelo del Jacobiano asociado a la cinemática
directa. Por lo que se propone utilizar el Jacobiano asociado a la cinemática inversa:

Jx(θ) =

[
∂x

∂θ

]
a diferencia del Jacobiano Jθ(x) =

[
∂θ

∂x

]

De tal manera que si:

J−1x (θ) =

[
∂x

∂θ

]−1
=
∂θ

∂x
= Jθ(x)

Por lo que se escribe la ley de control como:

us = Jθ(x)J−1s (x)[ṡd + Kp es] (3.15)

Considerando que Jx(θ)Jθ(x) = I, con I la matriz identidad de dimensión 3 × 3, el
control (3.15) asegura que la trayectoria del robot en coordenadas del sensor converge
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exponencialmente hacia la trayectoria del objeto deseado (es → 0). Sin embargo, como
mencionado anteriormente, los términos que intervienen en la ley de control son dif́ıciles
de conocer con exactitud en la práctica. Enseguida veremos la influencia de errores en
estos términos sobre el desempeño del sistema controlado.

3.2.4. Análisis de estabilidad y robustez para el control P ba-
sado en las señales del sensor

Del análisis previo que se generó para el control en las coordenadas del sensor de
donde se estableció que la ley de control (3.15) es

us = Jθ(s)Jx(s)[ṡd + Kp es]

para un controlador proporcional, de modo que se proponen las condiciones que conti-
nuación se indican, con la premisa de que asemejen ó aproximen el sistema real. Primero
si se impone el hecho de que no se puede obtener el Jacobiano de la cinemática inver-
sa y el Jacobiano del sensor y la reconstrucción 3D en forma precisa. De tal modo que
llamaremos, Ĵθ(x), Ĵx(s) y ˙̂s respectivamente a estas aproximaciones, por lo que se escribe

us = Ĵθ(x)Ĵ
−1
s (x)[ ˙̂sd + Kp ês] (3.16)

Sustituyendo (3.16) en la dinámica de la función de tarea en el espacio del sensor:

ės = ṡd − Js(x)Jx(θ)Ĵθ(x)Ĵ
−1
s (x)[ ˙̂sd + Kp ês]

De tal forma que si JX(θ)Ĵθ(x) = K′′ y Js(x)K′′Ĵ
−1
s (x) = K′ con K′ como una ma-

triz de componentes constantes, en la cual todos sus coeficientes pueden ser diferentes o
resultar en los elementos de una matriz diagonal entonces:

ės = ṡd −K′[ ˙̂sd + Kp ês] = [ṡd −K′ ˙̂sd]−K′Kp ês (3.17)
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Se propone que ŝ = Dcs + cs y ŝd = Dcsd + cs, con Dc y cs, la matriz de diagonal y
el vector ambos constantes respectivamente, y la aproximación del error

ês = ŝd − ŝ = Dc(sd − s) = Dces

Del estudio de sensores de imagen como es el caso de cámaras de video. Para la fun-
ción de aproximación para el error ês, a medida en que s→ sd, la aproximación del error
ês → 0, lo cual lo satisface el resultado

ês = Dces (3.18)

De modo que ˙̂s = Dcṡ, ˙̂sd = Dcṡd y ˙̂es = Dcės, entonces

ṡd −K′ ˙̂sd = [ I−K′Dc]ṡd (3.19)

Por lo tanto de sustituir los resultados obtenidos en (3.18) y (3.19) en la ecuación
(3.17)

ės = [ I−K′Dc]ṡd −K′KpDc es

Ahora la primera condición para obtener la convergencia del sistema es que las velo-
cidades realizadas por el manipulador tanto como por el sensor deben ser finitas. Esta
condición se cumple siempre que la medición para ṡd entre una iteración y otra, perte-
nezcan a la región delimitada por la cota impuesta por el tratamiento de imágenes, de tal
manera que ṡd = α. Con α el vector de valores acotados por el tratamiento de imágenes.

ės = [ I−K′Dc]α−K′KpDc es
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Figura 3.1: Representación, cota para el procesamiento de imágenes.

Si se realiza el siguiente cambio de variable, δ = [ I−K′Dc]α y eδ = ės, entonces:

eδ = δ −K′KpDc es

y al calcular la dinámica para ėδ se tiene que

ėδ = −K′KpDc ės = −K′KpDc eδ

De manera que si la matriz K′KpDc es definida positiva. eδ → 0 conforme el tiempo
t→∞, por lo tanto es = [K′KpDc]

−1δ.

Por lo que R = adj(K′KpDc), la matriz [K′KpDc]
−1 es [K′KpDc]

−1 =
R

det(K′KpDc)

Entonces si el det(K′KpDc)→∞ la función de tarea para las coordenadas del sensor
es → 0.
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3.3. Control proporcional-integral (PI)

Ahora, la siguiente forma de proponer el control para el robot manipulador es a través
de la velocidad de cada uno de los actuadores. Con θ̇ = y como la salida del sistema.
Además para el control basado en las condiciones de tarea descritas, se retorna la función
de error (3.1) descrita en coordenadas generales por

e = qd (t)− q (θ, t)

y se propone la variable que represente un segundo estado para mejorar la convergen-
cia del sistema. Como el integrador del error dado por:

σ̇ = e (3.20)

Lo cual da lugar a una segunda ley de control a través de un controlador proporcional
integral, y retomando la dinámica del sistema para la función de tarea (3.3), en términos
de la salida y se tiene:

ė =
∂e

∂t
− Je(θ)y (3.21)

De manera que la representación de estados expresada en términos de e y σ es:

d

dt

[
σ
e

]
=

[
e

∂e/∂t

]
−
[

0
Je(θ)

]
y

Entonces se impone la siguiente variable de control proporcional a la dinámica de la
función de tarea como e = u por lo que sustituyendo en (3.21) se tiene que

u =
∂e

∂t
− Je(θ)y
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de manera que el sistema puede ser escrito por la siguiente representación lineal:

d

dt

[
σ
e

]
=

[
0 I
0 0

] [
σ
e

]
+

[
0
I

]
u (3.22)

Para generar el lazo cerrado se aplica la retroalimentación del sistema dada por:

u = −
[
Ki Kp

] [σ
e

]
(3.23)

con Ki y Kp las matrices diagonales de control integral y proporcional respectivamente,
ahora sustituyendo (3.23) en la representación de estados del sistema (3.22) se tiene que:

d

dt

[
σ
e

]
=

[
0 I
−Ki −Kp

] [
σ
e

]

Para lo cual si Ki y Kp son definidas positivas o sus elementos en la diagonal son
mayores que cero, entonces la función de tarea para sistema es e→ 0 conforme el tiempo
t→∞. Entonces la siguiente ecuación describe el lazo cerrado para el controlador PI:

ė = −Ki σ −Kp e (3.24)

que escrita en forma integrodiferencial es

de

dt
= −Ki

∫ t

0

e dt−Kp e

con
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σ =

∫ t

0

e dt (3.25)

imponiendo (3.24) en la dinámica para la función de tarea en términos de la salida del
sistema (3.21)

∂e

∂t
− Je(θ)y = −Ki σ −Kp e

de donde despejando para el término de y se obtiene le siguiente ecuación para la salida
del sistema

y = J−1e (θ)

[
∂e

∂t
+ Ki σ + Kp e

]
(3.26)

3.3.1. Control PI en el espacio cartesiano

Para el control PI del robot manipulador en el espacio de 3D, la velocidad de cada
uno de los actuadores es θ̇ = y, con y el control que gobierna la señal de salida para el
sistema. Primero, como en los casos anteriores, se propone un vector que define el espacio
que se analizará. Ya que el robot paralelo se traslada en coordenadas rectangulares se
usará el vector x = (X, Y, Z) para describir la posición del robot.

Como en el caso anterior se propone una función que sea regulada a cero, para lo cual
se retorna a la función de tarea (3.6). Aśı, la función queda escrita en términos de la
posición deseada y la posición en la que se encuentra el efector final todo en coordenadas
cartesianas o 3D es

ex = xd − x

Como se hizo mención anteriormente, las caracteŕısticas del robot delta facilitan la
obtención el Jacobiano de la cinemática inversa. Esta se evalúa a través de el vector de
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posición x, por lo que se propone la reconstrucción del vector de posición en coordenadas
3D. De manera que que sustituyendo (3.6) en la ecuación (3.26)

yx = J−1ex (θ)

[
∂ex
∂t

+ Ki σx + Kp ex

]
como en el caso de los análisis anteriores para el control en le espacio de 3D se obtie-

nen los siguientes resultados.

Jex(θ) = Jx(θ) y
∂ex
∂t

= ẋd

De donde se dice que la salida y que gobierna el sistema es:

yx = J−1x (θ) [ẋd + Ki σx + Kp ex]

Como se mencionó, es fácil proponer un modelo del Jacobiano de la cinemática inversa
descrito como:

J−1x (θ) = Jθ(x)

Por lo que se concluye que la salida de control para el sistema en las coordenadas en
3D está dado por:

yx = Jθ(x)[ẋd + Ki σx + Kp ex] (3.27)

3.3.2. Análisis de estabilidad y robustez para el control PI en
el espacio cartesiano

Del análisis previo se estableció la ley para realizar control de la salida del sistema
(3.27) como:

55



3.3. CONTROL PROPORCIONAL-INTEGRAL (PI)

yx = Jθ(x)[ẋd + Ki σx + Kp ex]

con un controlador PI, de donde se incluyen las condiciones previas, de que el sistema
asemejen o aproxime el control real.

Nuevamente, se impone el hecho de que no se puede obtener el Jacobiano de la ci-
nemática directa y la reconstrucción 3D en forma precisa. De tal modo que es llamado,
Ĵθ(x) y ˙̂x respectivamente a estas aproximaciones, por lo que se escribe

ys = Ĵθ(x)[ ˙̂xd + Ki σ̂x + Kp êx]

Ahora sustituyendo en la dinámica del error en el espacio cartesiano se tiene que:

ėx = ẋd − Jx(θ)Ĵθ(x)[ẋd + KIσ̂x + KP êx] (3.28)

De tal forma que si Jx(θ)Ĵθ(x) = K′ con K′ como una matriz de componentes cons-
tantes, en la cual todos sus coeficientes pueden ser diferentes o resultar en los elementos
de una matriz diagonal entonces:

ėx = ẋd −K′( ˙̂xd + Kiσ̂x + Kp êx) = ẋd −K′ ˙̂xd −K′Kiσ̂x −K′Kp êx

Si se considera a x̂ = Dcx + cx, con cx un vector de coeficientes constantes ˙̂x = Dcẋ.
Por lo que el sistema del error es

êx = x̂d − x̂ = Dcex

˙̂ex = Dcėx

σ̂x =

∫ t

0

êxdt = Dc

∫ t

0

exdt = Dcσx
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entonces ẋd −K′ ˙̂xd = [ I−K′Dc]ẋd, por lo que

ėx = [ I−K′Dc]ẋd −K′Ki σ̂x −K′Kp êx

o

ėx = [ I−K′Dc]ẋd −K′DcKi σx −K′DcKp ex

La condición para obtener la convergencia del sistema es que las velocidades alcan-
zadas por el manipulador tanto como por el sensor deben ser finitas. Siempre que la
medición para ẋd entre una iteración y otra, pertenezcan a la región delimitada por la
cota impuesta por el tratamiento de imágenes, de tal manera que ẋd = α. Con α el
vector de valores acotados de la reconstrucción 3D.

ėx = [ I−K′Dc]α−K′KiDc σx −K′KpDc ex

Resultando en un sistema asintóticamente estable dado como:

ėx = δ −K′KiDcσx −K′KpDcex

Con δ = [ I−K′Dc]α

Entonces

ėx = δ −K′KiDc σx −K′KpDc ex

Ahora, si se escoge la variable eδ, de forma que ėx = δ−K′KiDc σx−K′KpDc ex = eδ.
De donde la dinámica para eδ es:
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ėδ = −K′KiDc σ̇x −K′KpDc ėx

= −K′KiDc ex −K′KpDc eδ

Para lo cual se realiza la siguiente representación en espacio de estados

d

dt

[
ex
eδ

]
=

[
0 I

−K′KiDc −K′KpDc

] [
ex
eδ

]

De donde si la matriz

[
0 I

−K′KiDc −K′KpDc

]
es Hurwitz el sistema es estable.

De manera que para obtener los valores propios de la matriz:

det

[
−λI I

−K′KiDc −K′KpDc − λI

]

Utilizando el complemento de Schur descrito en [31]

det

[
A B
C D

]
= det (A) det

(
D−CA−1B

)

Por lo que de identificar los términos

A = −λI

B = I

C = −K′KiDc

D = −K′KpDc − λI
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y sustituyendo en la identidad para el complemento Schur

det(−λI) det(−K′KPDc − λI− (K′KIDc)(λI)−1(I)) =

al factorizar la ecuación

det(−λI) det
(
(−λI)−1(λ2I + λK′KPDc + cK′KIDc)

)
=

Por último se hace uso de la identidad [32]. Sea c un número real y E una matriz de
n× n, entonces

det(cE) = cn det(E)

Por lo tanto identificando c = −λ se reduce a la siguiente ecuacion

det
(
λ2I + λK′KpDc + K′KiDc

)

Si Ki y Kp son definidas positivas o sus elementos en la diagonal son mayores que
cero, entonces la función de tarea para el sistema ex → 0 conforme el tiempo t→∞.

3.3.3. Control PI basado en las señales del sensor

Ahora se sintetizará un control PI en el espacio del sensor. La velocidad de cada uno
de los actuadores es θ̇ = y, con y el control que gobierna la señal de salida para el sistema.

Primero, como en los casos anteriores, se propone un vector que define el espacio del
sensor que se analizará. Ya que el robot paralelo se traslada en coordenadas rectangulares
se usará el vector x = (X, Y, Z) que describe la posición del robot. Además sd(t) y
s(x(θ), t) para las posiciones deseadas y del robot manipulador como mediciones del
sensor respectivamente. Y de igual manera se propone una función que sea regulada a
cero, para lo cual se retorna a la función de error. Para ello se retorna a la función de
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tarea (3.6). Aśı, la función queda escrita en términos de la posición deseada y la posición
en la que se encuentra el efector final, todo en coordenadas del espacio del sensor

es = sd − s

De las caracteŕısticas del robot delta se facilita la obtención el Jacobiano de la ci-
nemática inversa. Esta se evalúa a través de el vector de posición s, por lo que se propone
la reconstrucción del vector de posición en coordenadas 3D. De manera que, sustituyendo
(3.6) en la ecuación (3.26)

ys = J−1es (θ)

[
∂es
∂t

+ Ki σs + Kp es

]

como en el caso de los análisis anteriores para el control en le espacio de 3D se obtie-
nen los siguientes resultados.

Jes(θ) = Js(x)Jx(θ) y
∂es
∂t

= ṡd

De donde se dice que la salida ys que gobierna el sistema es:

ys = J−1x (θ)J−1s (x) [ṡd + Ki σs + Kp es]

Como se mencionó, es fácil proponer un modelo del Jacobiano de la cinemática inversa
descrito como:

J−1x (θ) = Jθ(x)

Por lo que se escribe la salida de control para el sistema descrito en las coordenadas
en 3D como:
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CAPÍTULO 3. SÍNTESIS Y ANÁLISIS DE CONTROLES PARA EL ROBOT

ys = Jθ(x)J−1s (x)[ṡd + Ki σs + Kp es] (3.29)

3.3.4. Análisis de estabilidad y robustez para el control PI ba-
sado en las señales del sensor

Del análisis previo que se generó para el control en el sensor, se estableció que la ley
para realizar control de la salida del sistema como: ys = [Jθ(x)Jx(s)](ṡd+Ki σs+Kp es)
con un controlador PI. Ahora se considera el caso práctico en el que los términos de la
ley de control no son perfectamente conocidos.

Del análisis previo el control es:

ys = Js(x)Jθ(x)[ṡd + Ki σs + Kp es]

con un controlador PI.

Nuevamente, si se impone el hecho de que no se puede obtener el Jacobiano de la
cinemática inversa y la medición del sensor. De tal modo que se llaman, Ĵθ(x)Ĵs(x) y
˙̂s respectivamente a estas aproximaciones, por lo que se escribe ys = Ĵθ(x)Ĵs(x)[ ˙̂sd +
Ki σ̂s + Kp ês].

Ahora se sustituye en la dinámica del error en el espacio del sensor, se tiene que:

ės = ṡd − Js(x)Jθ(x)Ĵθ(x)Ĵs(x)[ṡd + KIσ̂s + KP ês]

De tal forma que si Jx(θ)Ĵθ(x) = K′ con K′ como una matriz de componentes cons-
tantes, en la cual todos sus coeficientes pueden ser diferentes ó resultar en los elementos
de una matriz diagonal, entonces:

ės = ṡd −K′( ˙̂sd + Kiσ̂s + Kp ês) = ṡd −K′ ˙̂sd −K′Kiσ̂s −K′Kp ês
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Si se considera a ŝ = Dcs + cs, con cs un vector de coeficientes constantes, por lo que
˙̂s = Dcṡ. Por lo que el sistema del error es

ês = ŝd − ŝ = Dces

˙̂es = Dcės

σ̂s =

∫ t

0

êsdt = Dc

∫ t

0

esdt = Dcσs

Entonces ṡd −K′ ˙̂sd = [ I−K′Dc]ṡd, por lo que

ės = [ I−K′Dc]ṡd −K′Ki σ̂s −K′Kp ês

ó

ės = [ I−K′Dc]ṡd −K′DcKi σs −K′DcKp es

La condición para la convergencia del sistema es que las velocidades realizadas por
el manipulador tanto como por el objeto a manipular deben ser finitas. Esto se logra si
la medición para ṡd, entre una iteración y otra, pertenezcan a la región delimitada por
la cota impuesta por el tratamiento de imágenes, de tal manera que ṡd = α. Con α el
vector de valores acotados de la velocidad.

ės = [ I−K′Dc]α−K′KiDc σs −K′KpDc es

Resultando en un sistema asintóticamente estable dado como:

ės = δ −K′KiDcσs −K′KpDces

Con δ = [ I−K′Dc]α
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Entonces

ės = δ −K′KiDc σs −K′KpDc es

Ahora, si se escoge una variable eδ, de forma que ės = δ−K′KiDc σs−K′KpDc es =
eδ. De donde la dinámica para eδ es:

ėδ = −K′KiDc σ̇s −K′KpDc ės

= −K′KiDc es −K′KpDc eδ

Para lo cual se realiza la siguiente representación en espacio de estados

d

dt

[
es
eδ

]
=

[
0 I

−K′KiDc −K′KpDc

] [
es
eδ

]

De donde si la matriz

[
0 I

−K′KiDc −K′KpDc

]
es Hurwitz el sistema es estable.

De manera que para obtener los valores propios de la matriz:

det

[
−λI I

−K′KiDc −K′KpDc − λI

]

Utilizando el complemento de Schur descrita en [31]

det

[
A B
C D

]
= det (A) det

(
D−CA−1B

)

Por lo que al identificar los términos

A = −λI
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B = I

C = −K′KiDc

D = −K′KpDc − λI

y se sustituye en la identidad para el complemento Schur

det(−λI) det(−K′KPDc − λI− (K′KIDc)(λI)−1(I)) =

Al factorizar la ecuación

det(−λI) det
(
(−λI)−1(λ2I + λK′KPDc + cK′KIDc)

)
=

Por último se hace uso de la identidad. Sea c un número real y E una matriz de n×n,
entonces

det(cE) = cn det(E)

Por lo tanto se identifica c = −λ, y se reduce a la siguiente ecuación

det
(
λ2I + λK′KpDc + K′KiDc

)

Śı Ki y Kp son definidas positivas o sus elementos en la diagonal son mayores que
cero, entonces la función de tarea para el sistema es es → 0 conforme el tiempo t→∞.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se desarrollaron śıntesis de controles para robots paralelos
tipo delta. La tarea que se tomó como base para las śıntesis de control es la manipulación
de objetos en movimiento. Se desarrollaron dos clases de controles: a) controles en coor-
denadas cartesianas y b) controles expresados directamente en términos de las señales
del sensor (control basado en sensor).

Los controles fueron desarrollados con un enfoque en la robustez en el desempeño del
sistema controlado ante errores en la medición del estado del robot, errores de medición
de la posición y velocidad del objeto a manipular aśı como posibles errores en el modelo
del sistema. Estas son condiciones que en la práctica son comunes debido a la utiliza-
ción de sensores cuyas señales contienen perturbaciones. Diferencias en los parámetros
reales del modelo del sensor constituyen otra fuente frecuente de errores de medición. Por
otro lado, la construcción de los sistemas f́ısicos generalmente conlleva desviaciones con
respecto al modelo ideal. Estas desviaciones generan errores de modelo del sistema que
pueden llevar incluso a la inestabilidad del mismo.

Se realizaron análisis de estabilidad del sistema en lazo cerrado con los controles desa-
rrollados. Estos análisis permitieron establecer condiciones para estabilidad en términos
de estos tipos de errores. En particular se tomaron en cuenta errores en las estimacio-
nes de los términos que intervienen en las leyes de control desarrolladas. Una condición
necesaria para garantizar la estabiliad de la tarea de manipulación de un objeto en mo-
vimiento es que la velocidad de éste sea finita lo cual constituye un requerimiento común
en este tipo de análisis. Sin embargo, en este trabajo fue posible también establecer con-
diciones de estabilidad cuando no se tiene información precisa sobre esta velocidad.

En lo que respecta al modelado se obtuvo el modelo del jacobiano asociado a la ci-
nemática inversa del robot. Este jacobiano es parte fundamental de las leyes de control
desarrolladas. Adicionalmente, se calcularon expĺıcitamente los términos de dicho jaco-
biano. De esta manera resultará sencillo programarlo con miras a aplicar los controles
obtenidos en un sistema real. Por otro lado, se desarrolló el modelo dinámico del robot
tipo delta con base en la formulación Lagrangiana. El modelo pudo ser reducido a una
expresión suficientemente sencilla pero útil para análisis y śıntesis de control posteriores.
El modelo dinámico obtenido no tiene las propiedades usuales del modelo dinámico de
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robots seriales por lo que amerita un estudio complementario antes de poder ser usado
para la śıntesis de controles. Además, dada su sencillez, el modelo es adecuado para ser
implementado en una plataforma de tiempo real. Esta caracteŕıstica es muy deseable
para aplicaciones prácticas.

Las aportaciones principales de este trabajo son:

La śıntesis de leyes de control que proporcionan robustez en el desempeño de un
sistema controlado en condiciones reales.

La realización de análisis de estabilidad asociados a los controles sintetizados y, en
particular, la obtención de condiciones para estabilidad en términos de las estima-
ciones de los términos que intervienen en las leyes de control.

El desarrollo de un modelo expĺıcito para el jacobiano asociado a la cinemática
directa de los robots paralelos tipo delta.

El desarrollo de un modelo dinámico de los robots paralelos tipo delta que resulta
manejable y adaptado para aplicaciones de tiempo real.

Trabajo a futuro

Al término de este trabajo varias acciones para continuarlo quedan establecidas. To-
das ellas tienen el objetivo común de implementar los controles desarrollados en una
aplicación práctica. Algunas de las más importantes son:

Programación de los algoritmos de control desarrollados. La codificación de los
algoritmos de control es un paso indispensable para poderlos validar tanto en simu-
lación como en experimentación. Se debe tener cuidado con el costo computacional
resultante para lo cual una buena programación es necesaria.

Implementación de los algoritmos de control. Se propone que primeramente se im-
plementen en simulación para enseguida se apliquen experimentalmente. La imple-
mentación en simulaciónn permitiŕıa detectar errores de programación sin poner en
riesgo el sistema f́ısico en caso de que tales errores ocurran.

Estudio de las propiedades del modelo dinámico obtenido. Esto permitirá explotar
esas propiedades para sintetizar controles basados en este modelo que permitan
realizar tareas con velocidades más altas sin perder precisión.
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