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Resumen

En este trabajo se desarrollaron varias sintesis de control para robots paralelos tipo
delta. Algunas de las sintesis propuestas estan expresadas en el espacio cartesiano y otras
estan expresadas directamente en términos de las senales del sensor. En el andlisis de
estabilidad del sistema controlado se toman en cuenta incertidumbres en los términos que
intervienen en las leyes de control y se logran establecer condiciones para garantizar dicha
estabilidad. En particular se toman en cuenta errores asociados a la medicién del estado
del sistema asi como errores de modelado los cuales son comunes en la practica. Lo anterior
confiere robustez al desempeno del sistema controlado ante los errores mencionados.

Los controles propuestos estan basados en el modelo cinematico del robot. Particular-
mente se basan en el jacobiano asociado al modelo cinematico inverso del sistema. En este
trabajo se presenta una forma de obtener explicitamente dicho jacobiano. Adicionalmente
se deduce un modelo dindmico para el robot paralelo tipo delta [1].
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Introduccion

La robdtica es actualmente un campo de estudio muy activo. Esto se debe en parte
al interés en las aplicaciones de robots para tareas automatizadas. Entre estas tareas
se encuentran desde aplicaciones domésticas sencillas como son juguetes, dispositivos de
limpieza y vigilancia, hasta las tareas complejas como tocar instrumentos musicales y las
diferentes técnicas de manufactura avanzada. Ejemplos de estas ultimas son el pintado
de refacciones para automoviles, la soldadura de piezas mecanicas, la manipulacion de
objetos en movimiento en una linea de produccion, etc.

En las diferentes aplicaciones en robdtica se utilizan disenos de robots muy variados,
sin embargo, al hablar de robots se piensa por lo general en los disenos de robots seriales
industriales. Estos robots se inspiraron en la anatomia de un brazo humano, u otras va-
riantes que lo asemejan, tratando de imitar la versatilidad de la mano de obra humana.
Los primeros robots industriales tuvieron su aparicién en la empresa Unimation, fundada
por George Devol y Joseph F. Engelberger [2]. Algunos de los robots industriales mo-
dernos son capaces de realizar trayectorias complejas ain para el ser humano. Algunos
ejemplos de este tipo de trayectorias son las que poseen altas velocidades, repetibilidad
y precision.

La arquitectura de un robot serial estd basada en eslabones conectados de manera
consecutiva o seriada de manera que forman una cadena cinematica abierta. General-
mente cada eslabon cuenta con un actuador que le proporciona movimiento a éste. Esta
geometria resulta muy conveniente ya que el espacio de trabajo asociado al manipulador
es muy amplio. Aun asi, esta configuracién mecanica tiene una considerable desventaja:
cada par actuador-eslabén carga con el peso del resto de la cadena cinemética que le
sucede, lo que requiere gran potencia y tamano del actuador asi como una gran rigidez
que conlleva grandes dimensiones y peso del eslabén resultando en un robot pesado. Esto
compromete la maniobrabilidad del robot y disminuye su precisién para largos periodos
de trabajo, requiriendo que sean calibrados con frecuencia.

Pese a todo el desarrollo logrado en los ultimos anos, el aumento en las demandas de
aplicacion de la industria requieren el aumento de las capacidades de los robots. Particu-
larmente se requiere cada vez mayor velocidad y precision en los procesos, estabilidad en
la ejecucién de tareas, consumos energéticos menores y la robustez del desempeno ante
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perturbaciones externas. El surgimiento de los robots paralelos ha permitido ofrecer una
alternativa interesante para algunas de estas demandas.

Un robot paralelo se define como aquella estructura en la cual el efector final esta uni-
do a la base a través de varias cadenas cinemdticas cerradas [3]. Las principales ventajas
de los robots paralelos, en contraste con los robots de configuracién serie, son: las altas
velocidades, su gran rigidez y una importante capacidad para soportar pesos mayores a
la estructura mévil del sistema mecanico [4]. A continuacién se hace un breve repaso de
la robotica paralela.

Los robots paralelos

Uno de los primeros estudios conocidos de estructuras basadas en arquitecturas para-
lelas data de 1813, cuando el cientifico francés Louis Cauchy trabajara como ingeniero a
las 6rdenes de Napoledn en la invasion de Inglaterra. En aquella época, Cauchy estudié la
rigidez de un octaedro articulado. Sin embargo, no fue sino hasta 1962 que Gough y Whi-
tehall propusieron un sistema de manipulacion paralelo, el cual consistia en una maquina
para probar la resistencia al choque de neumadticos [5]. A pesar de ello, las plataformas
paralelas seguian siendo percibidas tinicamente como mecanismos de disenos complejos.
Esto debido a su pequeno espacio de trabajo comparado con los mencionados robots
seriales. En otra de las primeras aplicaciones de robots paralelos se colocaron asientos
de un teatro sobre una plataforma paralela con el fin de introducir un movimiento que
diese una apariencia més real al espectaculo [6]. No pasé mucho tiempo antes de que se
percibieran las notables ventajas que este tipo de disenos mecénicos tiene como la alta
rigidez en la estructura para plataforma Stewart [0], las altas velocidades alcanzadas por
el Delta de Raymond Clavel [7], el firme soporte por parte de la estructura externa en
Variax de Giddings y Lewis [8], etc.

Para la época de los 80’s, Raymond Clavel sugiri6 la idea de usar paralelogramos
en la construir robots paralelos con cuatro grados de libertad. A su creacion la llamo el
Robot Delta [7]. Con el tiempo su disefio de robot paralelo se convirtié en uno de los mas
exitosos debido a su simplicidad y eficiencia. Los paralelogramos de este disenio aseguran
que la plataforma movil se mantenga paralela a la plataforma fija todo el tiempo. Sus
cadenas cinematicas estan formadas con eslabones ligeros que permiten al manipulador
alcanzar aceleraciones hasta 50 g en entornos experimentales para aplicaciones industria-
les. Ademas, su uso es muy conveniente en las operaciones de manipulacién de objetos a
altas velocidades. Hoy en dia los robots Delta se encuentran en multiples aplicaciones de
la industria manufactura. En la actualidad el interés y estudios sobre los robots paralelos
han ido aumentando ya que sus caracteristicas y capacidades complementan las de los
robots seriales en aplicaciones industriales.
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Control de robots paralelos

En lo que respecta al desarrollo de algoritmos de control en las estructuras paralelas
mencionadas, estos son relativamente nuevos. Ademas, el nimero de trabajos reportados
en la literatura sobre el control de robots paralelos es limitado. Incluso la implementacion
de las técnicas de control, actualmente usadas para los robots seriales, no han sido todas
extendidas para los robots paralelos. En particular, no existen muchos trabajos sobre
el control de los robots delta. Ademads, en los trabajos existentes no se ha abordado la
cuestion de la robustez del sistema controlado ante errores de estimacion del estado del
robot ni ante errores de modelado. Ejemplo de estos son: el control de compensacién en
la dindmica parcialmente inversa de la plataforma Stewart [9], el desarrollo en la com-
pensacién de compilacién de errores en manipuladores paralelos [10], el modelo dindmico
de control robusto para un robot paralelo traslacional [11], el control de manipuladores
paralelos en muy altas aceleraciones [12], etc. Estos tipos de errores son muy comunes
en la practica e intervienen directamente en el diseno de leyes de control. Generalmente
provienen de un conocimiento limitado de los sensores utilizados para medir el estado
del robot o para detectar la posicion y velocidad de los objetos a manipular. Otra fuente
comun de error son los errores del modelo (cinematico o dindmico) del robot provenientes
de simplificaciones en el modelo o de imperfecciones en la construccion de los prototipos
fisicos.

Por lo anteriormente expuesto, resulta interesante desarrollar controles robustos para
robots paralelos. Este trabajo esta orientado en esa direccion. En particular se busca desa-
rrollar algoritmos de control para robots paralelos tipo delta que incorporen un sentido
de robustez ante errores de localizacién tanto del robot como de los objetos a manipu-
lar; asi como errores en el modelo del robot. Lo anterior considerando trayectorias que
permitan manipular objetos en movimiento. Ademas, se busca realizar un analisis de
estabilidad del sistema controlado que permita establecer condiciones de estabilidad en
términos de los elementos que intervienen en las leyes de control.

Objetivos de la tesis

El objetivo principal de este trabajo de tesis es la sintesis y andlisis de algoritmos
de control robustos para robots paralelos tipo delta. Los objetivos particulares de este
trabajo son:

= La generacion de algoritmos de control de robots paralelos tipo delta que respondan
en forma satisfactoria pese a errores en la estimacion de los términos que intervienen
en la ley de control.
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= La obtencién de un modelo matematico capaz de captar los rasgos fundamenta-
les del sistema y lo suficientemente simple de manejar para sintetizar controles y
planear tareas tales como el seguimiento de un objeto en movimiento.

= Estudiar al estabilidad del sistema en lazo cerrado y, de ser posible, establecer
condiciones de estabilidad en términos de los elementos que intervienen en la ley
de control.

Organizaciéon de la tesis

Esta tesis esta organizada en tres capitulos como sigue. En el capitulo 1 se describe
el estado del arte en el control de robots paralelos. En ese capitulo se recordaran datos
historicos de los robots industriales asi como una descripcién de las ventajas y desventa-
jas de su estructura mecanica de tipo serial. Posteriormente se introduce el concepto de
robots paralelos asi como algunos datos histéricos. También se mencionaran sus carac-
teristicas contrastandolas con las de los robots seriales. Adicionalmente, se retorna a el
desarrollo de la cinematica inversa y directa del robot delta.

En el capitulo 2 se presenta el jacobiano asociado al modelo cinematico inverso utili-
zado en este trabajo. Este jacobiano es utilizado en la sintesis de controles para el robot
delta. Ademas se realiza un desarrollo del modelo dindmico del robot delta. A partir de
este modelo se sintetizan las ecuaciones que describen el par de los actuadores del robot
en forma analoga al modelo dinamico convencional de los robots seriales.

En el capitulo 3 se presenta inicialmente y de manera breve la técnica de control
basada en tarea. Con base en esta técnica se desarrollan controles tipo P y PI, asi como
el andlisis de estabilidad asociado. Ademds se presenta la extension del analisis al caso
en el que se consideran errores en los términos que componen la ley de control.



Capitulo 1

Estado del arte de control de robots
paralelos

1.1. Panorama de la robética y el robot paralelo tipo
delta

La palabra robética (del eslavo robota que quiere decir trabajo), usada para describir
este campo de estudio, fue acunada por el escritor de ciencia ficcién Isaac Asimov [2].
La palabra robot puede referirse tanto a mecanismos fisicos como a sistemas virtuales de
software, aunque suele aludirse a los segundos con el término de bots. Un robot es una
entidad artificial ya sea virtual o mecédnica. En la practica, un robot es por lo general un
sistema electromecénico que, por su apariencia ¢ sus movimientos, ofrece la sensacion de
tener un propdsito propio.

Es conocido que desde la antigiiedad se han propuesto méquinas rudimentarias con
base en vapor de agua capaces de moverse en forma independiente. En campos como la
ciencia ficcion, la investigacion cientifica, e inclusive la industria, son bien conocidos los
sistemas auténomos como es el caso de los robots. En la actualidad la robética como
campo de estudio resulta ser bastante amplio e interdisciplinario.

Como ya se hizo mencién, los robots tienen como principal propdsito, la capacidad de
movimiento y control auténomo. En particular los de tipo industrial fueron principalmen-
te disenados para desarrollar tareas, con la consigna de realizarlas de manera repetitiva,
precisa y rapida. Dichas tareas van desde el trasporte de carga en sectores como el au-
tomotriz, hasta los cortes de precision e insercion de pastillas semiconductoras para la
fabricacion de circuitos integrados. En particular, en los sectores anteriormente mencio-
nados los robots industriales, también conocidos como brazos manipuladores, han tenido
un importante desarrollo.
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La gran versatilidad de este tipo de sistemas resulto ser una gran ventaja, permitiendo
acortar tiempos de fabricacion y reemplazar al hombre en labores que ponian en riesgo
su integridad fisica entre muchas otras aplicaciones. Los robots industriales tuvieron su
aparicién en la empresa Unimation, fundada por George Devol y Joseph F. Engelberger
en 1954; esta idea estd basada en la patente original de Devol [2].

Figura 1.1: Robot KAWASAKI: FS45N C Control

Los primeros disenos propuestos para los robots industriales toman como referencia el
cuerpo humano y en particular el brazo humano, de alli el nombre de brazo manipulador.
Inclusive cada articulacion se encuentra asociada con diferentes partes del cuerpo humano
como son la muneca, el codo, el hombro y la cintura. Los brazos manipuladores, que tie-
nen su base fija en muchos casos, cubren un rango amplio de movimientos en el que las
articulaciones se desenvuelven libremente. En la figura |1.1]| se muestra un robot manipu-
lador industrial. El diseno de estos robots es basicamente una cadena cinematica abierta
con capacidad de movimiento de translacién en 3D (tres dimensiones) y de rotacién en
otros tres ejes. Este tipo de disenos parece muy conveniente ya que, como se menciono,
el espacio de trabajo que éstos son capaces de cubrir es muy amplio. Sin embargo tam-
bién hay desventajas evidentes en este tipo de robots. Como principal desventaja esta la
relacién peso/carga que los hacen en ocasiones poco eficientes, esto es, la carga ttil que
pueden transportar es baja con relacion al peso del propio robot. Lo anterior se debe en
gran parte a que su arquitectura serial hace que cada eslabon cargue con el peso de todos
los eslabones (y sus motores) que lo suceden. De esta manera se requieren articulaciones
robustas y motores de gran potencia que las muevan, resultando en sistemas muy pesados

10
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por lo general. Ademas, el mover estas grandes inercias produce un consumo energético
mayor y un desajuste en las articulaciones para periodos largos de movimiento, por lo
que es necesario su calibracion continua.

Por otro lado la rigidez que ofrece este tipo de sistemas, si bien es suficiente para
una gran variedad de tareas, no es la mejor. Mientras que éstos son capaces de realizar
movimientos fluidos y suaves, por lo general les es mas complicado realizar una detencion
stubita bastante rigida sin sufrir desgastes significativos y desajustes.

Por lo descrito anteriormente el estudio e investigacién en los robots continué buscan-
do alternativas que no presentaran las limitaciones a las que se enfrentaron el comun de
los robots industriales. Una de las alternativas encontradas es el robot paralelo. Desde
1928 se tiene informacién acerca de este tipo de disenos. Hasta mediados de los 80 los ro-
bots paralelos sélo fueron considerados como ideas de estructuras complejas, simuladores
de vuelo, sistemas de orientacién de antenas y otros dispositivos [3].

B
[
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Figura 1.2: El prototipo de la plataforma de Gough usado en la compania Dunlop Tires

La arquitectura de los robots paralelos es muy diferente a la de los robots serie, es
una estructura en el que el efector final (también llamado plataforma mévil) estd unido
a una base o plataforma fija por mas de una cadena cinematica cerrada independiente.
Esto conduce a que, en la mayoria de los problemas, se debe de reconsiderar su analisis.
De hecho existe una extrana dualidad entre ambos tipos de mecanismos, los tipo serial
y los robots paralelos, ya que un problema de dificil soluciéon para un tipo de estructura,
es facilmente resoluble por el otro tipo de estructura, y viceversa [13], [I4]. La estructura
cinematica de los robots paralelos se conoce desde hace mucho tiempo. En 1813, Cauchy
estudio la rigidez de un octaedro articulado, sin embargo, fue mucho mas tarde cuando
Gough y Whitehall propusieron un mecanismo similar para la prueba de neumaéticos (ver

figura [5].

Como principal caracteristica deseable para los robots paralelos se encuentra la rela-
cién peso/carga que resulta para estas estructuras bastante eficiente. Esencialmente, la

11
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'

i

Figura 1.3: Robot paralelo tipo Delta Parallix LKF-2040

carga a soportar por el robot se distribuye entre las cadenas cinematicas que lo compo-
nen. Esto resulta en el hecho de que cadenas cinematicas fisicamente esbeltas y ligeras
son suficientes para transportar la carga a manipular. Ademads, las cadenas cinematicas
cerradas confieren gran firmeza al mecanismo lo que resulta en una buena capacidad para
resistir vibraciones y movimientos generados por el robot, o en su defecto externas. En
la figura se muestra un ejemplo de robot paralelo.

Gracias a las caracteristicas enunciadas anteriormente, la estructura que ejecuta los
movimientos del robot paralelo, si bien es un poco mas compleja que la de los robots
serie, resulta bastante ligera en general. Lo anterior desemboca en la ventaja de que la
estructura que se encuentra en movimiento no tenga tanto peso como en el caso de los
robots serie. Esto permite que la mayor parte de la energia suministrada por los actuado-
res sea transformada en movimiento 1til. Otra de sus ventajas es que, sin importar que el
sistema sea desacelerado stubitamente, su gran rigidez permite que esto se logre de manera
precisa, sin afectar o comprometer la estructura, asi como la estabilidad del sistema. Sin
lugar a dudas estas capacidades hacen de gran importancia el estudio e investigacion de
este tipo de robot.

A principios de los anos ochenta Reymond Clavel tuvo la idea de usar paralelogramos
para construir un robot paralelo de tres grados de libertad traslacionales y un grado de
libertad rotacional. Reymond Clavel llamé a su creacién el robot Delta (ver figura .
Con el tiempo este disenio ha resultado ser uno de los robots paralelos mas populares.

La idea basica en el diseno del robot Delta es el uso de paralelogramos, los cuales
permiten que la plataforma madvil conserve una orientacién constante con la plataforma
fija. En el esquema mostrado en la figura [1.4] se puede visualizar el uso de los tres pa-
ralelogramos (nuimero 5) que restringen completamente la orientacién de la plataforma
movil o eslabén de salida (nimero 8), la cual permanece con sélo tres grados de libertad
puramente traslacionales. Los eslabones de (ntimero 4) son actuados y estédn conectados
a la plataforma fija mediante juntas de tipo revoluta (nimero 13). Las uniones entre
los eslabones de entrada y los paralelogramos son juntas esféricas (nimeros 6a y 6b), de

12



CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE DE CONTROL DE ROBOTS PARALELOS

Figura 1.4: Esquema del robot paralelo Delta de Clavel

igual forma que las uniones entre los paralelogramos y la plataforma mévil (nimeros 7a y
7b). Finalmente, se utiliza un cuarto eslabén (nimero 14) para transmitir el movimiento
rotacional desde la base hacia el efector final montado en la plataforma movil.

Enseguida se recordara brevemente el modelo cinematico del robot Delta. El estudio
cinematico se interesa sélo por el movimiento geométrico, sin tener en cuenta las fuerzas
que lo producen. Especificamente, estd basado en su composicién geométrica, posiciones
espaciales, desplazamientos, rotaciones, velocidades y aceleraciones [15]. Es importante
recordar que existen dos problemas fundamentales a resolver en la cinemética del robot.
Primero, el problema cinematico directo, el cual consiste en determinar cual es la po-
cién y orientacién de la herramienta final (efector final) del robot, a través de los valores
conocidos para las articulaciones (juntas) y los elementos sélidos de conexién del robot
(eslabones). El segundo problema se denomina problema cinematico inverso, el cual
resuelve la configuracién (dngulos de las juntas) que debe adoptar el robot para lograr
una posicién del efector final conocida [16].

1.2. Cinematica directa

Para describir la cinematica directa del robot delta, se usara un sistema coordenado
cartesiano tridimensional descrito por los vectores ortogonales unitarios i, j y k, ya que
los desplazamientos del efector final del robot, se realizan como traslaciones cartesianas.
Para esto se ubicard el plano generado por las componentes ij en la superficie de la pla-
taforma superior (base fija) como se muestra en la figura Esta plataforma es donde
se sitian los motores.
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1.2. CINEMATICA DIRECTA

hora, se considera el origen coordenado (0,0,0), en el centro de la base fija. De este
punto parten los vectores X, Y, e; y ey siendo todos coplanares y constantes, de los
cuales los tltimos dos vectores son no ortogonales entre si, como se ilustra en la figura
[1.5] La triada de vectores Y, e; y e, forman un tridngulo equildtero, el cual soporta un
actuador en cada uno de sus vértices.

Figura 1.5: Vista superior de la estructura fija.

Se definen los vectores e; = cos 30i —sin 30j y e = — cos 30i —sin 30j en el plano XY,
con i, j como vectores unitarios en las direcciones de X y Y respectivamente. El radio de
la plataforma fija es denotado por la constante L, cémo se ilustra en las figuras [I.5]y [1.6]

Figura 1.6: Esbozo geométrico tridimensional del robot paralelo.

En la figura se observa un esquema del robot paralelo tipo delta . En esta figura,
la plataforma fija (tridngulo equildtero superior de radio L) estd conectada con la plata-
forma mévil (tridngulo equilatero inferior de radio [) a través de tres cadenas cinematicas
idénticas. Cada cadena cinematica estd compuesta por un eslabén actuado de longitud
b y un paralelogramo de longitud a. El dngulo 6; es el dngulo del eslabén actuado con

14



CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE DE CONTROL DE ROBOTS PARALELOS

respecto a la horizontal. Las dos plataformas estan entonces separadas por un vector de
posicién variable x, que va del centro de la plataforma fija al centro de la plataforma
moévil como se ilustra en la figura [1.6] La cual esta descrita en terminos de 6; como la
posicién angular del actuador, b la magnitud del eslabon actuado y a magnitud de los
paralelogramos.

Se considera al centro de la plataforma mévil, como la posicion del efector final.
Existen tres trayectorias, denotadas por C, Cs y (3, que van desde el centro de la plata-
forma fija, hasta el efector final pasando cada trayectoria por una sola cadena cinematica.

En la figura que se muestra en a), 0 representa la posicién angular del actuador,
situada entre le extremo superior del eslabén actuado de magnitud b, con el extremo de la
base fija de la orientacion e, como la primera articulacion. Para la siguiente articulacion,
descrita por una junta esférica, a partir de los angulos no actuados ¥, y ¢1, situados entre
los paralelogramos de magnitud a con el eslabén de magnitud b. La ultima articulacion
se encuentra, en el extremo de los paralelogramos de magnitud a, con plataforma mévil
de radio [, en la direccién —e;. Para describir el vector x;, que se expresa como

x; = (L —l)e; + b(—cos e, +sinb1k) + a

€1

Figura 1.7: a) vista general del brazo en la direccién e; y b) vista de coordenadas auxiliares
polares la direccion e;.

Adicionalmente, se incorpora una segunda descripcion para la orientacién espacial
del eslabon de magnitud a, a partir de la triada de vectores e; x k, e; y k, situada en

15



1.2. CINEMATICA DIRECTA

la posicion de la junta esférica, en terminos de los angulos no actuados ¢, y ¢; para el
primer brazo. Con base ne la ﬁgura b). Para describir el vector a, que se expresa como

a = a(cos ¢y sin (e x k) — cos ¢ cos ey + sin g1 k).

De manera que el vector x; se puede escribir explicitamente en términos de los angu-
los actuados y no actuados como

x; = (L—1)e; +b(— cosbie1 +sin 01 k) + a(cos ¢y sin Y (e1 x k) — cos ¢ cos Yy e +sin ¢ k)

El producto de vectorial e; con el vector k, en coordenadas rectangulares, se obtiene
como sigue:

e; X k = (cos30,—sin30,0) x (0,0,1) = (—sin 30, — cos 30, 0)

Sustituyendo el producto vectorial anterior en x; y descomponiendo en componentes
resulta

x; = ([(L = 1) — beos by — acos ¢y cos | cos 30 — a cos ¢y sin 1 sin 30)i+
([(L —1) —bcosB; — acos ¢y cos | (—sin30) — a cos ¢y sin 1y cos 30)j+ (1.1)
(bsin 6y + asin ¢y )k

Entonces los angulos situados entre el eslabén actuado y su consecuente son ¢q, 1,
(ver figura[l.7). A su vez, estos dngulos dependen de 0y, 6, y 03 (a través de su conexién
con la plataforma mévil y las trayectorias Co y Cj).

Ahora, en forma similar al andlisis previo, se realizara la descripcién del vector x;.
Apoyados en la figura a) y b) se obtiene que

Xy = (L—1)ey+b(— cos Ozey+sin k) +a(— cos g sin ¢ (€2 X k) —cos ¢y cos gey+sin ¢ok)
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Figura 1.8: a) vista general del brazo en la direccién e, y b) vista de coordenadas auxiliares
polares para la direccién es.

el producto vectorial entre la direccién e; = (— cos 30, — sin 30, 0) con el vector normal
k, en coordenadas rectangulares es

e X k= (—cos 30, —sin30,0) x (0,0,1) = (—sin 30, cos 30, 0)

De modo que al sustituir el producto vectorial y expresando x, en componentes se
obtiene

X9 = ((L — 1) — bcos Oy — a cos ¢y cos Y| (— cos 30) + a cos ¢y sin 1y sin 30)i+
([(L = 1) — bcos By — acos ¢ cos 1] (— sin 30) — a cos po sinhg cos 30)j+  (1.2)
(bsin fy — asin ¢9)k

Por tltimo, la ecuacion para el vector x3 se obtiene de la misma forma: de la repre-
sentacién de las figuras auxiliares (1.9) a) y b) se tiene que

x3 = (L —1)j 4+ b(— cos 63j + sin 3k) + a(— cos ¢3 sin P31 — cos @3 cos 1h3j — sin psk)
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1.2. CINEMATICA DIRECTA

Figura 1.9: a) vista general del brazo en la direccién Y y b) vista de coordenadas auxiliares
polares para la direccién Y.

De modo que al expresar en componentes a x3 se obtiene

x3 = ((L — 1) — bsin 30 — a cos ¢3 sin 3)i+
((L—1) — bcos 30 — acos ¢3 cos 13)j+ (1.3)
(bsinfs — asin ¢3)k

Entonces para los vectores x; = (X1,Y1,71), x2 = (Xo, Y5, Z5) v x3 = (X3,Y3, Z3),
descritos en las diferentes proyecciones espaciales, se cumple la siguiente condicién |x;| =
|xo| = |x3|. Mds ain, dado que en realidad se trata del mismo vector representado en
marcos de referencia con origen y eje Z comunes a todos ellos, las componentes de cada
representacion deben ser de la misma magnitud. De lo anterior puede entonces establece
lo siguiente:

Para las componentes en X

[(L —1) —bcos B — acos ¢y cosih] cos 30 — acos ¢ sin; sin 30 =
[(L — 1) — bcos By — acos ¢ cos Py](— cos 30) + a cos ¢g sin Py sin 30 = (1.4)
(L —1) — bsin30 — acos ¢3 sin 95

18
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Ahora para las componentes en Y’

[(L —1) —bcos by — acos ¢y cos )] (—sin30) — a cos ¢y sin )y cos 30 =
[(L —1) — bcos by — acos ¢g cos 1] (— sin 30) — a cos ¢ sin 1y cos 30 = (1.5)
(L —1)—bcos30 — acos ¢z cos s

Y por iltimo para la direccién Z

bsin 6, + asin ¢y = bsinfy — asin g9 = bsin 3 — asin P3 (1.6)

Se puede apreciar que las ecuaciones (1.4]), (1.5)) y (1.6]), descritas en terminos los
angulos ¢; v ¢; no actuados, con ¢ de la 3, no estan determinados. De manera que los

sistema descrito previamente, son redundante y no tiene solucién.

Por otra parte y con base en la descripcion previa, se proponen el siguiente analisis,
Para dos puntos de interés, con base en la figura|l.10, El primer punto de interés denotado
con =i = (X[, Y/, Z!), con i = {1,2,3} (relativo a cada cadena cinemética) y es el punto
de unién, del paralelogramo con la plataforma mévil. Las coordenadas de este punto
pueden expresarse en términos de las componentes del vector x = (X, Y, Z) (que denota

la posicién del efector final situado en el centro del tridngulo mévil) como sigue:

x'; = (Xli,Y/i,Z/i) = (X +1lcosB;,Y +1sinp;, Z) (1.7)

El segundo punto de interés es x. = (X, Yei, Zei) que es el punto de unién, entre
el eslabon actuado (de longitud b) y el paralelogramo (de longitud a). La articulacién
asociada a este punto, es de tipo esférica con lo que el extremo z/ del paralelogramo
describe una esfera de radio a con centro en z.;. Utilizando la ecuacion de esta esfera con
centro en z.; y la ecuacién ((1.7)) se tiene que

a’ = |x'; — Xci||2 = (X' - Xci)z + (Y — Ycz’)Q + (7' — Zci)2
= (X +lcosBi — Xi)? + (Y +1sin 8 — Yyu)* + (Z — Zsi)?

19



1.2. CINEMATICA DIRECTA

Figura 1.10: Esbozo geométrico para el modelado de la cinematica inversa

Ahora las coordenadas para x.; en términos de los angulos (;, #; son

X = Lcos f3; + bcos 0; cos 3;
Y., = Lsin 3; + bcos 0; sin f3;

Zci = bsin 91

Por lo que la ecuacién para la esfera ((1.8)), queda escrita en terminos del vector x y
los angulos de los eslabones actuados (asimilados a los dngulos de los motores), como

a® = (X — ALcos f; — bcos 0; cos f3;)*

+(Y — ALsin ; — beos 6 sin 3;)* + (Z — bsin 6;)? (1.9)

con AL=1L—-1
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La ecuacién es la representacion resumida del conjunto de cauciones para la
cinematica directa. La cual no tiene solucién analitica, Por lo que para dar solucion al
conjunto de ecuaciones, es necesaria la utilizacién de algiin método numérico. Esto com-
plica la realizacién de una ley de control en tiempo real basada en este modelo, debido
al costo computacional que representa.

Por otra parte, se describe a continuacién el problema de la cinematica inversa pa-
ra el robot delta. El cual tiene solucién analitica y es facil de calcular para este mecanismo.

1.3. Cinematica inversa

El calculo de la cinemadtica inversa del robot delta aplica la misma descripcion de
la geometria del robot mencionada anteriormente. Aprovechando las propiedades de si-
metria del robot sélo se analiza uno de los brazos o cadenas cinematicas. El mismo andlisis
aplica para las otras cadenas cinematicas (ver figura .

De tal forma que al desarrollar la ecuacién (|1.9) se obtiene el siguiente resultado

2bZ sin 0; 4+ 2b(X cos B; + Y sin 5; — AL) cos ;
—(X —ALcos3;)? — (Y — ALsin ;) = Z* = b* + a* = 0 (1.10)

Entonces, se escribe ([1.10)) en la forma trigonométrica conocida A; sin@; + B; cos 6; +
C; = 0 se obtiene la solucion

tan 5 = \/C- —+B- (1.11)

la cual representa la solucién a la cinemaética inversa, donde A;, B; y C; estan dados por

C; = —[(X — ALcos 3)* + (Y — ALsin 3;)* + Z? + b* — o]

21



1.4. ESQUEMAS DE CONTROL

1.4. Esquemas de control

El control de robots paralelos es un campo de investigacion y desarrollo relativamente
reciente; un ejemplo de ello es que no todos los trabajos reportados hasta la fecha in-
volucran un analisis matematico riguroso. Ejemplos de estos trabajos son el modelo de
control no lineal para un robot paralelo [I7], el desarrollo en la compensacién de compi-
lacién de errores en manipuladores paralelos [10], el estudio en alta precisién del control
de movimiento para un robot paralelo [18], el control estratégico de la dindmica de un
robots paralelos [19], etc.

Por otra parte no existen muchos desarrollos de controladores robustos ante errores
del modelo y en las mediciones sensoriales para robots paralelos. Ejemplo de estos son:
el trabajo sobre diseno de control robusto para un robot paralelo plano [20], el control
robusto de alta precisién para un robot paralelo (4-DOF cuatro grados de libertad) [21],
el control de compensacion en la dindmica parcialmente inversa de la plataforma Stewart
[9], el modelo dindmico de control robusto para un robot paralelo traslacional [11], el
control de manipuladores paralelos con muy altas aceleraciones [12], etc.

Control en la tarea

La técnica de control basado en tarea [22] proporciona un marco formal para el desa-
rrollo de controles para sistemas mecanicos. Originalmente fue desarrollada para el control
de robots industriales de tipo serial pero, debido a su planteamiento general, esta técnica
puede ser extendida a mas tipos de sistemas. La técnica de control de tarea engloba una
variedad de procedimientos afines a los siguientes objetivos: proporcionar informacién
en tiempo real, controlar las variables de interés y optimizar el rendimiento del proceso.
Con base en lo anterior, es posible plantear formalmente los casos del problema de con-
trol como una regulacién a cero de la funcion de tarea, a medida que le tiempo ¢ aumenta.

Por ejemplo, en un robot se puede proponer una funcién de tarea como al funcién

€y = Od(t) — 97

con @4(t) como el vector de posiciones angulares deseado en terminos del la variable
t y @ como el vector de posiciones angulares actuales del robot. Otra forma semejante es

e, = x4(t) —x(0),
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con X,4(t) como el vector de posiciones espaciales deseado en terminos de la variable
t y x(0) como el vector de posiciones espaciales en terminos del vector de posiciones
angulares actuales del robot. Por ultimo también podria ser descrita como

e; = s4(t) — s(x),

con s4(t) como el vector de mediciones del sensor deseado en terminos de la variable
t y s(x) como el vector de mediciones en el sensor en terminos del vector de posiciones
espaciales actuales del robot, todas a través de una trayectoria predeterminada y de la
evolucion del sistema mismo.

De esta manera, denotando la posicién que se desea alcanzar con g (t) como el vector
de coordenadas generales deseadas y el vector de coordenadas generales actuales del robot
g, para un caso particular de funcion de tarea. Esta es la funcién de error e, entre la confi-
guracién deseada (posicién de la muestra u objeto deseado q,4(t)) y la configuracion actual
del robot(posicién del robot manipulador q). Esta funcién puede entonces escribirse como

e=gq,(t)—q (1.12)

Ahora, el problema de la regulacién a cero de la funcién de la tarea posee ciertas
condiciones bien establecidas. Primero debe existir, una trayectoria ideal y unica de q
tal que la funcion de tarea sea nula en cada instante de tiempo. En términos practicos lo
anterior se traduce en el requerimiento de que el jacobiano de la tarea

Oe

= 5 (1.13)

Je(q)

sea regular a lo largo de esta trayectoria. Una condicion suficiente para ello es que el
jacobiano sea derivable y tenga inversa para cada instante de tiempo.
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Control PID

La forma para realizar un algoritmo de control por retroalimentacion es aplicar una
ecuacion correctora capaz de ajustar el proceso segin la consigna de optimizacion elegida.
Un metodologia bien estudiada para este tipo de ecuacién correctora es el controlador
proporcional integral derivativo (PID).

El elemento proporcional determina la reaccion del controlador al error actual y que
esta dada por el producto de la constante proporcional y la senal de error del sistema. El
elemento integral genera una correccion proporcional integral del error del sistema. Este
elemento sirve para anular errores de estado estable del sistema. El elemento derivativo
determina una accién predictora que se basa en la velocidad del error.

Un controlador PID puede ser disenado sélo como PI, PD, P. Los controladores PI
son particularmente comunes, ya que para una gran variedad de sistemas y de tareas de
aplicacion se obtiene un desempeno razonable. Ademas el elemento derivativo es muy sen-
sible a perturbaciones. En cambio, el elemento integral regula a cero el error del sistema.
Entonces bajo los esquemas de control por retroalimentacién descritos por la ecuacion
(1.13) para los criterios de la funcién de tarea, se pueden realizar controladores de tipo
proporcional y proporcional integral a través del modelo de la cinematica inversa del
robot, y de esta manera generar algoritmos control en velocidad.

Como se vera en capitulos posteriores, en el andlisis de la ecuacion diferencial
se impone la condicion de lazo cerrado en la cinematica inversa del robot. La soluciéon a
estas ecuaciones generan la descripcién de un controlador de tipo proporcional el cual,
bajo un analisis de estabilidad, amplia los enfoques para las condiciones de convergencia
del sistema. Esto da lugar ademas al controlador proporcional integral y la estabilidad
para los puntos de equilibrio del sistema de error asociado en presencia de errores en la
estimacion del estado del sistema y de su modelo. Para ellos primeramente, en el capitu-
lo siguiente se desarrollan elementos de modelado complementarios y necesarios para la
sintesis del control. Ademas también se presenta un modelo dinamico del robot.
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Capitulo 2

Modelado matematico del robot

En este capitulo se realizara el analisis de la matriz jacobiana para el desarrollo de
las leyes de control en velocidad, basados en la cinematica inversa para el robot delta.
Ademas se presenta la descripcion del modelo dindmico del robot.

Considere el modelo cinematico inverso descrito en el capitulo anterior, para ello se
parte de la ecuacion (1.10]), como la solucién para la posicién de los diferentes actuadores
dados por #;, con i =1,2,3

0, —A;, £VB>+ A% C?
tan — =

coni=1,2,3

De donde, al comparar con el siguiente desarrollo en términos de los elementos del
robot delta

2bZ sin 6; + 2b(X cos B; + Y sin B; — AL) cos 6
—(X — ALcos 3;)* — (Y — ALsin 3;)> = Z* = b* +a* =0

se obtienen los siguientes resultados

A; =2b7 ; B; = 2b(X cos B; + Y sin §; — AL);
C; = —[(X — ALcos 3)* + (Y — ALsin 3;)* + Z? + b* — @]
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A partir de este modelo se deducira el jacobiano asociado a esta transformacion.

2.1. Jacobiano de la cinematica inversa

De la configuracién del robot en el espacio articular, en términos de la posicién carte-
siana del efector final x = (X, Y, Z) = (X1, X», X3) se proponen los siguientes cambios de
variables para generar el andlisis del jacobiano del robot como a continuacion se muestra

tan — = = = =g
2 C; — B D; D;

con

R =VB?+ A% - C7?

Despejando el valor de #; en términos de gijE se obtiene que

0; = 2 arctan(g;)

Ahora que se establecen los cambios de variables, se procede a calcular el jacobiano
de la cinemética inversa de la siguiente manera

St = 5%, = agrax,

de donde

00; 0(2arctang§t)5. B 2 B 2 2(D;)? (2.1)
s oc " 1+ 14(iyp  DP+H) |
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%_i(i)_ 0 (_AiiRi)
0X; 0X; Dy 0X;° D

Ahora se considera la siguiente trasformacién g;f = F/ con {F;} alguno de los ele-
J

mentos de la solucién para la cineméatica inversa A, B;, C; o de los cambios de variable
R; y D;. Entonces {F}/|F] = Al 6 B} 6 C] 6 D} 6 R!} de tal forma que

Ogi _ Di(=Al & R]) — hi (D))

= 2.2
0X; (D;)? (2:2)
Sustituyendo (??)y (2.2) en (2.1]) el jacobiano de la cinemética inversa es
80; dg  —2D;(—A! T R)) + 2nF (D7)
Jo(x)]; = = T 2.3
ool = 5g s, (D + (P %)

donde los valores de R/ son

B.Bl — C.C!
R = 7 v
1 Rz

BB} — CiC}
R;

20A; —27C;

CR? =
) 7 RZ )

. PR3
7Ri_

los valores de A7 son

Al=0; 47 =0; A} =2b,

los valores de B son
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B} =2bcos 3; ; B? = 2bsinB; ; B} =0,

los valores de C son

Cl =2[-X +ALcos B3] ; C? =2[-Y + ALsin 3] ; C? = Z,

7

y los valores de D’ son

D} =2[—X + (AL +b)cosBi] ; D} =2[-Y + (AL +b)sin ;] ; D} = Z.

1

2.2. Modelo dinamico del robot

Si se desea que un robot sea capaz de desplazarse a grandes velocidades y aceleracio-
nes y mantener su precision y estabilidad, es fundamental considerar el modelo dinamico
de éste en el disenio del control [23]. Primero, un modelo dindmico puede ser usado para
la simulacion del movimiento del robot, para examinar el comportamiento del modelo
bajo varias condiciones de funcionamiento y predecir el comportamiento del sistema. En
este aspecto, varias tareas de automatizacion pueden ser examinadas sin la necesidad de
un sistema real [24]. Segundo, el andlisis dindmico puede ser utilizado para el desarrollo
de un modelo realista que permita alcanzar un funcionamiento éptimo bajo condiciones
de altas aceleraciones. Tercero, el analisis dinamico de un manipulador revela todas las
fuerzas de reaccion (y momentos) necesitados para el disefio y evaluacion de la estructura
mecanica del robot, y el dimensionamiento de los actuadores.

Hay dos tipos de modelos dindmicos, el modelo dindmico directo y modelo dindmico
inverso. Para el modelo dindamico directo dado un vector de pares fuerzas aplicados, tra-
duce el movimiento resultante como una funcién de tiempo [25]. Mientras que el modelo
dindmico inverso encuentra los pares fuerzas de los actuadores requeridos y genera la
trayectoria deseada del manipulador. En particular, el analisis que se describe a conti-
nuacion estd basado en el modelo inverso e inspirado en el trabajo realizado por Luis
Angel Silva sobre analisis y desarrollo de la plataforma paralela robotenis [26].
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Formulacion Lagrangiana

La formulacion Lagrangiana tiene como base las leyes energéticas para la dinamica de
cuerpos rigidos [27]. Una consecuencia de lo anterior es que la formulacién Lagrangiana es
independiente de los sistemas de coordenadas y, por tanto, permite obtener conclusiones
generales de la descripcion del movimiento [28]. La formulacién de base es

d OL. 0L = Of;
TEY - =0+ Ny L=K -V 2.4
dt<a%) 9q; © ; dg;° 24

con L la funcién de Lagrange, K la energia cinética, V' la energia potencial, j =1any
q;, el indice, niimero y el vector de coordenadas generalizadas respectivamente,

QJ = [Xv Y) Z7 01702a03]

Para el robot paralelo n = 6 y los términos ¢, m, f;, como el indice, nimero y funciéon
de restriccion respectivamente. Entones la funcién de restricciones geométricas esta dada
por

fi=x —x4lP —a*= (X' - X;)* + (Y - Y)* +(Z' — Z)* —a®> =0 (2.5)

con X, y X.; descritos en el modelado de la cinematica inversa. Ademas \; es el multipli-
cador de Lagrange y Q; las fuerzas externas generalizadas, con

Qj = [07O’O7Q47Q57Q6] = [ana 077—1a7_277_3]

donde 7; es el par del motor en el brazo i de tal forma que

— =N (2.6)
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o escrito (2.6) en forma vectorial

r= ST~ v L 1O 2.1

donde J£(0) es el gradiente de la funcién vectorial de restriccion f, cuyas componentes se
describen en ([2.5)), con respecto del vector 6; esto es

_Ofi  0fi08;  Ofi .
505 = 06; — 96,00, 06,

Tomando la funcién anterior para i = 1 a 3 se tiene:

df; . :
(9£ = 2bsin;(X cos B; + Y sin 3; — AL) — 2bcos 0,7
Ahora se toman los valores de j = 1 a 3, entonces ¢; = X; = [X,Y, Z]. De esta

manera, para obtener los multiplicadores de Lagarnge, se tiene

SAafi_da_L oL

iay. = 7 5w )~ (2.8)
— 0X; dt'ox;" 0X;
o escrito (2.8) en forma vectorial
T d
Jf xX)A=—(v; L) - v, L (2.9)

dt
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CAPITULO 2. MODELADO MATEMATICO DEL ROBOT

donde J;(x) es el Jacobiano de la funcién de restriccién f con respecto del vector x, es
decir

3]y = 2

0X;
En componentes:
afi
=2[X — (AL ; ;
2X [ (AL + beos ;) cos 3]
of, |
oy = 2[Y — (AL + bcos §;) sin f3;]
of, |
57 = 2(Z — bsin¥;)

Ahora se define la energfa cinética (K) y potencial (V') del robot

3
K = (Ku+ Ky) + K

=1

3
V= (Vai + Vi) + Vi

i=1

Con Kj; la energia cinética del iésimo eslabon de magnitud b, K,; la energia cinética

del iésimo eslabon de magnitud a y K la energia cinética de la plataforma movil. De
manera que la energia cinética total queda escrita como

1 i . . 1 .
K = §ml(X2 + Y24+ 2% Ky = 5@93

K, = §ma{§ [(X cos B; + Y sin B; +bb; sin 0;)* + (— X sin B; + Y cos 3;)? 4 (Z — bb; cos 6;)?]

—b(X cos B; + Y sin 51)0, sin6; + bZ0; cos 0;}
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De forma similar, para la energia potencial, V}; es la energia potencial del iésismo
eslabon de magnitud b, V,; es la energia potencial del iésimo eslabén de magnitud a y
V; es la energia potencial de la plataforma moévil. De donde la energia potencial total
esta dada por

1
—=m,g(Z — bsend);)

1
Vi= —migZ ; Vs = —5mughsend; ; Vo = —

2.3. Descripcién sintetizada del modelo dinamico

Para obtener las ecuaciones de las derivadas de la funcién Lagrangiana y de las
ecuaciones de restriccién f;, con respecto a las tres primeras coordenadas generaliza-
das ¢; = [X,Y, Z], se deriva la funcién Lagrangiana respecto de X y X como sigue

d , OL oL 1
%(aX) axX (77”La—|—7”m)X—émabz:cosﬁZ 6’sen9 —|—9 cosb;) =

.1 " 1 3
(mg +my) X — gmab ZZ:; 0; cos 0; cos 3; — émab ZZ:; 0;send; cos [3;

Usando la trasformacion
£(X) = (mg +m)X
. 3 . .
h, -0 = 2(9Z cos 0; cos 3;)0;
i=1

3
w0 = Z(sen&i COS BZ)QZ
i=1

se tiene

d , OL JL - 1 -1 ;
ai'ox) T ax = AX) —gmab b6 = gmab w6
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La derivada de la funcién Lagrangiana respecto de Y y Y es

3

L L 1
d o 0 = (mg + ml)Y - —mabz senf;( 0;senf; + 92 cosb;) =

%(af/) oY

.1 ” 1 .
(mg +my)Y — émab ; 07 cos 6;senf3; — émab ; 0;send;sen;

Usando la trasformacion
£(Y) = (mg + ml)Y

3
hy - 0 = Z(Q, cos O;senf3;)d;

i=1

3
Wy - 0 = Z(sen@isenﬁi)@
i=1

se tiene

d oL, 0L o1 .1 ;
a(a—y)—a—y_£(Y)—6mabh2~6’—6mabw2'9

La derivada de la funcién Lagrangiana respecto de Z y Z es

d 0L oL

! 3
5(82> 97 (ma—l-mz)Z— —mabz 9 cos 0; — 02 Psenb;) — (my + —my)g =

2
=1

3 3
. 3 1 . 1 .
(mg +my)Z — (my + §ma)g + émab; 02send; — gmabz 0; cos 0;
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Usando el cambio de variables

£(Z) = (mg + mZ)Z — (my + gma)g

3
h3 . 0 = Z(—Glsenﬁl)el

i=1

3
ws -0 = Z(cos HZ)HZ
i=1

se tiene que

d oL, OL S| | .
Ly T p(Z) — —mabhy- 0 — ~ :
dt(aZ> 27 £(Z) 6mab 3-0 6mab ws - 6

De manera que escribiendo las derivadas la funcién Lagrangiana (2.9)) en forma vec-
torial se tiene

.. 1 . 1 ..
%(v;{ L) = vx L= £(X) ~ zm.b HO — Zm,b Wo (2.10)

con W la matriz W = [wy, Wy, ws]”

y H la matriz H = [h;, hy, hs]”.

Ahora, de las ecuaciones que describen el comportamiento de los multiplicadores de
Lagrange (2.9)) descritas en forma vectorial, las derivadas del lagrangiano (2.10) se tiene
que

JTX)\:_Ej'c—lmbHé—lmbWé 2.11
7 (x) (%) &M G Ma (2.11)
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CAPITULO 2. MODELADO MATEMATICO DEL ROBOT

por lo que el vector de multiplicadores de Lagrange descrito a partir de (2.11)) X es

_ L1 ~ .1 _
A=J"T(x)£(x) - 5Mab J;T(x)HO — 5Mab J; T (x)We (2.12)

Entonces, para las derivadas de la funcién Lagrangiana y de las ecuaciones de restric-
cién f; con respecto a las siguientes tres coordenadas generalizadas ¢; = 6; = [01, 65, 65]
se tiene lo siguiente

d , 0L 1 "
—(— —mgb® + I,)0;
dt((‘?@l) <3ma + b) i

—émab[senei(cos G; X + senBY + Z6;) + cos 0;(cos 3; X0; + senB;Y0; — Z)]

oL 1 1 . . . .
50, §gb cos 0;(my, + my) — émabﬁi(cos B; cos 0; X + senf; cos0;Y + senb,; 7).

Reduciendo las derivadas de la funcién Lagrangiana con respecto a las ultimas tres
coordenadas generalizadas g; = 0; se obtiene

d 0L oL 1 | .. . .
E(a—ez) ~ 06 (Ip + gmabz)ei — Emab[sen&(cos B:X +senB;Y) — cos 6, 7]

1
—I—§gb cos 0;(mg + my)

Ahora se proponen los siguientes cambios de variable para reducir las derivadas de la
funcién Lagrangiana.

1 1 1
M =1, + gmabQ ; My = —gmab ; Mo = §gb(ma +my)

Ty(X,Y) = cos i X + sen3Y
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2.3. DESCRIPCION SINTETIZADA DEL MODELO DINAMICO

Con lo anterior se pueden reescribir las derivadas de la funciéon Lagrangiana como una
funcion de la posicién y aceleracion de los actuadores en cada brazo, como a continuacién
se indica

i(a_L) _ oL
dt " 0, 00;

= Mb; + Ml(senQiTi(X, Y) — Zcos; + My cos b;.

Nuevamente se realiza un cambio de variable:

M(Z) = My — MyZ

con lo que derivadas de la funcién Lagrangiana quedan escritas como

d OL oL . . .
—(—) — = MO, + MT:(X.,Y -+ M(Z .
dt(OQi) 20, 0; + M T;(X,Y)sent; + M(Z) cos b;

Entonces sustituyendo lo anterior en la ecuacién del par de cada motor se obtiene que

T, = M0, + Mlﬂ-(X,Y)senQi + M(Z) cosf; — )\Z%
que escrito en forma vectorial queda
T=M160+Mt,(X,Y)+m,(Z)— T (0)A (2.13)

con

[ts]z = [t5<X, Y)]z = T‘Z()(,}/)8811QZ
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CAPITULO 2. MODELADO MATEMATICO DEL ROBOT

Sustituyendo el valor obtenido para el vector de multiplicadores de Lagrange descrito

por (2.12)), se tiene que

T=MTI6+Mt,+m.—J;0)[I,"(x)]£(%)
—M; J4(0)3 ;7 (x)HO — M, J;(0)I ;7 (x)W8.

Factorizando el vector aceleracion en los actuadores se tiene la ecuacion para el com-
portamiento dinamico en ada uno de los pares del motor en forma semejante, al modelo

de los robots seriales, descrita como

T =M(6)0 + C(6,6)0 + g(0)

con M(0) la matriz de inercias que depende de 0 y x y definida como sigue

M(8) =M 1 — M, J;(0)I;"(x)W(0),

C(o, 0) la matriz de efectos de Coriolis que depende de 6, 8 y x definida como

C(6,0) = —M; J;(0)T;" (x)H(0)

y g(0) el vector de gravedad que depende de 0 y %

9(0) = Mit, +m. — Jp(0)J ;" (x) £(%)
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2.3. DESCRIPCION SINTETIZADA DEL MODELO DINAMICO

A pesar de haber logrado la descripcion de la dindamica para los pares de los motores en
de forma semejante a la del los robots seriales, esta no cumple con las propiedades
estudiadas para la dinamica estos robots. por consiguiente pareceria conveniente realizar
algin estudio mas profundo. Por cuestiones de tiempo no fue posible continuar el analisis
dindmico, por esta razon solo quedan como una contribucion al control del robot delta y
no se mencionaran en le siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Sintesis y analisis de controles para
el robot

En esta seccion se desarrolla la sintesis de controles para el robot paralelo tipo delta.
Simultaneamente, con la sintesis de controles se lleva a cabo un anélisis de estabilidad
del sistema en lazo cerrado. En una primera instancia los controles se desarrollan con la
hipétesis de que todos los elementos son bien conocidos (no tienen errores) y se obtienen
condiciones para la estabilidad. En una segunda instancia se consideran errores en los
términos que intervienen en la expresion de la ley de control, lo cual constituye un es-
cenario mas real para una aplicacion practica. Tipicamente estos errores se presentan en
condiciones de aplicaciones reales debido al uso de sensores los cuales generalmente invo-
lucran fuentes de error como ruido en sus senales o el desconocimiento de los parametros
exactos del modelo del sensor entre otros. Otras fuentes de error son el desconocimiento
de los parametros reales del modelo del sistema. Esto puede ser ocasionado, por ejemplo,
por variaciones en la fabricacién del sistema real. Cabe mencionar que la propuesta de
control sera basada en la cinematica del robot manipulador.

Es importante resaltar que el control se desarrollara con base en la técnica de control
de funcién de tarea. Enseguida se hace un breve recordatorio de los conceptos mas im-
portantes de esta técnica.

3.1. Control del robot basado en la funcion de tarea

Partiendo de la formulacién de control de funcién de tarea desarrollada en [22], y
considerando que en le capitulo anterior se realizaran sintesis de control basados en esta
técnica. Una forma de proponer el control para el robot manipulador es a través del
modelo en velocidad del mismo, es decir, a través de las velocidades de cada uno de los
actuadores. Para ello se tiene que 0= u, con u la variable de control del sistema.
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3.1. CONTROL DEL ROBOT BASADO EN LA FUNCION DE TAREA

Para el control basado en la funcion de tarea, se propuso una funciéon que debe ser
regulada a cero para que la tarea se lleve a cabo. Es el caso de la funcién de error la cual
representa el sistema descrito por: robot manipulador y objeto deseado, con g como un
vector de coordenadas generales, que pueden ser denotadas como coordenadas tridimen-

sionales x o mediciones del sensor s.

e=q,()—q(8,7)

(3.1)

Entonces, sea t el tiempo de evolucién, para la dinamica del sistema descrito en ter-
minos de la uncién de tarea y de la variable de control u como un sistema no lineal, su

representacion es de la forma:

é =f(e,u,t)

Ahora sea el vector e = e(@,t) una funcién vectorial real definida en D C R? con

e = (e1(0,t),e9(0,1),e3(0,t))". Por lo que del teorema de derivacién total:

Oe Oe
de = Edt + {%} do

Entonces la derivada total con respecto a t es € descrita como:

[

_de e Hoel,
dt Ot 00

Por lo que, como se mencion6 anteriormente, el control en velocidad implica que
u = 0. De manera que la dinamica del sistema para la funcién de tarea propuesta seria:

_ Oe _[0Oe
= |oe|"
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CAPITULO 3. SINTESIS Y ANALISIS DE CONTROLES PARA EL ROBOT

e=2"_73.(0)0u (3.2)

con J.(0) = {%1 = {S—Z} B—g} = J.(q)J,(0)

y Je(gq) como el Jacobiano de la tarea, el cual es invertible.

La ecuacién (3.2]) constituye el sistema de control que se utilizard para realizar las
sintesis de control en las secciones siguientes.

3.2. Control proporcional (P)

Para el sistema ([3.2)) se propone realizar un controlador que asemeje las caracteristicas
del un control proporcional a través de la matriz diagonal de ganancias K,, de tal manera
que la dindmica del sistema controlado (en lazo cerrado) tome la forma:

e=-Kpel (3.3)

La ecuacién (3.3]) corresponde a un sistema lineal cuyo estado e — 0 conforme ¢ — oo.
Por lo que imponiendo la dindmica (3.3|) al sistema (3.2)):

Oe

E — Je(G)u = —er

de donde despejando u se obtiene la siguiente ley de control:

u=J0) [— + erl (3.4)




3.2. CONTROL PROPORCIONAL (P)

La anterior es una ley de control proporcional que involucra el conocimiento del jaco-
biano asociado a la funcién de error asi como la medicién del error mismo y la velocidad
de éste. Esto ultimo implica tanto la medicion del estado del robot como del objeto a ma-
nipular asi como las velocidades de ambos. A continuacién se expresa esta ley de control
usando un sistema de coordenadas.

3.2.1. Control P en el espacio cartesiano

Ya que el érgano terminal del robot paralelo evoluciona en el espacio cartesiano, se
usard el vector x = (X, Y, Z) que describe la posicién del efector final en coordenadas
cartesianas. Asimismo, la posicion del objeto a manipular se considera en coordenadas
cartesianas. Ademas se supone que tanto el robot como el objeto a manipular evolucio-
nan en el espacio de trabajo del robot (espacio geométrico definido por los movimientos
dentro del alcance del robot).

Se proponen dos vectores para describir las posiciones del objeto deseado y del efec-
tor final del robot. El vector de posicion del objeto (o posicién deseada para el robot)
que se desplaza en el espacio de trabajo se escribe x; = x4(t), y el vector de posicién
del efector final del manipulador robot es x(@). Por facilidad de notacién estos vectores
se escribiran simplemente como x4 y X salvo cuando pueda existir confusién. Con la no-
tacién anterior se propone una funcién de tarea dado por (comparar con la ecuacién (3.1)))

35

Sustituyendo (3.5) en la ley de control proporcional de tarea en ([3.4]) se tiene la
expresion de la ley de control en coordenadas cartesianas

Sustituyendo (3.5)) en (3.2]) y en el término para la parcial respecto al tiempo de ((3.4)
se tiene

3. (0)= % - %%y () (3:6)
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8635 8Xd dXd .
—_= —_= = Xd

ot ot dt

de donde una expresion alternativa para la ley de control obtenida en coordenadas car-
tesianas es:

w, = J21(0)[x4 + K, e (3.7)

Para implementar la ley de control en la préactica es necesario conocer el jaco-
biano asociado a la cinematica directa (J,(6)). Ademas es necesario conocer la velocidad
del objeto a manipular (%) asi como la posicién del robot y del objeto a manipular (e).
Sin embargo, debido a las caracteristicas del robot delta (cinemética directa en forma de
funcién implicita) no es facil obtener un modelo del Jacobiano asociado a la cinematica
directa. Por lo que se propone utilizar el Jacobiano asociado a la cinematica inversa:

ox , _ , 00
J.(0) = {6—0} a diferencia del Jacobiano Jg(x) = {a—x}
De tal manera que si:
ox1' 06
-1 = | — = — =
300 = 5] = 5= o0
se puede escribir la ley de control (3.7]) como:
u, = Jo(x)[%s + K, €] (3.8)
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Considerando que J,(0)Jo(x) = I, con I la matriz identidad de dimensién 3 x 3, el
control asegura que la trayectoria del robot converge exponencialmente hacia la tra-
yectoria del objeto deseado (e — 0). Sin embargo, como se ha mencionado anteriormente,
los términos que intervienen en la ley de control son dificiles de conocer con exactitud en
la practica. Enseguida se verd la influencia de errores en estos términos sobre el desem-
peno del sistema controlado.

3.2.2. Analisis de estabilidad y robustez para el control P en el
espacio cartesiano

El modelo de tarea, a pesar de ser flexible y razonablemente facil de implementar,
tiene como cualquier otro modelo matematico para un proceso real, un grado de incerti-
dumbre; ademds intervienen imprecisiones del sistema real [29]. Ya que en la mayoria de
los casos es deseable la generacion de un algoritmo que controle de manera eficiente el
proceso real, es necesario involucrar en el diseno del controlador, explicitamente, las fuen-
tes de incertidumbre. Ademas, en el analisis de estabilidad asociado al sistema controlado
se debe evaluar el efecto de las incertidumbres sobre el comportamiento del sistema. En
la medida que el modelo empleado describa el comportamiento del sistema disminuira la
incertidumbre y se mejorard el desempeno del sistema controlado. Esta aproximacién
puede llegar a ser extremadamente compleja para ser descrita en forma absoluta por el
modelo de tarea. Sin embargo, una alternativa es perseguir un objetivo menos ambicioso,
por ejemplo un modelo local. De esta manera se puede aproximar localmente la funcion
de tarea con un modelo lineal e invariante en el tiempo, lo cual facilita el analisis del sis-
tema bajo un conjunto de hipotesis. Ademads permite la sintesis de controladores simples
pero funcionales como el caso del controlador proporcional integral [30].

Considerando que los términos de la ley de control son dificiles de conocer con
exactitud en la practica se desea examinar la influencia de errores en esos términos sobre
el desempeno del sistema controlado. Por ejemplo considere el hecho de que no se puede
medir de forma precisa la velocidad deseada del objeto a manipular, las posiciones del
efector final y del objeto a manipular ni el Jacobiano de la cinematica inversa y que lo
unico que esta disponible son aproximaciones de estas cantidades. Con esta consideracién
se sustituyen los términos de la ley de control por las aproximaciones disponibles las cua-
les se notaran con el simbolo "’ encima de la cantidad estimada. Es decir, se denotara Xy
y J o(x) respectivamente a estas aproximaciones, por lo que se escribe

A

u, = Jo(x)[xq + K, &,] (3.9)
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Sustituyendo (3.9) en la dindmica ecuacion (2.2) de la funcién de tarea en el espacio
de 3D se tiene que:

A

&, = Xg — Jx(0)To(x)[%4 + K, &,]

De tal forma que si Jx(0)Jo(x) = K’ con K’, como una matriz de componentes cons-
tantes, en la cual todos sus coeficientes pueden ser diferentes o resultar en los elementos
de una matriz diagonal entonces:

&, = %4 — K'[x4 + K, &,] = [xq — K'x] — K'K, &,. (3.10)

Ahora, si se propone que x = D.x + ¢, y X4 = D.x4 + ¢, como un modelo de error.
Hay mas, pero este cubre una cantidad significativa de casos. Con D, y c,, la matriz de
diagonal y el vector ambos constantes respectivamente, y la aproximaciéon del error es

~ A~ A

é, =%X;—x=D.x4—x)=D.e,

entonces

e, =D.e, (3.11)

Adicionalmente x = D x, xq = DXy y &, = D.e,, por lo que, del termino que depende
de la velocidad deseada %, para la ecuacién (2.13), se obtiene

%xq — K'xg = [1-K'DJx, (3.12)

De sustituir los resultados obtenidos en (3.11)) y (3.12]) en la ecuacion (3.10]) se obtiene

que
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é, = [I-K'DJxs— K'K,D, e,

Ahora, si se propone que X; = a, con o un vector de valores constantes (por ejemplo
que el objeto a manipular esté en una banda transportadora que se desplaza a velocidad
constante), la ecuacién anterior pasa de un sistema variante en el tiempo a uno invariante,
entonces:

é, = [I-KDJo—KK,D. e,

Si se realiza el siguiente cambio de variable, § = [ I — K'D Ja y es = é,, entonces:

e; =0 - KK,D, e,

y al calcular la dinamica para €; se tiene que

& = —K'K,D, ¢, = -K'K,D, e;

De manera que si la matriz K'K,D.. es definida positiva. e; — 0 conforme el tiempo
t — o0, por lo tanto e, = [K'K,D.] 4.

R

Por lo que R = adJ (]E(/I<pDc)7 la matriz [I<II<pDC]_1 es [I</:IE<pDC]_1 = m
e pDe

Entonces si det(K'K,D,.) — oo la funcién de el error e, — 0.

3.2.3. Control P basado en las senales del sensor

Como es conocido, normalmente es necesario usar un modelo complejo para poder
pasar de las senales de un sensor de posicion a la obtencion de la posicion que se desea
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medir. Por otro lado, es también conocido que el expresar un sistema fisico en térmi-
nos de las senales del sensor, puede ser de ayuda para sintetizar leyes de control que
garanticen la estabilidad del sistema (que faciliten el andlisis de estabilidad). Ademas,
estos controles tienen la ventaja de que no es necesario reconstruir una senal de posicion
sino que se utilizan directamente las senales que se obtienen del sensor. Esto reduce la
introduccion de errores en la medicion y puede redundar en una mejora de precision de
la tarea a desarrollar.

Por lo anteriormente expuesto es de interés realizar una sintesis de control basado en
las senales del sensor. Para ello es necesario expresar el sistema de control en términos
de estas coordenadas. Con esta idea se usara el vector s que describe la senal que entrega
el sensor.

De modo que se proponen dos coordenadas para describir la diferencia entre el objeto
deseado y el efector final del robot. Las coordenadas deseadas del objeto que desplaza
en el espacio de trabajo descritas por el sensor como sq = s4(t), y las coordenadas en las
que se encuentra el efector final del manipulador robot como s(x(8),t). Que en lo general
solo serdan descritas como sy vy s. Por lo que se propone una funcion de tarea dada por
la ecuacién que deberd ser regulada a cero para asegurar el cumplimiento de la tarea.

3.13)

Sustituyendo (3.13)) en la ley de control proporcional de tarea (|3.6)):

se obtienen los siguientes resultados, primero de sustituir (3.13) en ((3.2))

de, Os OsOx
Jes(e) = 00 - a_e - 3_x8_0 - JS<X)JJU(0)

con Jy(x) = 9s

ox
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el jacobiano de la transformacion entre las coordenadas 3D en el espacio de trabajo del
robot x y las mediciones del sensor s. Después para el término para la parcial respecto
al tiempo de (3.5)), entonces

8e5 an de
et g = Sd

ot ot dt

de donde la ley de control obtenida para el espacio del sensor es:

u, =J,1(0)J, (x)[84 + K, e (3.14)

Para implementar la ley de control en la préctica es necesario conocer el ja-
cobiano asociado a la cinemadtica directa (J,(0)). Sin embargo, como comentado ante-
riormente, debido a las caracteristicas del robot delta (cinemética directa en forma de
funcién implicita) no es facil obtener un modelo del Jacobiano asociado a la cinemética
directa. Por lo que se propone utilizar el Jacobiano asociado a la cinemaética inversa:

J.(0) = B—z] a diferencia del Jacobiano Jg(x) = [%]
De tal manera que si:
ox]~" 08
-1 _|Ys _ YU _
100 = 5] = e =0
Por lo que se escribe la ley de control como:
u, = Jo(x)J; ' (%)[84 + K, e,] (3.15)

Considerando que J,(0)Jo(x) = I, con I la matriz identidad de dimensién 3 x 3, el
control (3.15)) asegura que la trayectoria del robot en coordenadas del sensor converge
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CAPITULO 3. SINTESIS Y ANALISIS DE CONTROLES PARA EL ROBOT

exponencialmente hacia la trayectoria del objeto deseado (es — 0). Sin embargo, como
mencionado anteriormente, los términos que intervienen en la ley de control son dificiles
de conocer con exactitud en la practica. Enseguida veremos la influencia de errores en
estos términos sobre el desempeno del sistema controlado.

3.2.4. Analisis de estabilidad y robustez para el control P ba-
sado en las senales del sensor

Del anélisis previo que se generd para el control en las coordenadas del sensor de
donde se establecié que la ley de control (3.15)) es

us = Jo(s)J.(8)[84 + K, €]

para un controlador proporcional, de modo que se proponen las condiciones que conti-
nuacion se indican, con la premisa de que asemejen 6 aproximen el sistema real. Primero
si se impone el hecho de que no se puede obtener el Jacobiano de la cinematica inver-
sa y el Jacobiano del sensor y la reconstruccion 3D en forma precisa. De tal modo que
llamaremos, J 0(X), J »(8) v 8 respectivamente a estas aproximaciones, por lo que se escribe

u, = Jo(x)J, (x)[84 + K, & (3.16)

Sustituyendo (3.16)) en la dinamica de la funcién de tarea en el espacio del sensor:

- 1

& = $q — J,(x)3,(0)T9(x)T, (x)[84 + K, &,

- A1

De tal forma que si Jx(0)Jg(x) = K" y J,(x)K"J, (x) = K’ con K’ como una ma-
triz de componentes constantes, en la cual todos sus coeficientes pueden ser diferentes o
resultar en los elementos de una matriz diagonal entonces:

e, =8, — K[54 + K, &,] = [8, — K'84) — K'K,, &, (3.17)
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3.2. CONTROL PROPORCIONAL (P)

Se propone que § = D s 4+ ¢, v S = D.sq + ¢, con D, y ¢, la matriz de diagonal y
el vector ambos constantes respectivamente, y la aproximacion del error

Del estudio de sensores de imagen como es el caso de camaras de video. Para la fun-
cién de aproximacion para el error €,, a medida en que s — sy, la aproximacion del error
e; — 0, lo cual lo satisface el resultado

é, = D,e, (3.18)

De modo que § = D.s, s = D.s; v €, = D.é,, entonces

s0—K'sg = [I-K'D]s, (3.19)

Por lo tanto de sustituir los resultados obtenidos en (3.18) y (3.19)) en la ecuacién
B17)

é, = [I-K'DJs, — K'K,D, e,

Ahora la primera condiciéon para obtener la convergencia del sistema es que las velo-
cidades realizadas por el manipulador tanto como por el sensor deben ser finitas. Esta
condicién se cumple siempre que la medicién para $; entre una iteracién y otra, perte-
nezcan a la regién delimitada por la cota impuesta por el tratamiento de imégenes, de tal
manera que $; = a. Con « el vector de valores acotados por el tratamiento de imégenes.

& =[I-K'DJa-KK,D, e,
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Contornodel objeto iteracion K.
Clentro demasa iteracion K.
Contorno del objeto iteracion K+1.

Centro demasa iteracion IK+1.

Cota de procesamiento de imagenes.

Distancia entre centros de masa.

Figura 3.1: Representacion, cota para el procesamiento de imégenes.

Si se realiza el siguiente cambio de variable, § = [ I — K'D o y es = é,, entonces:

€5 — o — K,KPDC (S8

y al calcular la dindmica para €5 se tiene que

& = —K'K,D, ¢, = —K'K,D, ¢;

De manera que si la matriz K'K,D, es definida positiva. e — 0 conforme el tiempo

t — oo, por lo tanto e; = [K'K,D ]~ 14.

R
Por lo que R = adj(K'K,D,), la matriz [K'K,D.] ! es [K'K,D ] ' = (KD,
e pDe

Entonces si el det(K'K,D,.) — oo la funcién de tarea para las coordenadas del sensor

e, — 0.
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3.3. CONTROL PROPORCIONAL-INTEGRAL (PI)

3.3. Control proporcional-integral (PI)

Ahora, la siguiente forma de proponer el control para el robot manipulador es a través
de la velocidad de cada uno de los actuadores. Con @ = y como la salida del sistema.
Ademas para el control basado en las condiciones de tarea descritas, se retorna la funcion
de error descrita en coordenadas generales por

e=q,(t)—q(6,7)

y se propone la variable que represente un segundo estado para mejorar la convergen-
cia del sistema. Como el integrador del error dado por:

(3.20)

Lo cual da lugar a una segunda ley de control a través de un controlador proporcional
integral, y retomando la dindmica del sistema para la funcién de tarea (3.3]), en términos
de la salida y se tiene:

e=— —J.(0)y (3.21)

De manera que la representaciéon de estados expresada en términos de e y o es:

% [Z] - [6ej8t] - {J:()a)] y

Entonces se impone la siguiente variable de control proporcional a la dinamica de la
funcién de tarea como e = u por lo que sustituyendo en (3.21]) se tiene que

CE

o Je(e)y

u
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CAPITULO 3. SINTESIS Y ANALISIS DE CONTROLES PARA EL ROBOT

de manera que el sistema puede ser escrito por la siguiente representacion lineal:

£13- 8 9B

Para generar el lazo cerrado se aplica la retroalimentacién del sistema dada por:

u:—miKA[ﬂ (3.23)

con K; y K, las matrices diagonales de control integral y proporcional respectivamente,
ahora sustituyendo (3.23)) en la representacién de estados del sistema (3.22)) se tiene que:

77 [ &) [

Para lo cual si K; y K, son definidas positivas o sus elementos en la diagonal son
mayores que cero, entonces la funcion de tarea para sistema es e — 0 conforme el tiempo
t — oo. Entonces la siguiente ecuacion describe el lazo cerrado para el controlador PI:

e=-K,o-K,e (3.24)

que escrita en forma integrodiferencial es

t
@:—Ki/edt—er
dt ;

con
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3.3. CONTROL PROPORCIONAL-INTEGRAL (PI)

t
o :/ e dt (3.25)
0

imponiendo ([3.24]) en la dindmica para la funcién de tarea en términos de la salida del

sistema (|3.21

Oe
E —Je(O)y: _Kz g —Kp e

de donde despejando para el término de y se obtiene le siguiente ecuacién para la salida
del sistema

y = Je_l(e) % + K,L o+ Kp e (326)

3.3.1. Control PI en el espacio cartesiano

Para el control PI del robot manipulador en el espacio de 3D, la velocidad de cada
uno de los actuadores es 6 = y, con y el control que gobierna la senal de salida para el
sistema. Primero, como en los casos anteriores, se propone un vector que define el espacio
que se analizard. Ya que el robot paralelo se traslada en coordenadas rectangulares se
usard el vector x = (X,Y, Z) para describir la posicién del robot.

Como en el caso anterior se propone una funcién que sea regulada a cero, para lo cual
se retorna a la funcién de tarea (3.6). Asi, la funcién queda escrita en términos de la
posicion deseada y la posicion en la que se encuentra el efector final todo en coordenadas

cartesianas o 3D es

e, =Xy —X

Como se hizo mencién anteriormente, las caracteristicas del robot delta facilitan la
obtencion el Jacobiano de la cinematica inversa. Esta se evalua a través de el vector de
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CAPITULO 3. SINTESIS Y ANALISIS DE CONTROLES PARA EL ROBOT

posicion x, por lo que se propone la reconstruccion del vector de posicion en coordenadas
3D. De manera que que sustituyendo (3.6)) en la ecuacion (3.26])

oe
_ 11 @
ym - Jez (0) 8t

como en el caso de los analisis anteriores para el control en le espacio de 3D se obtie-
nen los siguientes resultados.

+K,0,+K, e,

De donde se dice que la salida y que gobierna el sistema es:

v, =J.10) %+ K; 0, + K, e,]

Como se menciond, es facil proponer un modelo del Jacobiano de la cinematica inversa
descrito como:

J,1(0) = Jo(x)

T

Por lo que se concluye que la salida de control para el sistema en las coordenadas en
3D esta dado por:

Ve = Jo(x)[%a + K; 0, + K, €] (3.27)

3.3.2. Analisis de estabilidad y robustez para el control PI en
el espacio cartesiano

Del anélisis previo se establecio la ley para realizar control de la salida del sistema

(3.27) como:
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3.3. CONTROL PROPORCIONAL-INTEGRAL (PI)

Yx = JQ(X)[Xd + Kz (o % + Kp ez}

con un controlador PI, de donde se incluyen las condiciones previas, de que el sistema
asemejen o aproxime el control real.

Nuevamente, se impone el hecho de que no se puede obtener el Jacobiano de la ci-

nematica directa y la reconstruccién 3D en forma precisa. De tal modo que es llamado,
Jo(x) vy X respectivamente a estas aproximaciones, por lo que se escribe

~

v, =Jo(x)[%q + K; 0, + K, &,]
Ahora sustituyendo en la dindmica del error en el espacio cartesiano se tiene que:

A

De tal forma que si J,(0)Jg(x) = K’ con K’ como una matriz de componentes cons-
tantes, en la cual todos sus coeficientes pueden ser diferentes o resultar en los elementos
de una matriz diagonal entonces:

e, =% — K'(x4 + K6, + K, &,) = %, — K'x, - K'K;6, — K'K, &,

Si se considera a X = D.x + ¢,, con ¢, un vector de coeficientes constantes x = D x.
Por lo que el sistema del error es

~

e, =X;—x=D.e,
ém - Dcea:

t t
o, = / e dt = Dc/ e dt =D.o,
0 0
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CAPITULO 3. SINTESIS Y ANALISIS DE CONTROLES PARA EL ROBOT

entonces x; — K' %X, = [ I—-K'D_.xg4, por lo que

é, = [I1-K'DJx, — K'K; 6, - KK, &,

é, = [I-KD,Jx;— KDXK; o, - KD.K, e,

La condicion para obtener la convergencia del sistema es que las velocidades alcan-
zadas por el manipulador tanto como por el sensor deben ser finitas. Siempre que la
medicion para X, entre una iteracion y otra, pertenezcan a la region delimitada por la
cota impuesta por el tratamiento de imagenes, de tal manera que x; = a. Con « el
vector de valores acotados de la reconstruccién 3D.

é, =[I1-KDJo - KKD. o, - KK,D, e,

Resultando en un sistema asintéticamente estable dado como:

é, =6 - K'KD.o, - K'K,D.e,

Con §=[I1-KD ]«

Entonces

e, =0 —-KKD,.o,—KK,D,e,

Ahora, si se escoge la variable eg, de forma que &, = —K'K;D, o,—K'K,D. e, = e;.
De donde la dinamica para e; es:
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3.3. CONTROL PROPORCIONAL-INTEGRAL (PI)

& = -K'K.D, 6, - KK,D, é,

= —K'K,D, e, - K'K,D, e;

Para lo cual se realiza la siguiente representacion en espacio de estados

d le,| _ 0 I e,
it les| ~ |-K'K.D. —K'K,D.| |e;

0 I

De donde si la matriz {—K'Kz-Dc ~K'K,D,

} es Hurwitz el sistema es estable.

De manera que para obtener los valores propios de la matriz:

det { DY | I ]

-K'K;D. —K'K,D.— I

Utilizando el complemento de Schur descrito en [31]

det {A B] = det (A) det (D — CA™'B)

C D

Por lo que de identificar los términos

A =-)
B=1
C=-K'K,D.
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CAPITULO 3. SINTESIS Y ANALISIS DE CONTROLES PARA EL ROBOT

y sustituyendo en la identidad para el complemento Schur

det(—AI) det(—K'KpD, — Al — (K'K;D,)(AI)"'(I)) =

al factorizar la ecuacion

det(—AI) det ((—AL)'(VI+ AK'KpD, + cK'K;D,)) =

Por 1ltimo se hace uso de la identidad [32]. Sea ¢ un nimero real y E una matriz de
n X m, entonces

det(cE) = " det(E)

Por lo tanto identificando ¢ = —\ se reduce a la siguiente ecuacion

det (\’I + AK'K,D, + K'K;D,)

Si K; y K, son definidas positivas o sus elementos en la diagonal son mayores que
cero, entonces la funcién de tarea para el sistema e, — 0 conforme el tiempo t — oo.

3.3.3. Control PI basado en las senales del sensor

Ahora se sintetizara un control PI en el espacio del sensor. La velocidad de cada uno
de los actuadores es @ = y, con y el control que gobierna la senal de salida para el sistema.

Primero, como en los casos anteriores, se propone un vector que define el espacio del
sensor que se analizara. Ya que el robot paralelo se traslada en coordenadas rectangulares
se usara el vector x = (X,Y,Z) que describe la posicién del robot. Ademads sy(t) y
s(x(0),t) para las posiciones deseadas y del robot manipulador como mediciones del
sensor respectivamente. Y de igual manera se propone una funciéon que sea regulada a
cero, para lo cual se retorna a la funcién de error. Para ello se retorna a la funcién de
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3.3. CONTROL PROPORCIONAL-INTEGRAL (PI)

tarea (3.6]). Asi, la funcién queda escrita en términos de la posicién deseada y la posicién
en la que se encuentra el efector final, todo en coordenadas del espacio del sensor

e, =8S;—S

De las caracteristicas del robot delta se facilita la obtencion el Jacobiano de la ci-
nematica inversa. Esta se evalia a través de el vector de posicién s, por lo que se propone
la reconstruccion del vector de posicion en coordenadas 3D. De manera que, sustituyendo
(3.6 en la ecuacién (|3.26))

oe,
ot

ys = Je_sl (0) + Kl o+ Kp €5

como en el caso de los andlisis anteriores para el control en le espacio de 3D se obtie-
nen los siguientes resultados.

de, .
Jes(e) = JS(X)JJJ(O) y ot =S4

De donde se dice que la salida y, que gobierna el sistema es:

vy, =J.(0)J. (%) 84 + Ki 05 + K, €]

xT

Como se menciond, es facil proponer un modelo del Jacobiano de la cinematica inversa
descrito como:

Por lo que se escribe la salida de control para el sistema descrito en las coordenadas
en 3D como:
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v, = Jo(x)J ' (x)[84 + K; 0, + K, €] (3.29)

3.3.4. Analisis de estabilidad y robustez para el control PI ba-
sado en las senales del sensor

Del analisis previo que se generd para el control en el sensor, se establecié que la ley
para realizar control de la salida del sistema como: y, = [Jo(x)J.(s)](sa+ K; s+ K, €;)
con un controlador PI. Ahora se considera el caso practico en el que los términos de la
ley de control no son perfectamente conocidos.

Del analisis previo el control es:
v, =Js(x)Jo(x)[34 + K, s + K,, €]

con un controlador PI.

Nuevamente, si se impone el hecho de que no se puede obtener el Jacobiano de la
cinemdtica inversa y la medicién del sensor. De tal modo que se llaman, Jo(x)J (%) y
S respectivamente a estas aproximaciones, por lo que se escribe y, = Jgo(x)J4(x)[Sq +
K, o, +K, e,

Ahora se sustituye en la dindmica del error en el espacio del sensor, se tiene que:

A

&, = $q — J,(x)To(x)To(x)T s (x)[8g + K6 + Kp &,

De tal forma que si J,(0)Jg(x) = K’ con K’ como una matriz de componentes cons-
tantes, en la cual todos sus coeficientes pueden ser diferentes 6 resultar en los elementos
de una matriz diagonal, entonces:

e, =84 —K'(5,+ Ko, + K, &,) =38, — K's, - KK;6, — K'K, &,

61



3.3. CONTROL PROPORCIONAL-INTEGRAL (PI)

Si se considera a § = D s + ¢, con ¢, un vector de coeficientes constantes, por lo que
s = D.s. Por lo que el sistema del error es

~

e, =8;—8S=D_e;

&, = D.é,
t t
o, = / ée.dt = DC/ e, dt = D.o,
0 0

Entonces $; — K’ §; = [ I — K'D_]s,, por lo que

é, = [I1-KDJs;— K'K; 6, — K'K, é,

&, =[I-KDJs;— KDK; o, — KDXK, e,

La condicién para la convergencia del sistema es que las velocidades realizadas por
el manipulador tanto como por el objeto a manipular deben ser finitas. Esto se logra si
la medicion para sS4, entre una iteracion y otra, pertenezcan a la regién delimitada por
la cota impuesta por el tratamiento de imégenes, de tal manera que $; = a. Con « el
vector de valores acotados de la velocidad.

és = [ I- K,Dc]a - K,KiDc Os — K/KPDC €s

Resultando en un sistema asintéticamente estable dado como:

é, =6 — KK;D.o, - K'K,D.e,

Con §=[1-KDJ«x
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Entonces

é; =0 -KKD, o, KK,D, e

Ahora, si se escoge una variable es, de forma que é; = § —K'K;D. o, —K'K,D, e
es. De donde la dinamica para e; es:

¢ =-KKD.o,— KK,D, é

= -K'K,D, e, - K'K,D, e;

Para lo cual se realiza la siguiente representacion en espacio de estados

i es| 0 I e,
it les] ~ |-K'’K,D. —K'K,D,| |es

0 I

_K,KZ'DC _K,KpDc:| €s HurWItZ el SlStema es estable_

De donde si la matriz [

De manera que para obtener los valores propios de la matriz:

wr | I
P -K'K,D, —-K'K,D, — Al

Utilizando el complemento de Schur descrita en [31]

det {A B} — det (A) det (D — CA™'B)

C D

Por lo que al identificar los términos

A =-)I
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C = -K'K;D.

D = -K'K,D, — Al

y se sustituye en la identidad para el complemento Schur

det(—AI) det(—K'KpD, — A — (K'K;D,)(AI)"(I)) =

Al factorizar la ecuacion

det(—AI) det ((—AL)'(NI+ AK'KpD, + cK'K;D,)) =

Por 1ltimo se hace uso de la identidad. Sea ¢ un ntiimero real y E una matriz de n x n,
entonces

det(cE) = " det(E)

Por lo tanto se identifica ¢ = —\, y se reduce a la siguiente ecuacion

det (NI + AK'K,D, + K'K;D.)

ST K; y K, son definidas positivas o sus elementos en la diagonal son mayores que
cero, entonces la funcién de tarea para el sistema es e; — 0 conforme el tiempo ¢ — oo.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se desarrollaron sintesis de controles para robots paralelos
tipo delta. La tarea que se tomo6 como base para las sintesis de control es la manipulacién
de objetos en movimiento. Se desarrollaron dos clases de controles: a) controles en coor-
denadas cartesianas y b) controles expresados directamente en términos de las senales
del sensor (control basado en sensor).

Los controles fueron desarrollados con un enfoque en la robustez en el desempeno del
sistema controlado ante errores en la medicién del estado del robot, errores de medicion
de la posicion y velocidad del objeto a manipular asi como posibles errores en el modelo
del sistema. Estas son condiciones que en la practica son comunes debido a la utiliza-
cién de sensores cuyas senales contienen perturbaciones. Diferencias en los parametros
reales del modelo del sensor constituyen otra fuente frecuente de errores de medicion. Por
otro lado, la construccion de los sistemas fisicos generalmente conlleva desviaciones con
respecto al modelo ideal. Estas desviaciones generan errores de modelo del sistema que
pueden llevar incluso a la inestabilidad del mismo.

Se realizaron analisis de estabilidad del sistema en lazo cerrado con los controles desa-
rrollados. Estos andlisis permitieron establecer condiciones para estabilidad en términos
de estos tipos de errores. En particular se tomaron en cuenta errores en las estimacio-
nes de los términos que intervienen en las leyes de control desarrolladas. Una condiciéon
necesaria para garantizar la estabiliad de la tarea de manipulacién de un objeto en mo-
vimiento es que la velocidad de éste sea finita lo cual constituye un requerimiento comin
en este tipo de analisis. Sin embargo, en este trabajo fue posible también establecer con-
diciones de estabilidad cuando no se tiene informacién precisa sobre esta velocidad.

En lo que respecta al modelado se obtuvo el modelo del jacobiano asociado a la ci-
nematica inversa del robot. Este jacobiano es parte fundamental de las leyes de control
desarrolladas. Adicionalmente, se calcularon explicitamente los términos de dicho jaco-
biano. De esta manera resultara sencillo programarlo con miras a aplicar los controles
obtenidos en un sistema real. Por otro lado, se desarrollé el modelo dinamico del robot
tipo delta con base en la formulaciéon Lagrangiana. El modelo pudo ser reducido a una
expresion suficientemente sencilla pero 1til para andlisis y sintesis de control posteriores.
El modelo dindamico obtenido no tiene las propiedades usuales del modelo dinamico de
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robots seriales por lo que amerita un estudio complementario antes de poder ser usado
para la sintesis de controles. Ademas, dada su sencillez, el modelo es adecuado para ser
implementado en una plataforma de tiempo real. Esta caracteristica es muy deseable
para aplicaciones practicas.

Las aportaciones principales de este trabajo son:

= La sintesis de leyes de control que proporcionan robustez en el desempeno de un
sistema controlado en condiciones reales.

= La realizacién de andlisis de estabilidad asociados a los controles sintetizados y, en
particular, la obtencion de condiciones para estabilidad en términos de las estima-
ciones de los términos que intervienen en las leyes de control.

= El desarrollo de un modelo explicito para el jacobiano asociado a la cinematica
directa de los robots paralelos tipo delta.

= El desarrollo de un modelo dindmico de los robots paralelos tipo delta que resulta
manejable y adaptado para aplicaciones de tiempo real.

Trabajo a futuro

Al término de este trabajo varias acciones para continuarlo quedan establecidas. To-
das ellas tienen el objetivo comtin de implementar los controles desarrollados en una
aplicacién practica. Algunas de las mas importantes son:

= Programacién de los algoritmos de control desarrollados. La codificacién de los
algoritmos de control es un paso indispensable para poderlos validar tanto en simu-
lacion como en experimentacién. Se debe tener cuidado con el costo computacional
resultante para lo cual una buena programacion es necesaria.

= Implementacion de los algoritmos de control. Se propone que primeramente se im-
plementen en simulacion para enseguida se apliquen experimentalmente. La imple-
mentacién en simulaciénn permitiria detectar errores de programacion sin poner en
riesgo el sistema fisico en caso de que tales errores ocurran.

» Estudio de las propiedades del modelo dindmico obtenido. Esto permitira explotar
esas propiedades para sintetizar controles basados en este modelo que permitan
realizar tareas con velocidades més altas sin perder precisién.
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