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Resumen 
 

Los movimientos del cuerpo humano durante el proceso de mantenerse erguido se han 

estimado a partir de varias mediciones del movimiento de los segmentos corporales. Este 

movimiento del centro de masa de todo el cuerpo se ha comparado con los movimientos 

del centro de masa a partir de un modelo simple de péndulo invertido de pie. Las primeras 

investigaciones que describen el comportamiento de un péndulo compuesto de uno, dos o 

tres eslabones que se pueda estabilizar en posición invertida por medio de pequeñas 

oscilaciones en su pivote, fueron realizadas por Stephenson [9] en 1908, lo cual dio un gran 

paso para que más adelante, investigadores como P. Kapitza, explicaran de manera teórica 

y experimental el comportamiento de este tipo de péndulo. Durante esa época era conocido 

que la estabilidad del péndulo en posición invertida dependía de hacer oscilar su base a 

altas frecuencias y baja amplitud [4]. 

 Para determinar lo anterior, Kapitza aplicó aproximaciones sucesivas para obtener un 

"potencial efectivo" el cual captura el efecto promedio del movimiento de la base, dicho 

análisis es un ejemplo de lo que más tarde se le conocería como Teoría de promediación 

para la estabilización oscilatoria. Existen varios ejemplos de este tipo de control por 

oscilaciones en la naturaleza, en criaturas como los insectos voladores, las aves y los 

peces, los cuales pueden moverse de manera efectiva y eficiente por medio de sistemas 

que se caracterizan por el uso de control oscilatorio para generar movimiento. Para 

determinar las condiciones de estabilidad que hacen que el punto de equilibrio invertido se 

vuelva estable, se utilizará el método de promediación, el cual es una herramienta 

matemática utilizada principalmente para encontrar una solución aproximada de 

ecuaciones diferenciales no lineales.  

A través de dicho método, se puede obtener un modelo lo suficientemente simple y preciso 

que puede ser útil para tomar decisiones sobre la estabilidad del equilibrio para el sistema 

general. Hay varios teoremas sobre la relación entre el promedio y el sistema general [5].  
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Abstract 
The movements of the human body during the process of maintaining an upright position 

have been estimated from various measurements of body segment motion. This movement 

of the center of mass of the entire body has been compared to the movements of the center 

of mass based on a simple model of an inverted pendulum while standing. The initial 

research describing the behavior of a pendulum composed of one, two, or three links that 

can be stabilized in an inverted position through small oscillations at its pivot point was 

conducted by Stephenson [9] in 1908. This laid the foundation for later researchers like P. 

Kapitza to explain the behavior of this type of pendulum both theoretically and 

experimentally. During that time, it was known that the stability of the inverted pendulum 

depended on oscillating its base at high frequencies and low amplitudes [4]. 

To determine the aforementioned, Kapitza applied successive approximations to obtain an 

"effective potential" that captures the average effect of base movement. This analysis is an 

example of what would later be known as the Averaging Theory for oscillatory stabilization. 

There are several examples of such oscillatory control in nature, seen in creatures like flying 

insects, birds, and fish, which can move effectively and efficiently through systems 

characterized by the use of oscillatory control to generate motion. To determine the stability 

conditions that make the inverted equilibrium point stable, the averaging method will be 

used, which is a mathematical tool primarily used to find an approximate solution to nonlinear 

differential equations. 

 

Through this method, a simple and accurate model can be obtained that may be useful for 

making decisions about equilibrium stability for the overall system. There are several 

theorems concerning the relationship between the average and the overall system [5]. 
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Introducción 
 

Para comprender mejor como prevenir las caídas de seres humanos, el modelado 

matemático de la postura ha sido un hecho importante en las ciencias de la salud y la 

ingeniería de rehabilitación. El modelado escalable de la postura y la marcha incluye el uso 

de un modelo de péndulo invertido que podría personalizarse para tener en cuenta el 

aumento de la complejidad.  

Los estudios han sido numerosos, para comprender cuáles son los factores físicos y 

fisiológicos que permiten la estabilización de un péndulo invertido inherentemente inestable, 

el modelo más básico consiste en un elemento de masa puntual que gira alrededor de un 

punto de pivote, que generalmente representa el centro de rotación en los tobillos.  

La masa se desestabiliza por la fuerza de la gravedad, y normalmente se supone que un 

elemento de resorte alrededor del tobillo actúa contra la gravedad para estabilizar el 

sistema. Este modelo simple se ha utilizado ampliamente durante las últimas décadas, ya 

que puede abordar muchas cuestiones de estabilidad [13]. 

De particular interés ha sido la estimación de la rigidez mínima necesaria para estabilizar el 

sistema y encontrar la frecuencia natural asociada del sistema capaz de iniciar la 

locomoción.  

Curiosamente, la estabilización dinámica no ha recibido mucha atención en biomecánica, a 

pesar de tener el potencial de mejorar la estabilidad en una variedad de tareas. El enfoque 

más simple para la estabilización dinámica de un péndulo invertido fue propuesto por el 

físico ruso Pyotr Kapitza en 1951, proporcionando la primera observación de que un 

péndulo invertido podría estabilizarse excitando la base con una oscilación vertical rápida 

en la misma dirección de la línea de acción de la gravedad. Al caminar, existe un movimiento 

continuo hacia arriba y hacia abajo del centro de masa que podría proporcionar una 

contribución sustancial a la estabilidad, a pesar de ser de frecuencia moderada. 

Este trabajo proporciona un resumen de la estabilización dinámica para péndulo invertido 

de uno y dos grados de libertad de rotación, cuando la gravedad es una fuerza 

desestabilizadora y se aplica una vibración externa en la base en uno o dos grados de 

libertad de traslación.  

Se destaca el efecto sobre la estabilidad postural de cada componente físico, como la 

rigidez articular, el amortiguamiento articular, el momento de inercia con respecto a las 

articulaciones y la inercia de traslación con respecto a la vibración de la base. El presente 

compendio puede arrojar luz sobre nuevos enfoques para aprovechar la estabilización 

dinámica inercial para mejorar la estabilidad postural y de la marcha. 

 

Desde un enfoque centrado en la dinámica de péndulos invertidos de uno y dos grados de 

libertad, esta tesis tiene como objetivo principal explorar cómo factores físicos como la 

rigidez articular, el amortiguamiento y los patrones de movimiento afectan la estabilidad 

postural y el acto de caminar. En este análisis, se considerará la aplicación de un control 
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vibratorio al sistema. La elección de este enfoque se basa en la observación de que el 

análisis por control vibratorio ha demostrado ser valioso para diversos sistemas biológicos.  

Además, se buscará determinar cuál es la relación entre la energía elástica con los 

parámetros de movimiento en péndulos con base móvil, esto para explorar cómo factores 

como la rigidez de las articulaciones y los patrones de movimiento influyen en la cantidad 

de energía elástica requerida para mantener el sistema estable. Esta energía elástica se 

almacena durante las deformaciones y se libera cuando el sistema retorna a su posición de 

equilibrio.  

Y al determinar los parámetros anteriores, identificar si es que los parámetros obtenidos a 

partir de las condiciones de estabilidad mediante el método de promediación son 

adecuados para aplicaciones en el cuerpo humano. Esta comprensión puede tener 

aplicaciones en áreas como la biomecánica y la ingeniería, ofreciendo perspectivas valiosas 

para mejorar la estabilidad y el movimiento humanos. 

 

Justificación 
 

La justificación para este trabajo surge de la necesidad de abordar una cuestión crítica en 

las ciencias de la salud y la ingeniería de rehabilitación: la prevención de caídas. La 

importancia de comprender y prevenir las caídas es innegable, ya que estas pueden tener 

consecuencias graves en la salud y la calidad de vida de las personas. En este sentido, el 

modelado matemático de la postura y la marcha se presenta como una herramienta 

fundamental para desarrollar estrategias efectivas de prevención. 

El uso de modelos matemáticos, como el modelo de péndulo invertido, abre la puerta a 

personalizaciones que pueden considerar la complejidad creciente de las situaciones 

reales. La estabilización de un péndulo invertido inherentemente inestable, que a menudo 

se asemeja a la postura humana, se ha explorado ampliamente. Sin embargo, la 

estabilización dinámica, a pesar de su potencial para mejorar la estabilidad en diversas 

tareas, ha recibido menos atención en el ámbito de la biomecánica. 

Uno de estos modelos es la propuesta de aplicar una oscilación vertical en la base para 

estabilizar un péndulo invertido, inspirada en el trabajo del físico Pyotr Kapitza, introduce 

un enfoque innovador que podría tener aplicaciones valiosas en la mejora de la estabilidad 

durante la marcha y otras actividades, por lo que se buscará complementar este análisis de 

oscilación vertical con el análisis cuando se agregan más ejes de movimiento a la base del 

péndulo de uno y dos grados de libertad. 

La importancia de este estudio radica en su enfoque en la estabilización dinámica de 

péndulos invertidos de uno y dos grados de libertad de rotación. El trabajo busca 

proporcionar una perspectiva detallada sobre cómo diferentes componentes físicos, como 

la rigidez articular, el amortiguamiento articular y el patrón de caminado, influencian no solo 

la estabilidad postural y de la marcha, sino también la cantidad de energía elástica requerida 

en las articulaciones. La comprensión profunda de estos efectos podría tener implicaciones 

de gran alcance para el desarrollo de enfoques innovadores que aprovechen la 

estabilización dinámica inercial, tanto para optimizar la estabilidad en el movimiento 
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humano como para reducir la carga energética en las articulaciones, lo que podría ser 

especialmente relevante para aplicaciones de rehabilitación y mejora de la calidad de vida. 

En resumen, este estudio se justifica por su contribución al campo de la prevención de 

caídas y la mejora de la estabilidad postural y de la marcha. Al abordar la estabilización 

dinámica a través de modelos matemáticos, se espera obtener conocimientos valiosos que 

puedan traducirse en intervenciones prácticas y estrategias de rehabilitación efectivas. 

 

Hipótesis 
 

Al aplicar movimientos oscilatorios a la base de un péndulo de uno o dos grados de libertad, 

se pueden identificar los valores de amplitud y frecuencia que permiten que este péndulo 

se mantenga dentro de los rangos de estabilidad típicos para un ser humano durante la 

marcha. 

 

Objetivos específicos 
o Determinar los parámetros de amplitud y frecuencia de las oscilaciones aplicadas a 

la base del péndulo que sean capaces de mantener el sistema en posición invertida. 

o Encontrar la contribución energética de las oscilaciones horizontales y verticales en 

la base móvil del péndulo. 

o Aplicar métodos asintóticos para la resolución de sistemas variantes en el tiempo. 

 

Alcance 
Con este trabajo de tesis se buscará determinar las condiciones de estabilidad para un 

péndulo de uno y dos grados de libertad por medio del control vibratorio y aplicación del 

método de promediación para analizar este sistema no lineal variante en el tiempo.  

Sentar bases para desarrollar teorías de estabilidad y la relación del movimiento oscilatorio 

producido al caminar para la correcta postura. 

Organización de la tesis 
La organización de la tesis es la siguiente:  

- Capítulo 1. Revisión del estado del arte sobre el péndulo de Kapitza y su 

relación con la estabilidad postural durante el caminado, control en lazo 

abierto. 

En esta sección, se llevará a cabo una la revisión del estado del arte acerca del 

péndulo de Kapitza y su interacción con la estabilidad postural durante el proceso 

del caminado humano, centrándose específicamente en su aplicación en sistemas 

de control en lazo abierto. En esta revisión se adentrará en los avances más 

recientes y las investigaciones clave en este ámbito, con el objetivo de comprender 

en profundidad cómo el péndulo de Kapitza se ha convertido en un componente 

crucial en el análisis de la estabilidad postural en el contexto del caminado. Se 
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explorarán las diferentes perspectivas y enfoques adoptados por diversos 

investigadores para abordar este fenómeno, resaltando las contribuciones más 

significativas que han mostrado los desafíos y las oportunidades que ofrece el uso 

del péndulo de Kapitza y el control vibratorio en los sistemas biológicos. 

- Capítulo 2. Modelado matemático del péndulo de uno y dos grados de libertad 

con base móvil. 

En esta sección, se emprenderá un detallado recorrido a través del modelado 

matemático del péndulo de uno y dos grados de libertad, centrándose 

específicamente en la consideración de una base móvil. Esta exploración tiene 

como objetivo fundamental comprender en profundidad cómo estos modelos 

matemáticos han evolucionado para abordar la complejidad de un péndulo sujeto a 

oscilaciones en su base. Se examinarán las ecuaciones fundamentales que rigen el 

comportamiento de estos sistemas, desglosando cómo se han incorporado las 

oscilaciones en la base y cómo estas afectan las propiedades dinámicas de los 

péndulos. Además, se analizarán las diferencias y similitudes entre los modelos de 

uno y dos grados de libertad, destacando cómo la inclusión de una base móvil 

agrega un nivel adicional de complejidad en la descripción matemática. En última 

instancia, esta revisión del modelado matemático del péndulo con base móvil busca 

brindar una comprensión sólida de cómo estos modelos capturan la dinámica 

realista de los sistemas físicos y cómo son fundamentales para comprender el 

comportamiento de los péndulos en condiciones de oscilación. 

- Capítulo 3. Método de promediación aplicado al control vibratorio. 

En esta sección, se brindará información detallada del método de promediación 

aplicado al control vibratorio. El enfoque de promediación, con su base en el análisis 

matemático y la teoría de sistemas, se ha establecido como una herramienta 

fundamental para abordar la estabilización de sistemas dinámicos bajo oscilaciones. 

A través de esta revisión, se desglosará cómo el método de promediación ha sido 

aplicado en el contexto del control vibratorio, específicamente en la estabilización 

de sistemas afectados por vibraciones periódicas. Se explorarán las bases teóricas 

del método, analizando cómo se descompone la dinámica de los sistemas en 

términos de componentes de alta y baja frecuencia. En última instancia, esta sección 

busca proporcionar una comprensión sólida de cómo el método de promediación se 

ha convertido en un recurso valioso para la estabilización de sistemas afectados por 

vibraciones, y cómo su aplicación se extiende a diversas áreas de la ingeniería y la 

investigación en control. 

- Capítulo 4. Resultados y simulaciones.   

En esta sección, se hablará acerca de los resultados y simulaciones obtenidos a 

través del enfoque de análisis que se trabajará durante este documento. Aquí, se 

presentarán de manera detallada los hallazgos clave derivados de la aplicación de 

las técnicas de promediación y simulaciones a sistemas dinámicos específicos. 

Estos resultados proporcionarán una visión profunda de cómo la promediación y las 

simulaciones trabajan en conjunto para desentrañar las complejidades de la 

dinámica de sistemas variables en el tiempo. Se describirán los cambios observados 

en la estabilidad y el comportamiento de los sistemas bajo diferentes condiciones 
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de entrada, frecuencias y parámetros. A través de gráficos, tablas y 

representaciones visuales, se ilustrarán las relaciones entre estos factores y cómo 

influyen en la estabilidad general de los sistemas. Además, se presentarán 

comparaciones entre los resultados obtenidos a través de la promediación y las 

simulaciones, demostrando la coherencia y validez de los enfoques utilizados. Estos 

hallazgos se contextualizarán en relación con la literatura existente, destacando 

contribuciones originales y divergencias con investigaciones anteriores. Además, se 

analizará como es que la energía elástica se ve afectada por los parámetros 

encontrados durante el análisis de estabilidad y como esto podría llegar a dar 

aspectos clave en el análisis del costo energético en una persona al caminar y con 

esto poder aportar este conocimiento a elementos de rehabilitación o de apoyo que 

permitan que el esfuerzo realizado por la persona sea mucho menor.  

- Capítulo 5. Conclusiones y trabajo futuro. 

En esta sección, se consolidarán los descubrimientos y análisis realizados a lo largo 

de este estudio en un contexto más amplio y reflexivo. Las conclusiones extraídas 

de las investigaciones presentadas se presentarán de manera concisa y precisa, 

resaltando los logros y avances alcanzados en la comprensión de los sistemas 

estudiados. Se examinará cómo los resultados obtenidos respaldan o refutan las 

hipótesis planteadas inicialmente, y cómo estos contribuyen a la resolución de 

problemas o cuestiones específicas dentro del campo de estudio. Además, de 

reflexionar sobre las implicaciones más amplias de los resultados en relación con el 

conocimiento actual y cómo podrían influir en investigaciones futuras. 

En cuanto al trabajo futuro, exploraremos las áreas que quedan por investigar y 

desarrollar a partir de los hallazgos presentados en este estudio. Identificaremos las 

lagunas en nuestro conocimiento y las limitaciones de los métodos y enfoques 

utilizados, sugiriendo posibles direcciones para la investigación subsiguiente.  



 16 

1 
Revisión del estado del arte 
1. El péndulo de Kapitza y su relación con la estabilidad postural 

durante el caminado 
 

1.1. Introducción a la biomecánica  
 

La biomecánica es el término con el cual se le conoce a la disciplina que combina los 

principios de la biología y la ingeniería para analizar, describir y evaluar los movimientos 

del cuerpo humano y su interacción con el entorno, por lo cual puede abarcar una amplia 

variedad de movimientos físicos. [37] 

Esta ciencia ha tenido un impacto significativo en la comprensión de la salud humana y ha 

experimentado una notable evolución a lo largo de los años. 

 

 

 

Figura 1.1. Ángulos entre segmentos al cargar un objeto [3]. 

 

Además, se enfoca en analizar y cuantificar los movimientos y las fuerzas que actúan sobre 

el cuerpo humano utilizando herramientas y técnicas avanzadas, como la captura de 

movimiento y la modelización computacional, los investigadores pueden examinar cómo se 
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mueven y funcionan las diferentes partes del cuerpo en diversas actividades, desde caminar 

y correr hasta realizar tareas específicas en el lugar de trabajo. 

Uno de los aspectos clave de la biomecánica es su aplicación en el ámbito de la salud. Los 

profesionales de la salud y los científicos han utilizado los principios biomecánicos para 

comprender las lesiones y enfermedades relacionadas con el movimiento, así como para 

desarrollar intervenciones terapéuticas y preventivas efectivas [42] 

 

Figura 1.2. Caminado humano bajo distintas condiciones.  Humano sano (izquierda) y humano con enfermedad motriz, 
como la enfermedad de Parkinson (derecha) [8]. 

 

La biomecánica ha contribuido al desarrollo de prótesis y dispositivos médicos, como las 

prótesis de extremidades y las sillas de ruedas, mejorando la movilidad y la calidad de vida 

de las personas con discapacidades físicas. Además, ha sido fundamental en el diseño y la 

evaluación de técnicas de rehabilitación y terapias físicas, permitiendo una recuperación 

más rápida y efectiva de lesiones musculoesqueléticas.  

La evolución de la biomecánica a lo largo de los años ha sido impresionante. En sus 

primeras etapas, la biomecánica se basaba principalmente en observaciones cualitativas y 

mediciones simples. Sin embargo, con los avances tecnológicos, se ha vuelto posible 

realizar análisis más sofisticados y precisos [37]. 

La introducción de sistemas de captura de movimiento basados en sensores y cámaras ha 

permitido una medición más precisa de los movimientos del cuerpo humano. Estos sistemas 

pueden rastrear y registrar en tiempo real la posición y la orientación de las articulaciones 

y los segmentos del cuerpo, lo que brinda información detallada sobre la biomecánica del 

movimiento humano. 

Además, la modelización computacional se ha convertido en una herramienta fundamental 

en la biomecánica. Los modelos computacionales pueden simular y predecir el 

comportamiento del cuerpo humano en diferentes escenarios, lo que facilita el estudio de 

situaciones difíciles de reproducir en el laboratorio o en el campo. 

La biomecánica también ha experimentado un crecimiento en el ámbito de la biomecánica 

molecular y celular. Los avances en la biología molecular y la genética han permitido un 

mayor entendimiento de los mecanismos que subyacen a los procesos biomecánicos a nivel 

celular y molecular.  
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Además, la biomecánica ha evolucionado hacia una disciplina multidisciplinaria, donde se 

integran conocimientos de diversas áreas como la física, la ingeniería, la anatomía, la 

fisiología y la medicina. Esta colaboración interdisciplinaria ha permitido un enfoque más 

holístico en el estudio de la biomecánica y ha facilitado la transferencia de conocimientos y 

tecnologías entre diferentes campos. 

En conclusión, la biomecánica ha tenido un impacto significativo en la comprensión de la 

salud humana y ha experimentado una evolución notable en los últimos años. Desde su 

aplicación en la rehabilitación y la terapia física hasta su contribución al diseño de 

dispositivos médicos y la mejora del rendimiento deportivo, la biomecánica continúa 

desempeñando un papel crucial en el avance de la salud y el bienestar humanos. Con el 

constante desarrollo de tecnologías y la colaboración interdisciplinaria, se espera que la 

biomecánica siga desempeñando un papel crucial en la investigación y aplicación de 

soluciones innovadoras para mejorar la calidad de vida de las personas. 

 

 

1.2. Sistema masa-resorte-amortiguador como modelo para balanceo del cuerpo 

humano 
En estudios anteriores se ha encontrado que es posible hacer una representación del 

modelo para el movimiento del cuerpo humano dividiéndolo en segmentos, por ejemplo, un 

segmento de tobillo-rodilla, rodilla-cadera y cadera-cabeza. 

De acuerdo con Piovesan [7] en un modelo fisiológicamente exacto, los tendones actúan 

como impedancias amortiguadoras que estabilizan las fuerzas generadas entre los 

elementos generadores de fuerza (músculos) y el entorno. Esta representación se puede 

observar en la Figura 1.3. 

 

  

Figura 1.3. Sistemas masa-resorte-amortiguador. (a) Modelo Poynting-Thomson (b) Representación de un péndulo 
invertido [7]. 

 

Donde: 

𝑘𝑔 = −𝑚𝑔ℎ: Es la energía potencial modelada como una rigidez negativa. 

𝑘𝑡 , 𝑘𝑚 𝑦 𝑏𝑚: Son los parámetros de rigidez y amortiguamiento del tendón y el musculo. 
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1.3. Estabilización de la postura al caminar  
 

Existen sistemas mecánicos en dónde la existencia de fuerzas inerciales puede ser 

perjudiciales para su correcto control, pero en otros casos, como en el péndulo de Kapitza, 

el cual tiene la característica de estabilizarse cuando se hace oscilar verticalmente su base. 

En Quintanilla et al. [8] se postula que el comportamiento descrito del péndulo de Kapitza, 

visto desde la regulación de la rigidez del miembro inferior, es una estrategia generalizada 

empleada al caminar, y la oscilación de la pelvis ayuda al torso a mantenerse erguido. 

Una característica clave de la enfermedad de Parkinson es la reducción en la longitud de 

los pasos y un patrón de caminar lento con pasos en los que los pies apenas se levantan 

del suelo. Además, las personas con esta enfermedad tienden a inclinar su torso hacia 

adelante en relación con la cadera. Usando videos públicos y programas de acceso libre 

que estudian el movimiento, podemos comparar el caminar de una persona sana con el de 

alguien que tiene Parkinson. Esto nos permite investigar cómo los cambios no lineales en 

la postura debido a la enfermedad pueden afectar la estabilidad al caminar. 

Utilizando lo descrito en la sección 3, se propone un control de la regulación de la rigidez 

de los músculos (impedancias) alrededor de las juntas (cadera, rodillas o tobillo) 

permitiendo por medio de una rigidez equivalente, mantener la postura correcta dada por la 

rigidez ideal, lo anterior reduce la energía metabólica debida a la contracción que es 

necesaria para mantener la rigidez adecuada, por lo que en este trabajo se buscará 

determinar los criterios de estabilidad que mantengan al péndulo en su posición invertida 

para su futura implementación [8]. 

 

1.4. Análisis y modelado del movimiento humano al caminar 
 

El proceso de modelar el caminar humano surge como un estudio de gran complejidad, en 

virtud de la multitud de puntos de conexión desde los cuales este fenómeno puede ser 

examinado. El análisis del caminar se despliega en una vastedad de dimensiones, en gran 

parte moldeado por el minucioso escrutinio de las trayectorias que son trazadas por los 

puntos de interés tales como el tobillo, la rodilla y la cadera durante todo el acto del caminar. 

Esta intrincada red de interconexiones dentro del cuerpo humano revela un panorama 

multidimensional que requiere un enfoque integral y detallado para lograr una comprensión 

plena. 

A medida que se explora cómo es que estos puntos de unión interactúan y se adaptan a 

diferentes condiciones y variaciones en el movimiento, se abre la puerta hacia una 

percepción más profunda de la biomecánica del caminar humano y, por extensión, hacia 

una base sólida para la mejora de terapias, la tecnología de asistencia y la comprensión de 

la salud musculoesquelética. 

El análisis detallado de estas trayectorias del caminado humano no solo proporciona 

información esencial para diseñar prótesis y sistemas de rehabilitación que sean altamente 
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eficaces y personalizados, sino que también brinda detalles sobre características que hacen 

que el caminar humano sea tan único y adaptable en diversos entornos y circunstancias. 

Es a través de esta minuciosa exploración que se puede ser capaz de desbloquear el 

potencial para avanzar en una serie de disciplinas, desde la medicina hasta la ingeniería 

biomecánica, aportando soluciones innovadoras y optimizando la calidad de vida de las 

personas. 

En esencia, el modelado del caminar humano es un ejercicio fascinante y esencialmente 

interdisciplinario que resulta desafiante para descifrar los misterios de movimiento del 

cuerpo humano, con resultados que pueden influir en la forma en las que se interactúa con 

la tecnología, como se rehabilitan lesiones y la comprensión de los principios fundamentales 

que gobiernan la biomecánica única del ser humano [11]. 

 

 

Figura 1.4. Movimiento caminado cicloidal  [22]. 

 

1.5. Péndulo de Kapitza 
 

Es como se le conoce al sistema mecánico de péndulo rígido invertido que exhibe un 

movimiento caótico, es decir, que una de las principales características de este sistema es 

que cuando su punto de suspensión se le somete a una vibración a alta frecuencia a través 

de su punto pivote en dirección vertical, se logra una estabilidad dinámica, la cual permite 

que el péndulo permanezca invertido [2].   

Esta característica ha sido estudiada en el campo de la dinámica no lineal y ha atraído a 

numerosos investigadores. Uno de los pioneros en abordar este análisis y realizar 

experimentos al respecto fue P. Kapitza. Él observó que, debido a las vibraciones en el 

pivote, el péndulo permanecía vertical [4]. Estos movimientos verticales y angulares son 

extremadamente pequeños que son casi imperceptibles para el ojo humano, lo que tiene 

un impacto significativo en su comportamiento y aplicabilidad. 
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Figura 1.5. Distribución de la masa humana [2]. 

 

La definición de este tipo de péndulo a la cual llegó Kapitza, es un tipo de sistema no lineal 

caracterizado por un movimiento sinusoidal del punto de pivote del péndulo. Esta excitación 

periódica lo distingue de los péndulos lineales tradicionales. La fuerza periódica crea un 

comportamiento dinámico rico, que da lugar a diversos fenómenos interesantes, como el 

movimiento caótico y las bifurcaciones. 

Existen varios tipos de péndulos, definidos por sus grados de libertad: 

 

1. Péndulo de un grado de libertad 

El péndulo de Kapitza de un grado de libertad consta de una sola varilla rígida suspendida 

de un punto de pivote. El punto de pivote experimenta oscilaciones verticales periódicas 

con una frecuencia y amplitud específicas. Esto crea un movimiento oscilatorio en el 

péndulo, lo que resulta en un comportamiento dinámico rico. Este tipo de péndulo es 

conocido por exhibir un movimiento caótico, donde pequeños cambios en las condiciones 

iniciales pueden llevar a resultados drásticamente diferentes. 

 

 

2. Péndulo de dos grados de libertad 

El péndulo de Kapitza de dos grados de libertad implica dos varillas solidas acopladas, 

como se muestra en la Figura 1.5, pero a su vez ambos sujetos a oscilaciones verticales de 

manera periódica en el punto pivote de la primera varilla. Este sistema exhibe una dinámica 

más compleja en comparación con el péndulo de Kapitza de un grado de libertad. El 

acoplamiento entre los dos péndulos da lugar a un comportamiento caótico adicional y una 

mayor variedad de patrones de movimiento. 

Otro aspecto importante que este péndulo presenta es que puede ser implementado para 

diversos estudios e investigaciones con los que se describen en los párrafos siguientes. 
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1. Investigación de Dinámica Caótica: 

El péndulo sometido a oscilaciones en su base es un sistema ideal para estudiar la dinámica 

caótica debido a su sensibilidad a las condiciones iniciales y el comportamiento complejo 

que exhibe. Los investigadores en dinámica no lineal utilizan el péndulo de Kapitza para 

explorar la teoría del caos, los atractores y diversas bifurcaciones. [26] 

 

Figura 1.6. Demostración experimental: (a) el alambre deformado hacia abajo; (b) el alambre vertical estabilizado; (c) 
movimiento inclinado cerca de la inestabilidad de "caída" de baja frecuencia; y (d) movimiento cerca de la inestabilidad 

dinámica de alta frecuencia [26]. 

 

2.  Aplicaciones en Ingeniería: 

El péndulo de Kapitza se ha utilizado en ingeniería, especialmente en sistemas de 

aislamiento de vibraciones. Su comportamiento caótico le permite disipar energía y reducir 

las vibraciones de manera eficiente. Se ha utilizado en ciertos sistemas mecánicos para 

mitigar vibraciones no deseadas de manera controlada. 
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Figura 1.7. Demostración de la estabilización del péndulo de Kapitza. [2] 

 

En conclusión, el péndulo de Kapitza es un sistema mecánico notable que exhibe un 

movimiento caótico y ha sido ampliamente estudiado en la dinámica no lineal. El péndulo 

de Kapitza individual y el péndulo de Kapitza doble ofrecen conocimientos únicos sobre el 

comportamiento complejo y son herramientas valiosas para comprender los sistemas 

caóticos. Desde la investigación en física fundamental hasta aplicaciones de ingeniería, el 

péndulo de Kapitza continúa cautivando a investigadores y educadores por igual, 

proporcionando conocimientos valiosos sobre la dinámica no lineal y sus diversas 

aplicaciones. 

 

 

1.6. Antecedentes del control vibratorio aplicado a sistemas biomecánicos  
 

Existen insectos voladores cuyos movimientos corporales provocan cambios en la 

cinemática efectiva de sus alas y, por lo tanto, influyen en la fuerza aerodinámica y la 

producción de torsión. Dentro de la literatura existen trabajos donde se ha descubierto que 

las alas de estas aves e insectos al aletear producen una amortiguación aerodinámica 

considerable mediante un mecanismo pasivo que ellos llaman "contra torque de aleteo" o 

“flapping countertorque” en inglés, esto durante los giros rápidos alrededor del su eje 

vertical [14].  

En otras palabras, estos giros rápidos pueden ser cambios bruscos en la dirección o en el 

rumbo del insecto mientras vuela. La amortiguación aerodinámica es un fenómeno 

importante que puede influir en la estabilidad y maniobrabilidad del vuelo de los insectos y 

otros objetos voladores. 

Dentro de las investigaciones encontradas en la literatura, se amplía el estudio para incluir 

la amortiguación aerodinámica que se produce durante las traducciones y rotaciones del 

cuerpo con respecto a sus seis ejes principales: balanceo, cabeceo, guiñada, hacia 

adelante/atrás, lateral y vertical [14]. Además, han desarrollado modelos analíticos 

utilizando un modelo aerodinámico cuasi estático y análisis de elementos de pala, 

incorporando los cambios efectivos en la cinemática de las alas causados por el movimiento 
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del cuerpo. Se encontró que la amortiguación aerodinámica en todos estos casos depende 

linealmente de las velocidades de translación y rotación del cuerpo, y aumenta con la 

amplitud y frecuencia del movimiento del ala. 

 

 

Figura 1.8. Ilustración grafica del análisis de estabilización de un colibrí por medio de control vibratorio [14]. 

A partir de estos modelos analíticos, se calcularon las derivadas de estabilidad asociadas 

a la dinámica de vuelo linealizada en el vuelo estacionario y se derivó un modelo dinámico 

completo de 6 grados de libertad (6-DOF). El modelo se utilizó para estimar la dinámica de 

vuelo y la estabilidad de cuatro especies diferentes de insectos voladores como estudios 

de caso. 

El modelo analítico desarrollado en este trabajo es importante para estudiar la dinámica de 

vuelo y la estabilidad pasiva de los animales voladores, así como para desarrollar micro 

vehículos aéreos con alas batientes (MAVs) con vuelo estable y maniobrable, que se logra 

a través de la estabilidad dinámica pasiva y el control activo de vuelo [14]. 
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2 
2. Modelado matemático del péndulo de uno y dos grados de 

libertad con base móvil 
 

Para determinar las ecuaciones que describen la dinámica del sistema, se hizo uso del 
método de Euler-Lagrange, el cual sirve para describir un sistema a través de dicha 
metodología se deben estudiar las energías cinética (K) y potencial del péndulo (U) 
 
 

𝐿 = 𝑇 − 𝑈 
 
 

(2.1) 

 
Este método se puede aplicar a sistemas con fuerzas conservativas y no conservativas. En 
el caso de fuerzas conservativas las ecuaciones de Euler-Lagrange quedan de la siguiente 
manera: 
 
 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖̇
) − 

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
+

𝜕𝐷

𝜕𝑞𝑖
= 0 

 

(2.2) 

 
 
Donde 𝑞𝑖 es la 𝑖 − 𝑒𝑠𝑖𝑚𝑎 coordenada generalizada. 
 
En la Figura 2.1 se muestra el modelo esquemático del péndulo invertido sujeto a 
desplazamiento tanto en dirección horizontal como vertical propuesto para representar el 
análisis de la postura al caminar.  
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Figura 2.1. Modelo esquemático del péndulo de dos grados de libertad con base móvil. 

Donde: 

 𝑓1 y 𝑓2 son las expresiones de las oscilaciones verticales y horizontales respectivamente. 

Ambas oscilaciones tienen frecuencia 𝜔. 

Las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange para un sistema de n-eslabones, en un 

caso general, puede ser descrito de la siguiente manera: 

 

𝜞 = 𝑀(𝒒̈)  +  𝐶(𝒒̇, 𝒒) + 𝐺(𝒒) 
 

(2.3) 

 

Donde: 

𝑀(𝒒̈): 𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑒𝑟𝑐𝑖𝑎,   𝐶(𝒒̇, 𝒒):  𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑑𝑒 𝐶𝑜𝑟𝑖𝑜𝑙𝑖𝑠   𝐺(𝒒): 𝑉𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑔𝑟𝑎𝑣𝑒𝑑𝑎𝑑. 

 

En una representación general, los términos viscoelásticos que representan la rigidez y 

amortiguamiento de las juntas se agregan al sistema empleando las matrices 𝐵 𝑦 𝐾. 

Entonces el sistema puede ser escrito como:  

 

𝜞 = 𝑀(𝒒̈)  + ( 𝐶(𝒒̇, 𝒒) + 𝐵)𝒒̇ +  𝐺(𝒒) + 𝐾𝒒 
 
 

(2.4) 
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2.1. Modelado péndulo de un grado de libertad 
 

Uno de los modelos más simples que explican la oscilación vertical debida a la marcha se 

puede expresar como un sistema de segundo orden de un solo grado de libertad. El cuerpo 

se modela como un péndulo invertido donde toda la masa 𝑚 se concentra en el centro de 

gravedad.  

El radio de girporqueo 𝑙𝑖, en la Figura 2.2, representa la distancia desde el punto de pivote 

en el tobillo y el centro de gravedad. 

El ángulo de rotación del péndulo alrededor del tobillo es 𝑞1 que es 0 cuando el eslabón 

está en posición vertical. Si la persona camina, esto equivaldría en esta representación a 

que el péndulo esté sujeto a una oscilación vertical impulsora 𝑓 en su base, las ecuaciones 

de movimiento se muestran más adelante.  

Para comprender mejor el análisis de estabilidad por medio del sistema promediado se 

realizará el análisis del sistema con un solo eslabón, por lo que se determinará primero su 

modelo matemático. 

 

 

Figura 2.2. Modelo péndulo de un grado de libertad. 

 

Como se menciona anteriormente, para obtener las ecuaciones de movimiento que 

describen el sistema del péndulo, se utilizó la metodología de Euler Lagrange, por lo que 

es necesario documentar las coordenadas de la posición del centro de masa. 

A partir de la Figura 2.2, las coordenadas de la posición del centro de masa son: 

 

[
𝑥1

𝑦1
] = [

𝑥𝑘 + 𝑙1 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 
𝑦𝑘 + 𝑙1 𝑐𝑜𝑠 𝑞1

] 

 

(2.5) 
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Donde: 
 

𝑥𝑘 = 𝐷 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) 
 
 

(2.6) 

𝑦𝑘 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) 
 

(2.7) 

 

Que corresponden a las ecuaciones de movimiento de una cicloide. 

Derivando el vector de posición (3) para obtener las velocidades asociadas al eslabón y así 

poder utilizar las ecuaciones de Euler Lagrange, se tiene lo siguiente: 

 

𝑣 = [
𝑥1̇

𝑦̇1
] = [

𝑥𝑘̇ + 𝑙1 𝑞1̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1

𝑦𝑘̇ − 𝑙1 𝑞1̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1
] 

 

(2.8) 

 

Entonces, la energía cinética se calcula como: 

 

𝑇 =
1

2
∑(𝑚𝑖𝑣𝑖

2)

𝑛

𝑖=1

 

 

(2.9) 

  

Donde 𝑛 es el número de eslabones. 

Para este caso donde 𝑛 = 1, la energía cinética se escribe como: 

 

𝑇 =
1

2
𝑚1[𝑙1

2 𝑞1̇
2 + 𝑥𝑘̇

2 + 𝑦𝑘̇
2 + 2𝑙1 𝑞1̇𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 − 2𝑙1 𝑞1̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝜃] 

 

(2.10) 

 

Posteriormente se procede a calcular la energía potencial del sistema, la cual se obtiene 

mediante la siguiente ecuación: 

𝑈 = 𝑔 ∑(𝑚𝑖𝑦𝑖 +
1

2
𝑘𝑖𝑞𝑖

2)

𝑛

𝑖=1

 
(2.11) 

 

Además, como se puede observar en (2.11), se agrega la contribución de la energía elástica 

para tener una mejor comprensión del comportamiento del sistema. 
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Por lo tanto, la energía potencial para el péndulo de un grado de libertad se describe como: 

𝑈 = 𝑚1𝑔[𝑦𝑘 + 𝑙1 𝑐𝑜𝑠 𝑞1] +
1

2
𝑘1𝑞1

2 
(2.12) 

 

Ya que se han calculado las energías cinética y potencial, se desarrolla el Lagrangiano 

como se definió anteriormente: 

𝐿 = 𝑇 − 𝑈 

Además, agregando la energía disipativa del sistema para un grado de libertad, queda la 

siguiente expresión:    

𝐷 =
1

2
𝑏1𝑞1̇

2 

 

(2.13) 

 

 Euler-Lagrange (2.2), donde: 𝑞1 es la coordenada generalizada. Sustituyendo las 

ecuaciones (2.10) y (2.12) en (2.1), se encuentra la ecuación que describe el sistema de 

péndulo sujeto a oscilaciones en su base.   

Por lo tanto, con 𝜞=0 queda definida de la siguiente manera: 

 

𝑀(𝒒̈) + ( 𝐶(𝒒̇, 𝒒) + 𝐵)𝒒̇ +  𝐺(𝒒) + 𝐾𝒒 + 𝐻𝒖̈(𝒕) = 𝟎 

Donde: 

𝑀 = 𝑚1𝑙1
2 

 

(2.14) 

𝐶 = 0 
 

(2.15) 

𝐺 = −𝑚1𝑔𝑙1 𝑠𝑖𝑛(𝑞1) 

 

(2.16) 

𝐻 = [𝑚1𝑙1 𝑐𝑜𝑠(𝑞1) −𝑚1𝑙1 𝑠𝑖𝑛(𝑞1)] 

 

(2.17) 

𝐾 = 𝑘1  
 

(2.18) 

𝐵 = 𝑏1 
 

(2.19) 

𝒖̈ = [𝑥𝑘̈ 𝑦𝑘̈]𝑇 
 

(2.20) 
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2.2. Modelado péndulo de dos grados de libertad 
 

A partir de la representación mostrada en la Figura 2.1, se muestra a continuación el 

procedimiento para obtener el modelo matemático para el péndulo de dos grados de 

libertad. 

Al igual que en el péndulo de un grado de libertad, se deben obtener las energía cinética y 
potencial del sistema, por lo que es necesario escribir el vector de posición del centro de 
masa de ambos segmentos del péndulo, los cuales se muestran en (2.21). Cabe destacar 
que el ángulo 𝑞2 se mide con respecto al marco de coordenadas global. 
 
 

[
𝑥1

𝑦1
] = [

𝑥𝑘 + 𝑙1 𝑠𝑖𝑛 𝑞1

𝑦𝑘 + 𝑙1 𝑐𝑜𝑠 𝑞1
] 

 

[
𝑥2

𝑦2
] = [

𝑦𝑘 + 𝑙1 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 + 𝑙2 𝑠𝑖𝑛 𝑞2

𝑦𝑘 + 𝑙1 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 + 𝑙2 𝑐𝑜𝑠 𝑞2
] 

 
 

(2.21) 

Donde 𝑦𝑘  y 𝑥𝑘 corresponden a las posiciones vertical y horizontal dadas por las oscilaciones 

Aplicadas a la base móvil del péndulo (𝑓1 y 𝑓2). 
 
A continuación, debido a que para el cálculo de la energía cinética se requiere del vector 
de velocidad, se derivan los vectores de posición (2.21) y se obtiene lo siguiente: 
 
 

𝑣1 = [
𝑥1̇

𝑦1̇
] = [

𝑥𝑘̇ + 𝑙1𝑞1̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1

𝑦𝑘̇ − 𝑙1𝑞1̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1
] 

 

𝑣2 = [
𝑥2̇

𝑦2̇
] = [

𝑥𝑘̇ + 𝑙1𝑞1̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 + 𝑙2𝑞2̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞2

𝑦𝑘̇ − 𝑙1𝑞1̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 − 𝑙2𝑞2̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞2
] 

(2.22) 

 
 
Una vez conociendo los vectores de velocidad, la energía cinética total del sistema está 
dada por la suma de la energía cinética de cada segmento del péndulo, es decir: 
 

𝑇𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑇1 + 𝑇2 
 
 

𝑇𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =
1

2
(𝑚1 + 𝑚2)𝑙1

2𝑞1̇
2 +

1

2
𝑚2𝑙2

2𝜃2̇
2
+

1

2
(𝑚1 + 𝑚2)𝑥𝑘̇

2 +
1

2
(𝑚1 + 𝑚2)𝑦𝑘̇

2

+ (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑞1̇𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 − (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑞1̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1

+ 𝑚2𝑙2𝑞2̇𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞2 − 𝑚2𝑙2𝑞2̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞2 + 𝑚2𝑚2𝑙1𝑙2𝑞1̇𝑞2̇ 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2) 
 

(2.23) 
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Por otro lado, el procedimiento para calcular la energía potencial del sistema, esta descrito 
a continuación: 

𝑈𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑚1𝑔𝑦1 + 𝑚2𝑔𝑦2 +
1

2
𝑘1𝑞1

2 +
1

2
𝑘2(𝑞2 − 𝑞1)

2 

 
 
Donde, 𝑘𝑖 corresponde a los elementos elásticos. 
 
 

𝑈𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑚1𝑔(𝑦𝑘 + 𝑙1 𝑐𝑜𝑠 𝑞1) + 𝑚2𝑔(𝑦𝑘 + 𝑙1 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 + 𝑙2 𝑐𝑜𝑠 𝑞2) +
1

2
𝑘1𝑞1

2

+
1

2
𝑘2(𝑞2 − 𝑞1)

2 

 
 

(2.24) 

 
Entonces el Lagrangiano, definido como la diferencia entre energía cinética y potencial para 
este sistema del péndulo de dos grados de libertad es:  
 

𝐿 = 𝑇𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 − 𝑈𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 

𝐿 = [
1

2
(𝑚1 + 𝑚2)𝑙1

2𝑞1̇
2 +

1

2
𝑚2𝑙2

2𝑞2̇
2 +

1

2
(𝑚1 + 𝑚2)𝑥𝑘̇

2 +
1

2
(𝑚1 + 𝑚2)𝑦𝑘̇

2

+ (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑞1̇𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 − (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑞1̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1

+ 𝑚2𝑙2𝑞2̇𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞2 − 𝑚2𝑙2𝑞2̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞2 + 𝑚2𝑙1𝑙2𝑞1̇𝑞2̇ 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2)]

− [𝑚1𝑔(𝑦𝑘 + 𝑙1 𝑐𝑜𝑠 𝑞1) + 𝑚2𝑔(𝑦𝑘 + 𝑙1 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 + 𝑙2 𝑐𝑜𝑠 𝑞2) +
1

2
𝑘1𝑞1

2

+
1

2
𝑘2(𝑞2 − 𝑞1)

2] 

 
 

(2.25) 

   
Considerando la energía de disipación en ambos segmentos, se tiene lo siguiente:  
 
 

𝐷 =
1

2
𝑏1𝑞1̇

2 +
1

2
𝑏1(𝑞2̇ − 𝑞1̇)

2 
(2.26) 

 
 
Empleando la metodología de Euler-Lagrange dada por la ecuación (2.2) y asumiendo que 
no existen fuerzas actuando en el sistema, se obtienen las ecuaciones que describen la 
dinámica del péndulo de dos grados de libertad sometido a oscilaciones en su base móvil 
o punto pivote para la coordenada generalizada 𝑞1, las cuales se muestran a continuación: 
 
 

(𝑚1 + 𝑚2)𝑙1
2𝑞1̈ + 𝑚2𝑙1𝑙2 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2) 𝑞2̈ + (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑥𝑘̈ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1

− (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑦𝑘̈ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 − 𝑚2𝑙1𝑙2𝑞2̇
2 𝑠𝑖𝑛(𝑞1 − 𝑞2)

− 𝑔(𝑚1 + 𝑚2)𝑙1 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 + (𝑘1 + 𝑘2)𝑞1 + (𝑏1 + 𝑏2)𝑞1̇ − 𝑘2𝑞2 − 𝑏2𝑞2̇

= 0 
 

(2.27) 
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Para el caso del segundo segmento del péndulo se sigue el mismo desarrollo que en el 
caso anterior, por lo tanto, las ecuaciones que describen la dinámica del doble péndulo 
invertido sometido a oscilaciones en su punto pivote es la siguiente:   
 
 

𝑚2𝑙1𝑙2 𝑐𝑜𝑠(𝜃1 − 𝜃2) 𝑞1̈ + 𝑚2𝑙1
2𝑞2̈ + 𝑚2𝑙2𝑥𝑘̈ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 − 𝑚2𝑙2𝑦𝑘̈ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1

− 𝑚2𝑙1𝑙2𝑞1̇
2 𝑠𝑖𝑛(𝑞1 − 𝑞2) − 𝑔𝑚2𝑙2 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 + 𝑘2(𝑞2 − 𝑞1)

+ 𝑏2(𝑞2̇ − 𝑞1̇) = 0 
 

(2.28) 

 
 

Reorganizando las ecuaciones (2.27) y (2.28) en forma matricial se tiene: 

 

𝑴𝒒̈ + 𝑪𝒒̇ + 𝑯𝒖̈ + 𝑮 = 𝝉 
 

(2.29) 

 

Donde: 

𝑴 = [
(𝑚1 + 𝑚2)𝑙1

2 𝑚2𝑙1𝑙2 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2)

𝑚2𝑙1𝑙2 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2) 𝑚2𝑙2
2 ] 

(2.30) 

 

𝑪 = [
0 −𝑚2𝑙1𝑙2 𝑠𝑖𝑛(𝑞1 − 𝑞2) 𝑞2̇

−𝑚2𝑙1𝑙2 𝑠𝑖𝑛(𝑞1 − 𝑞2) 𝑞1̇ 0
] (2.31) 

 

𝑯 = [
(𝑚1 + 𝑚2)𝑙1 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 −(𝑚1 + 𝑚2)𝑙1 𝑠𝑖𝑛 𝑞1

𝑚2𝑙2 𝑐𝑜𝑠 𝑞2 −𝑚2𝑙2 𝑠𝑖𝑛 𝑞2
] 

(2.32) 

 

𝑮 = [
−𝑔(𝑚1 + 𝑚2)𝑙1 𝑠𝑖𝑛 𝑞1

−𝑔𝑚2𝑙2 𝑠𝑖𝑛 𝑞2
] 

 

(2.33) 

𝝉 = [
−(𝑘1 + 𝑘2)𝑞1 − (𝑏1 + 𝑏2)𝑞1̇ + 𝑘2𝑞2 + 𝑏2𝑞2̇

−𝑘2(𝑞2 − 𝑞1) − 𝑏2(𝑞2̇ − 𝑞1̇)
] 

 
 

(2.34) 

 

Donde los vectores relacionados a las coordenadas generalizadas y a las entradas que 

actúan sobre la base móvil del péndulo de dos grados de libertad son los siguientes 

respectivamente. 

𝒒 = [𝑞1 𝑞2]𝑇 

𝒖 = [𝑥𝑘 𝑦𝑘]𝑇 
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2.3. Conclusiones del capítulo 
 

En este capítulo, se ha abordado el modelado matemático de péndulos de uno y dos grados 

de libertad, a través de explorar a detalle los fundamentos teóricos y las ecuaciones de 

movimiento asociadas con estos sistemas físicos. 

Una de las principales contribuciones de este capítulo ha sido la propuesta de modelar el 

comportamiento de los péndulos de uno y dos grados de libertad, considerando las 

interacciones entre las masas y las fuerzas involucradas y agregando las fuerzas inducidas 

por las oscilaciones en la base de ambos péndulos. Este enfoque ha permitido obtener una 

representación más precisa de las trayectorias resultantes cuando se hace oscilar su base. 

Es importante tener en cuenta que este modelo matemático presenta ciertas limitaciones, 

como la idealización de las condiciones iniciales y los eslabones de ambos péndulos 

cuentan con masas despreciable. En futuras investigaciones, es recomendable incluir estas 

limitaciones y explorar la inclusión de factores más realistas y acertadas a los parámetros 

del cuerpo humano. Además, sería interesante extender este estudio a otros sistemas 

físicos relacionados, como péndulos acoplados o sistemas con múltiples grados de libertad. 

El próximo capítulo, se centrará en análisis de los modelos desarrollados por medio del 

método de promediación, del cual también se hará mención en el comienzo del siguiente 

capitulo para así más adelante realizar la validación numérica de los modelos desarrollados, 

utilizando métodos numéricos resueltos con lenguaje Python.  
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3 
3. Método de promediación aplicado al control vibratorio 
 

El análisis de la estabilidad de los sistemas mecánicos es un tema clásico en la mecánica 

y la dinámica. A lo largo de la historia, varios investigadores han contribuido a esta área, 

como Lagrange, Maxwell, Thomson, Tait y Lyapunov [39]. Estos estudios sentaron las 

bases de la teoría moderna de estabilidad. En el presente, los principios de invariancia son 

utilizados para establecer la estabilidad de los sistemas dinámicos de manera más flexible. 

La teoría de estabilidad es fundamental en los sistemas dinámicos y la teoría de control. Se 

utilizan enfoques lineales y no lineales, como la linealización y los criterios de estabilidad 

de Lyapunov. El análisis de la estabilidad se aplica especialmente en sistemas mecánicos 

sujetos a disipación. 

 

3.1. Control vibratorio de sistemas mecánicos  
 

Dentro de los sistemas mecánicos, existen aquellos que tienen menos actuadores que 

grados de libertad, (sistemas subactuados). Este tipo de sistemas se encuentra en robótica 

móvil y en la naturaleza, donde criaturas como insectos voladores, aves y peces pueden 

moverse de manera efectiva y eficiente a pesar de ser subactuados, es decir, sistemas con 

menos actuadores que grados de libertad. 

La principal característica de estos sistemas es que utilizan este movimiento como un 

control oscilatorio.  

Una de las razones por las que el control oscilatorio es común, es que a menudo no se 

puede estabilizar los sistemas mecánicos subactuados utilizando técnicas convencionales 

como lo son, por ejemplo, la retroalimentación de estado, por lo que en los últimos años se 

ha llevado a cabo el desarrollo de métodos de síntesis de control variable en el tiempo, es 

decir se ha explorado el uso del control vibratorio para este tipo de sistemas subactuados 

[34].  

El objetivo del controlador es seguir trayectorias deseadas que varían lentamente tanto en 

los grados de libertad actuados como en los no actuados en promedio. El enfoque se basa 

en la observación de que, en sistemas subactuados con una estructura adecuada, las 

coordenadas actuadas junto con las velocidades generalizadas correspondientes pueden 

considerarse como entradas generalizadas para las coordenadas no actuadas.  

La ley de control consta de dos términos. El primero es una retroalimentación del error de 

seguimiento de la trayectoria en las coordenadas actuadas. El segundo término, basado en 

el concepto de control vibratorio, impone entradas periódicas de alta frecuencia que se 

modulan por el error de seguimiento en las coordenadas no actuadas. 
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Una vez definida la estructura del controlador, es necesario determinar valores adecuados 

para los parámetros de control. Esto requiere asegurarse de que las trayectorias deseadas 

de variación lenta sean factibles para la dinámica de los grados de libertad no actuados, 

promediados en el tiempo. 

El resultado es un conjunto de condiciones tanto para la estructura del sistema como para 

la trayectoria deseada. Basándose en resultados anteriores para el control oscilatorio, se 

propone una técnica para diseñar una retroalimentación no lineal, con forzamiento periódico 

de alta frecuencia, para controlar una clase de sistemas mecánicos subactuados con deriva. 

Las vibraciones dentro de estos sistemas tienen un papel muy importante dentro de la rama 

de la ingeniería, ya que estas en ocasiones pueden generar efectos no deseados y en 

ocasiones perjudiciales, pero en otros casos los efectos de someter sistemas mecánicos 

no lineales a vibraciones a alta frecuencia generan diversos efectos que pueden ser 

favorables a dichos sistemas. 

Este concepto de control por vibraciones fue motivado por el sistema de péndulo invertido 

sometido a oscilaciones a alta frecuencia en su punto de soporte o pivote, las cuales 

generan que este se estabilice en su punto de equilibrio inestable (posición invertida), cuya 

primera demostración práctica fue desarrollada por Stephenson [9] y más adelante Kapitza 

[4], implementó las condiciones de estabilidad. 

Mas adelante, Bogoliubov [40] obtuvo las condiciones de estabilidad del péndulo de kapitza 

aplicando métodos asintóticos, la cual proporciona herramientas útiles para analizar 

sistemas de control vibratorio.  

Estos métodos de síntesis de control variable en el tiempo se han desarrollado para analizar 

los sistemas de control vibratorio, como lo es la teoría del promedio, la cual proporciona 

una herramienta útil. 

Este trabajo presenta un enfoque de diseño de control oscilatorio que permite el 

seguimiento aproximado de trayectorias de referencia para una clase de sistemas 

mecánicos subactuados.  

Además, se discute la selección de los parámetros de control y se establecen condiciones 

para asegurar la factibilidad de las trayectorias deseadas. El enfoque propuesto se 

desarrolla tanto para sistemas mecánicos de un grado de libertad como para sistemas de 

2 grados de libertad con una y múltiples entradas.  

En resumen, este enfoque de control vibratorio se centra en lograr la estabilización de 

sistemas al alterar su respuesta de estabilidad mediante la introducción de vibraciones de 

alta frecuencia. Esta técnica de control mediante vibraciones, especialmente efectiva en 

sistemas considerados "suaves", como el péndulo de Kapitza, el cual se ha estado 

describiendo durante este trabajo, fue desarrollado por Meerkov [6]. 

Su método de aplicar vibraciones para modificar la dinámica de sistemas como el péndulo 

de Kapitza destaca la innovación y la versatilidad de esta estrategia en el control de 

sistemas complejos. Este enfoque no solo abre nuevas perspectivas para la estabilidad de 

sistemas dinámicos, sino que también resalta la importancia de considerar soluciones fuera 

de lo convencional para abordar desafíos en la ingeniería moderna y aplicada a sistemas 

biológicos. 
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3.2. Método de promediación de sistemas mecánicos  
 

El análisis de estabilidad de sistemas de control vibratorio está estrechamente relacionado 

a la teoría de promediación, ya que como este tipo de sistemas son no lineales-variantes 

en el tiempo, no se puede recurrir a aplicar técnicas convencionales de análisis de sistemas 

invariantes en el tiempo. 

Por lo tanto, en la teoría de promediación clásica, es posible “transformar” un sistema 

variante en el tiempo en un sistema invariante, como el de la ecuación (3.1), donde se hace 

una separación de lo variable con lo invariable en el tiempo. 

Posteriormente, la matriz linealizada del sistema promediado se asumirá que deberá ser 

Hurwitz y con esto encontrar los valores de los parámetros necesarios para cumplir esta 

condición. se podrán aplicar las técnicas convencionales de análisis de estabilidad, como, 

por ejemplo, por medio de los valores propios del sistema. 

 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥) +  
1

ϵ
𝑔 (

𝑡

ϵ
, 𝑥) 

 

(3.1) 

 

Para que este método se pueda aplicar, se debe considerar que la frecuencia de operación 

del sistema vibratorio sea mayor a una frecuencia ω0 la cual depende de los parámetros 

físicos y las amplitudes de entrada del sistema analizado [10]. 

Si esta frecuencia ω0 cumple con esta característica mencionada en el párrafo anterior, 

entonces se dice que el teorema garantiza que, si existe un equilibrio hiperbólicamente 

estable en el sistema dinámico promediado, entonces existirá un correspondiente equilibrio 

hiperbólicamente estable en el sistema dinámico original [10]. 

Cuando se logran ajustar los valores de los parámetros del sistema, es posible alcanzar: 

𝑥(𝑡) − 𝑥̅(𝑡) = 0 

En esta situación, el análisis de la estabilidad del sistema en función del tiempo variante se 

simplifica y se basa en el análisis de la estabilidad del sistema que es invariante en el tiempo 

o promediado. Este último está formulado de manera más simple que el sistema original 

que cambia en el tiempo. 

Bullo (2004) ofrece un conjunto de herramientas que simplifican el cálculo del sistema 

promediado. Estas herramientas involucran caracterizar los flujos de ciertos campos 

vectoriales que dependen del tiempo, utilizando la fórmula de variación de constantes. Esto 

proporciona un enfoque práctico para comprender y evaluar la estabilidad del sistema 

promediado, lo que a su vez contribuye a un análisis más claro y manejable de sistemas 

que cambian con el tiempo. 

Como apoyo para determinar el sistema se definen los siguientes parámetros: 
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𝑘𝑖 =
1

𝑇
∫ ∫ 𝑣𝑖

𝑡

0

(𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡
𝑇

0

 

 

(3.2) 

 

Donde 𝑖 ∈ {1,⋯ ,𝑚},𝑚 es la cantidad de entradas en el sistema. 

 

Λ𝑖 𝑗 =
1

𝑇
∫ (∫ 𝑣𝑖

𝑡

0

(𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡) (∫ 𝑣𝑗

𝑡

0

(𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡)
𝑇

0

 

 

(3.3) 

 
Y 

𝜇 𝑖 𝑗 =
1

2
(Λ𝑖 𝑗 − 𝑘𝑖𝑘𝑗) 

 
 

(3.4) 

 
Además, definiendo el “producto simétrico” entre 2 campos vectoriales 𝑌𝑖(𝑥) y 𝑌𝑗(𝑥) como: 

 

〈𝑌𝑖 ∶ 𝑌𝑗〉(𝑥) = 〈𝑌𝑗 ∶ 𝑌𝑖〉(𝑥) = [𝑌𝑗(𝑥), [𝑍(𝑥), 𝑌𝑖(𝑥) ]] 

 

(3.5) 

 

Donde [∙ ,∙] denota el corchete de Lie del campo vectorial [34], que se obtiene de la 

siguiente manera: 

[𝒁, 𝒀𝒊] =
𝜕𝒛

𝜕𝑥
𝒀𝒊 −

𝜕𝒀𝒊

𝜕𝑥
𝒁 

 
 

(3.6) 

El corchete de Lie es un concepto fundamental en la teoría de grupos y álgebras de Lie, 

que son áreas de las matemáticas ampliamente utilizadas en la física y en diversas ramas 

de la ciencia.  

En resumen, el corchete de Lie representa una operación algebraica que mide la "falta de 

conmutatividad" entre dos elementos en un álgebra de Lie. Un álgebra de Lie es una 

estructura algebraica que combina una multiplicación (llamada corchete de Lie) con una 

operación adicional llamada "conmutador" o "corchete" que satisface ciertas propiedades. 

Para dos elementos 𝑥 e 𝑦 en un álgebra de Lie, el corchete de Lie se denota comúnmente 

como [𝑥, 𝑦]. Matemáticamente, se calcula como la diferencia entre el producto de 𝑥 e 𝑦 y el 

producto de 𝑦 y 𝑥:  

[𝑥, 𝑦]  =  𝑥𝑦 −  𝑦𝑥  
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Si el resultado de este corchete es cero, entonces 𝑥 e 𝑦 se dice que conmutan, lo que 

significa que su orden en la multiplicación no afecta el resultado. Si el resultado no es cero, 

entonces \(x\) e \(y\) no conmutan, lo que indica la existencia de una especie de "torsión" o 

"giro" en la estructura algebraica, y esto es un aspecto clave en muchas teorías físicas y 

matemáticas. 

En física, el corchete de Lie tiene aplicaciones en teoría de grupos, teoría de simetría, 

mecánica cuántica, teoría de campos y muchas otras áreas. En resumen, es una 

herramienta poderosa para estudiar cómo los elementos de un álgebra interactúan entre sí 

y cómo esta interacción afecta diversas propiedades y comportamientos en matemáticas y 

en el mundo físico. 

Una vez que se obtuvo lo anterior, el sistema promediado se obtiene de la siguiente manera: 

 

𝑥̇̅ = 𝒁(𝑥̅) − ∑ 𝜇𝑖𝑗⟨𝒀𝒊: 𝒀𝒋⟩

𝑚

𝑖,𝑗=1

(𝒙̅) 

 
 

(3.7) 

 

3.3. Estabilidad de sistemas utilizando la matriz de Hurwitz 
 

El análisis de la estabilidad de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias es 

aplicado a varios campos de estudio dentro de los modelos matemáticos aplicados a ciertas 

ciencias exactas y en la teoría de control, ya que dentro de esta área es de suma 

importancia determinar las condiciones necesarias y suficientes que aseguren que la 

solución de este problema, bajo ciertas condiciones iniciales, se mantenga cercando o 

tienda a su posición de equilibrio. 

Considérese el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales dado por:  

 

𝒙̇ = 𝐴𝒙 
 

(3.8) 

 

Por medio del polinomio característico de este sistema lineal (30) se pueden determinar las 

propiedades asociadas a todo el sistema, así como también su desarrollo. Cuando todos 

los valores propios de esta matriz 𝐴 tienen parte real negativa, sus soluciones convergerán 

al origen conforme 𝑡 → ∞, a lo cual se le conoce como estabilidad asintótica del sistema [4].  

La matriz Hurwitz es una matriz cuya principal característica es que todos sus valores 

propios tienen parte real negativa, por lo que dicha matriz puede ser aplicada a uno de los 

problemas fundamentales de la teoría de control: determinar la estabilidad de un 

sistema. 
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especto a la estabilidad del punto de equilibrio de un sistema no lineal autónomo, se puede 

realizar un análisis a través de la exploración del sistema linealizado vinculado a dicho punto 

de equilibrio. Este enfoque se conoce como método indirecto de Lyapunov, que es una 

estrategia ampliamente reconocida para abordar problemas de estabilidad en sistemas 

dinámicos no lineales. 

 

Teorema 1[5]: Considérese que 𝑥 = 0 es un punto de equilibrio para el sistema no lineal 

(3.8), la matriz linealizada: 

 

𝐴 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥)|𝑥 = 0 

 
 

(3.9) 

Entonces: 

• El origen es asintóticamente estable si la parte real de los valores propios de A son 

negativos. 

• El origen es inestable si la parte real de uno o más de los eigenvalores de A son 

positivos. 

 

En resumen, este teorema brinda una conexión de gran importancia entre la matriz 

linealizada 𝐴 y el análisis de la estabilidad de los sistemas no lineales, como el que se 

analiza en este documento. 

Los valores propios inherentes al sistema linealizado dado por la matriz 𝐴 sirven de 

discernimiento para determinar si el punto de equilibrio se halla en un estado 

asintóticamente estable o inclinado hacia la inestabilidad. 

En esencia, estos valores propios se manifiestan como ventanas al comportamiento interno 

del sistema, lo cual permite captar los matices de su dinámica en la proximidad del punto 

de equilibrio. 

Como resultado, este enfoque aporta una herramienta sumamente valiosa para determinar 

dichos valores de estabilidad para sistemas complejos en torno a su posición de equilibrio. 

La capacidad de anticipar y comprender cómo estas entidades reaccionan en relación con 

los pequeños cambios en su configuración inicial no solo refuerza nuestra apreciación de 

los sistemas dinámicos, sino que también desencadena una poderosa herramienta 

predictiva. En última instancia, la aplicación de este teorema permite analizar de manera 

más profunda y precisa el entorno en el que se desenvuelven estos sistemas, abriendo 

puertas para un mejor diseño y control en campos de estudio. 
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3.4. Criterio Lienard-Chipart (LC) 
 

Este criterio se posiciona como una herramienta matemática fundamental, desempeñando 

un papel auxiliar crucial en la identificación de las condiciones de estabilidad asociadas al 

polinomio de Hurwitz. 

Su aplicación se extiende de manera significativa al dominio de la dinámica, encontrando 

su utilidad en la comprensión y el análisis de sistemas caracterizados por ecuaciones 

diferenciales. En esencia, este criterio proporciona un marco teórico esencial para evaluar 

y establecer la estabilidad en sistemas que poseen un comportamiento dinámico, 

enriqueciendo la comprensión de su comportamiento y sus propiedades fundamentales. 

Una condición necesaria para que un polinomio con coeficientes reales tenga todas 

sus raíces con parte real negativa, es que todos sus coeficientes tengan el mismo 

signo. 

Según el teorema LC, el sistema que tiene el polinomio característico 𝑃(𝜆) =  𝐶𝑛 +

𝐶𝑛−1𝜆+. . . +𝜆𝑛 =  0 es estable si se cumplen cualquiera de los siguientes cuatro conjuntos 

de condiciones [15]: 

1. Los coeficientes pares y los determinantes de Hurwitz de orden par son positivos. 

2. Los coeficientes pares y los determinantes de Hurwitz de orden impar son positivos. 

3. Los coeficientes impares y los determinantes de Hurwitz de orden par son positivos. 

4. Los coeficientes impares y los determinantes de Hurwitz de orden impar son 

positivos. 

 

Las condiciones de estabilidad dadas por este criterio se muestran a manera de resumen 

en la Tabla 3.1. 

Orden n Condiciones de estabilidad 

1 𝑪𝟏 

2 𝑪𝟏, 𝑪𝟐 

3 𝑪𝟏, |𝑯𝟐|, 𝑪𝟐 

4 𝑪𝟏, |𝑯𝟑|, 𝑪𝟑, 𝑪𝟒 

5 𝑪𝟏, |𝑯𝟐|, 𝑪𝟑, |𝑯𝟒|, 𝑪𝟓 

6 𝑪𝟏, |𝑯𝟑|, 𝑪𝟑, |𝑯𝟓|, 𝑪𝟓, 𝑪𝟔 

7 𝑪𝟏, |𝑯𝟐|, 𝑪𝟑, |𝑯𝟒|, 𝑪𝟓, |𝑯𝟔|, 𝑪𝟕 
Tabla 3.1. Condiciones de estabilidad para polinomios de diferente orden según el criterio Lienard-Chipard [15]. 

 

Con esta consideración en mente, procederemos a emplear esta herramienta para llevar a 

cabo el análisis de estabilidad en los casos de los péndulos de uno y dos grados de libertad, 

lo cual será abordado en las siguientes secciones. 
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3.5. Análisis de estabilidad péndulo de un grado de libertad 
 

Para determinar la estabilidad del sistema del péndulo de un grado de libertad aplicando el 

método de promediación primero se debe pasar el modelo matemático dado por ecuaciones 

de segundo orden a un sistema de ecuaciones de primer orden, para ello se propone el 

siguiente cambio de variables: 

𝑥1 = 𝑞1,    𝑥2 = 𝑞1̇ 

𝑥1̇ = 𝑥2,  𝑥2̇ = 𝑞1̈   

 

Entonces el sistema anterior queda representado de la siguiente manera:   

 

(
𝒙𝟏̇

𝒙𝟐̇
) = [

𝑥2

𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝑥1

𝑙1
−

𝑏1𝑥2 + 𝑘1𝑥1

𝑚1𝑙1
2

] + [
0

𝜔 𝑎

𝑙1
𝑠𝑖𝑛 𝑥1

]𝜔𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡) + [

0
𝜔𝑑1

𝑙1
𝑐𝑜𝑠 𝑥1

]𝜔𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑡) 

 
 

(3.10) 

Donde: 

𝒁(𝒙) = [

𝑥2

𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝑥1

𝑙1
−

𝑏1𝑥2 + 𝑘1𝑥1

𝑚1𝑙1
2

] 

 

𝒀𝟏(𝒙) = [
0

𝜔 𝑎

𝑙1
𝑠𝑖𝑛 𝑥1

] 

 

𝒀𝟏(𝒙) = [

0
𝜔𝑑1

𝑙1
𝑐𝑜𝑠 𝑥1

] 

 

Considerando que las entradas 𝑣1(𝑡) = cos(𝜔𝑡) y 𝑣2(𝑡) = sin(𝜔𝑡) son periódicas de valor 

medio cero, entonces a partir de las ecuaciones (3.3) y (3.4), se obtienen los valores 

siguientes para los parámetros 𝜅𝑖 y 𝜇𝑖𝑗: 

 

𝜅1 = 1 𝑦 𝜅2 = 0 

𝜇11 = 𝜇22 =
1

4
  𝑦  𝜇12 = 𝜇21 = 0 
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Usando el teorema de promediación propuesto por Bullo [1], el sistema promediado para 

el péndulo de un solo eslabón queda de la siguiente manera:   

[

𝑥̅2

−
0.5𝜔2𝑎2 𝑠𝑖𝑛(𝑥1) 𝑐𝑜𝑠(𝑥1)

𝑙1
2 +

0.5𝜔2𝑑1
2 𝑠𝑖𝑛(𝑥1) 𝑐𝑜𝑠(𝑥1)

𝑙1
2 +

𝑔 𝑠𝑖𝑛(𝑥1)

𝑙1
+

−𝑏1𝑥2 − 𝑘1𝑥1

𝑙1
2𝑚1

] 

 
 

(3.11) 

 

Donde, 𝒙̅ = (𝑥̅3, 𝑥̅4)
𝑇 es el vector de estado para el sistema promediado. El origen (0,0) es 

el punto de equilibrio del sistema original y del sistema promediado. 

Teniendo esto en cuenta, se linealiza el sistema de la ecuación (3.11) alrededor del origen 

y se obtiene el siguiente sistema lineal e invariante en el tiempo: 

 

𝒙̇̅ = [

0 1
0.5𝜔2𝑚1(−𝑎2 + 𝑑1

2) + 𝑔𝑙1𝑚1 − 𝑘1

𝑚1𝑙1
2  −

𝑏1

𝑚1𝑙1
2
] 

 
 

(3.12) 

El objetivo de obtener el sistema promediado representado por la ecuación (3.12), es 

determinar los parámetros de los que depende la estabilidad del sistema de péndulo 

invertido, los cuales están en función principalmente de los parámetros viscoelásticos y de 

los parámetros que describen el movimiento de la cicloide. 

Para ello, primero se determina el polinomio característico de la matriz del sistema de la 

ecuación (3.12), el cual es el siguiente: 

 

λ1
2 +

λ1𝑏1

𝑙1
2𝑚1

+
0.5𝜔2𝑚1(𝑎

2 − 𝑑1
2) − 𝑔𝑙1𝑚1 + 𝑘1

𝑚1𝑙1
2 = 0 

 
 

(3.13) 

  

Dado este polinomio con coeficientes reales, se define la matriz Hurwitz asociada a este 

polinomio de la siguiente forma, tal como se describe en la sección 3.3  

 

𝐻𝑚 =

[
 
 
 
 

𝑏1

𝑙1
2𝑚1

1

0
0.5𝜔2𝑚1(𝑎

2 − 𝑑1
2) − 𝑔𝑙1𝑚1 + 𝑘1

𝑙1
2𝑚1 ]

 
 
 
 

 

 
 

(3.14) 
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A partir de la matriz Hurwitz dada por la ecuación (3.14), las condiciones que determinan la 

estabilidad del sistema promediado dado por (3.12) se determinarán de acuerdo con el 

criterio Lienard-Chipart descrito en la sección 3.4, el cual debe cumplir lo siguiente: 

 

ℎ1 > 0  

 ℎ2 > 0 

 

Por lo tanto, las condiciones que determinan si la matriz 𝐻𝑚 dada por (3.14) es Hurwitz y 

por ende si el sistema promediado de la ecuación (3.12) es estable, son las siguientes:  

 

𝑏1

𝑙1
2𝑚1

> 0 

 
 

(3.15) 

0.5𝜔2𝑚1(𝑎
2 − 𝑑1

2) − 𝑔𝑙1𝑚1 + 𝑘1

𝑙1
2𝑚1

> 0 

 

(3.16) 

 

Dado que los términos presentes en la ecuación (3.15) son intrínsecamente parámetros 

propios del sistema, y por lo tanto siempre poseen valores positivos, esta condición se 

cumple de manera invariable. Con esta certeza en mente, se procede con la siguiente 

condición en el análisis. 

A partir de la segunda condición de estabilidad dada por la ecuación (3.16), se pueden 

obtener varias consideraciones en cuanto a los parámetros de entrada del sistema, por 

ejemplo, la frecuencia mínima necesaria para estabilizar al sistema se describe en la 

ecuación (3.17). 

 

𝜔2 >
2(𝑔𝑙1𝑚1 − 𝑘1)

𝑚1(𝑎
2 − 𝑑1

2)
 

 
 

(3.17) 

En esta ecuación se puede notar que, si lo que se busca es encontrar una frecuencia de 

oscilación tenga un impacto que permita que la constante de rigidez sea pequeña o nula se 

debe tener la siguiente consideración con respecto a las amplitudes de las respectivas 

oscilaciones en la base: 

 

𝑎 > 𝑑1 
 
 

(3.18) 
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Esto únicamente si se cumple la siguiente condición: 

𝑔𝑙1𝑚1 ≥ 𝑘1 (3.19) 

 anteriores aseguran que 𝜔 sea un número real positivo. 

 

Figura 3.1. Relación entre los parámetros de rigidez (k1) y la frecuencia de las oscilaciones en la base (𝜔). 

 

Para comprender mejor como es que se relaciona la constante de rigidez que emula la 

contribución de los músculos a mantener el torso en posición vertical, en la figura 3.1 se 

puede observar cómo es que se cuándo la constante de rigidez es igual o mayor al producto 

de la masa, longitud del eslabón del péndulo y la gravedad (𝑚1𝑔𝑙1), en este caso igual a 

aproximadamente 145
𝑁𝑚

𝑟𝑎𝑑
, no se necesita de que existan oscilaciones en la base para 

mantener el péndulo en posición vertical, es decir 𝜔 = 0. 

Por otro lado, existen un rango de frecuencias 𝜔 la cuales logran mantener el péndulo en 

su posición invertida sin necesidad de un elemento de rigidez (𝑘1 = 0), las cuales, según lo 

que se puede observar en la figura 3.1, 𝜔 debe ser equivalente a 𝜔 > 25
𝑟𝑎𝑑

𝑠𝑒𝑔
. 

Dichos resultados se obtuvieron utilizando los parámetros de la cicloide dados en la Tabla 

3.2. 

 

 

Tabla 3.2. Parámetros utilizados para obtener la relación mostrada en la Figura 3.1. 

Parámetro  Valor 

𝑎1 0.1 m 

𝑑1 0.09 m 
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Un análisis más detallado sobre las repercusiones de cada una de estas consideraciones 

al comportamiento de la dinámica del sistema en el capítulo siguiente. 

Para tener una idea de cuál es el aporte energético de este movimiento oscilatorio, a 

continuación, se mostrarán varias gráficas en donde se podrá observar cómo cambia la 

energía elástica necesaria para mantener al péndulo de un grado de libertad en su posición 

de estabilidad 𝑞1 = 0. 

Debido a lo anterior primero se estudiarán varios casos, en donde se determinará una 

relación 𝛽, la cual es dada por la siguiente expresión:  

 

𝛽 =
𝜔

𝜔𝑘
 

 

(3.20) 

 

Donde 𝜔𝑘, es la frecuencia de Kapitza, es decir la frecuencia mínima a la cual el péndulo 

se mantiene estable (𝑞1 = 0°), sin necesidad de que exista rigidez en el eslabón (𝛼 = 0) y 

𝜔 es la frecuencia a la cual se desea realizar el análisis del consumo energético.   

Para realizar lo anterior, se propone el análisis de casos generales, es decir, implementando 

únicamente un movimiento periódico senoidal en el eje x y otro en eje y, los cuales no se 

aplicarán de manera simultánea, además de que no necesariamente se debe tratar de un 

movimiento cicloidal, esto para poder encontrar cuál es el impacto de la frecuencia en el 

consumo energético del sistema. 

Los resultados que se obtuvieron a partir de utilizar las siguientes señales  𝑥𝑘 = 𝐷 𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑡) 

y  𝑦𝑘 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡), se describirán a continuación. 

En la Figura 3.2 se puede observar que, al no aplicar ninguna oscilación a la base del 

péndulo, y además de que la energía elástica no es suficiente para mantener al péndulo en 

su posición vertical, se puede observar que la energía cinética es muy pequeña y que se 

requiere de una energía elástica grande para que el péndulo tenga el comportamiento de 

la Figura 3.3 

Al aumentar la frecuencia de la oscilación en la base del péndulo con las características 

anteriormente descritas, la energía cinética aumenta y la energía elástica disminuye como 

se puede observar en la Figura 3.4. 

Además de que se requiere una menor energía elástica que en el caso de la Figura 3.2,  se 

puede observar en la Figura 3.5 que con esta frecuencia el péndulo se mantiene vertical, 

es decir se obtiene el comportamiento deseado 
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Figura 3.2. Energía cinética y elástica péndulo de un grado de libertad con A= 0.1𝑚  y 𝜔 = 0 𝑟𝑎𝑑/𝑠 y 𝛼 = 0.8 . 

 

Figura 3.3.Posición angular 𝑞1 correspondiente a la Figura 3.2.  



 47 

 

Figura 3.4. Energía cinética y elástica péndulo de un grado de libertad con A= 0.1𝑚  y 𝜔 = 30𝑟𝑎𝑑/𝑠 . 

.  

 

Figura 3.5. Posición angular 𝑞1 correspondiente al caso de la Figura 3.4. 
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3.6. Análisis de estabilidad péndulo de dos grados de libertad 
 

Para el caso del péndulo de dos grados de libertad dado por las ecuaciones (2.27) y (2.28) 

al igual que en el caso del péndulo de un solo eslabón, el realizar el análisis de estabilidad 

por medio de las herramientas no lineales teóricas comunes tiene una dificultad mayor. 

Además, al momento de que el sistema está siendo sometido a una excitación a alta 

frecuencia, los métodos de integración numérica pueden llegar a consumir un mayor tiempo 

debido a que son necesarios periodos pequeños de muestreo.   

Para eliminar los términos no autónomos (dependientes del tiempo) en las ecuaciones 

(2.27) y (2.28)  se emplean técnicas de promediación, en donde, los términos “rápidos” 

están desacoplados de los términos “lentos”. 

De acuerdo con el análisis de promediación para sistemas mecánicos desarrollado por Bullo 

[1] se tiene lo siguiente: 

 

𝑍(𝑥) = [
𝑞̇

−𝑀(𝑞)−1𝐺(𝑞, 𝑞̇)
] 

 
 

(3.21) 

Y la fuerza periódica que actúa sobre el sistema, es: 

 

𝑌(𝑥) 𝜔 = [
𝑞̇

−𝑀(𝑞)−1𝐺(𝑞, 𝑞̇)
] 

(3.22) 

 

Al igual que en el procedimiento para el péndulo de un grado de libertad, para poder 

determinar la estabilidad del sistema del péndulo de un grado de libertad aplicando el 

método de promediación, el modelo dado por ecuaciones diferenciales de segundo orden, 

primero se deberá pasar un sistema de ecuaciones de primer orden, para ello se propone 

el siguiente cambio de variables: 

𝑥1 = 𝑞1,    𝑥2 = 𝑞2 

𝑥3 = 𝑞1̇,    𝑥4 = 𝑞2̇ 

𝑥1̇ = 𝑥2,  𝑥2̇ = 𝑥4   

𝑥3̇ = 𝑞1̈,  𝑥4̇ = 𝑞2̈   

 

Posteriormente para seguir el procedimiento necesario para determinar el modelo 

promediado para el péndulo de dos grados de libertad, se sustituyen las ecuaciones (2.29) 

a (2.34) en las ecuaciones (3.21) y (3.22), con lo cual se obtienen los siguientes vectores: 
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𝑍(𝑥) =

[
 
 
 
 
 
 
 

𝑥2

𝑥4

1

((𝑚1 + 𝑚2)𝑙1 − 𝑚2𝑙1𝑐𝑜𝑠2(𝑥1 − 𝑥3))
(𝛼)

1

(𝑙2 −
𝑚2𝑙2

(𝑚1 + 𝑚2)
𝑐𝑜𝑠2(𝑥1 − 𝑥3))

(𝛽)

]
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

(3.23) 

Donde: 

𝛼 = −𝑚2𝑙1 𝑠𝑖𝑛(𝑥1 − 𝑥3) 𝑐𝑜𝑠(𝑥1 − 𝑥3) 𝑥2
2 − 𝑚2𝑙2 𝑠𝑖𝑛(𝑥1 − 𝑥3) 𝑥4

2 + 𝑔(𝑚1 + 𝑚2) 𝑠𝑖𝑛(𝑥1)

− 𝑚2𝑔 𝑠𝑖𝑛(𝑥3) 𝑐𝑜𝑠(𝑥1 − 𝑥3) −
(𝑘1 + 𝑘2)

𝑙1
𝑥1 −

(𝑏1 + 𝑏2)

𝑙1
𝑥2 +

𝑘2

𝑙1
𝑥3 +

𝑏2

𝑙1
𝑥4

+
𝑘2

𝑙2
(𝑥3 − 𝑥1) 𝑐𝑜𝑠(𝑥1 − 𝑥3) +

𝑏2

𝑙2
(𝑥4 − 𝑥2) 𝑐𝑜𝑠(𝑥1 − 𝑥3) 

 

𝛽 = 𝑙1 𝑠𝑖𝑛(𝑥1 − 𝑥3) 𝑥2
2 +

𝑚2𝑙2
(𝑚1 + 𝑚2)

𝑠𝑖𝑛(𝑥1 − 𝑥3) 𝑐𝑜𝑠(𝑥1 − 𝑥3) 𝑥4
2 + 𝑔 𝑠𝑖𝑛(𝑥3)

− 𝑔 𝑠𝑖𝑛(𝑥1) 𝑐𝑜𝑠(𝑥1 − 𝑥3) +
(𝑘1 + 𝑘2)

𝑙1(𝑚1 + 𝑚2)
𝑐𝑜𝑠(𝑥1 − 𝑥3) 𝑥1

+
(𝑏1 + 𝑏2)

𝑙1(𝑚1 + 𝑚2)
𝑐𝑜𝑠(𝑥1 − 𝑥3) 𝑥2 −

𝑘2

𝑙1(𝑚1 + 𝑚2)
𝑐𝑜𝑠(𝑥1 − 𝑥3) 𝑥3

+
𝑏2

𝑙1(𝑚1 + 𝑚2)
𝑐𝑜𝑠(𝑥1 − 𝑥3) 𝑥4 −

𝑘2

𝑚2𝑙2
(𝑥3 − 𝑥1) −

𝑏2

𝑚2𝑙2
(𝑥4 − 𝑥2) 

 

Por otro lado, el vector de entrada correspondiente a la oscilación horizontal esta dado por: 

 

𝑌1(𝑥) =

[
 
 
 
 
 
 
 

0
0

𝑚2 𝑐𝑜𝑠(𝑥1 − 𝑥3) 𝑐𝑜𝑠(𝑥3) − (𝑚1 + 𝑚2) 𝑐𝑜𝑠(𝑥1)

((𝑚1 + 𝑚2)𝑙1 − 𝑚2𝑙1𝑐𝑜𝑠2(𝑥1 − 𝑥3))

𝑐𝑜𝑠(𝑥1 − 𝑥3) 𝑐𝑜𝑠(𝑥1) − 𝑐𝑜𝑠(𝑥3)

(𝑙2 −
𝑚2𝑙2

(𝑚1 + 𝑚2)
𝑐𝑜𝑠2(𝑥1 − 𝑥3)) ]

 
 
 
 
 
 
 

𝜔 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) 

 
 

(3.24) 

 

Y el vector asociado al movimiento de entrada dado por la oscilación vertical, es el siguiente: 
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𝑌2(𝑥) =

[
 
 
 
 
 
 
 

0
0

−𝑚2 𝑐𝑜𝑠(𝑥1 − 𝑥3) 𝑠𝑖𝑛(𝑥3) + (𝑚1 + 𝑚2) 𝑠𝑖𝑛(𝑥1)

((𝑚1 + 𝑚2)𝑙1 − 𝑚2𝑙1𝑐𝑜𝑠2(𝑥1 − 𝑥3))

− 𝑐𝑜𝑠(𝑥1 − 𝑥3) 𝑠𝑖𝑛(𝑥1) + 𝑠𝑖𝑛(𝑥3)

(𝑙2 −
𝑚2𝑙2

(𝑚1 + 𝑚2)
𝑐𝑜𝑠2(𝑥1 − 𝑥3)) ]

 
 
 
 
 
 
 

𝜔 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) 

 
 

(3.25) 

 

Utilizando los vectores (3.23), (2.24) y (2.25) se continua con el procedimiento para obtener 

la dinámica promediada del sistema de doble péndulo (2.29), para ello, al utilizar la 

metodología descrita en la sección 3.2 se realiza lo siguiente: 

 

Considerando que las entradas 𝑣1(𝑡) = cos(𝜔𝑡) y 𝑣2(𝑡) = sin(𝜔𝑡) son periódicas de valor 

medio cero, entonces a partir de la ecuación (Λ , 𝜇), se obtienen los valores siguientes para 

los parámetros 𝜅𝑖 y 𝜇𝑖𝑗: 

 

Ahora al considerar el caso del péndulo de dos grados de libertad, al considerar las entradas 

𝑣1(𝑡)  =  𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) y 𝑣2(𝑡)  =  𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡), ambas periódicas y con valor medio cero, surge la 

oportunidad de derivar los parámetros 𝜅𝑖  𝑦 𝜇𝑖𝑗 a partir de la ecuación (𝛬, 𝜇). Cabe mencionar 

que estos parámetros de entrada son los mismos que los empleados para el análisis del 

péndulo de un grado de libertad por lo que adquieren relevancia en el análisis de las 

interacciones y dinámicas del sistema.  

Por lo tanto, los parámetros auxiliares 𝜅𝑖 𝑦 𝜇𝑖𝑗 para el péndulo de dos grados de libertad 

son: 

𝜅1 = 1 𝑦 𝜅2 = 0 

𝜇11 = 𝜇22 =
1

4
  𝑦  𝜇12 = 𝜇21 = 0 

 

Una vez que teniendo estos valores, el siguiente paso implica la aplicación de la fórmula 

del teorema. En este proceso, se requerirá el uso del corchete de Lie junto con los otros 

parámetros involucrados. Posteriormente el sistema promediado específico para el péndulo 

de dos grados de libertad se linealiza en torno al origen. Vale la pena señalar que el origen 

representa un punto de equilibrio tanto en el sistema original como en el sistema 

promediado. 

Por lo tanto, se obtiene el siguiente sistema lineal e invariante en el tiempo dado por la 

siguiente matriz: 
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𝑥̇̅ = [

0 0
0 0

1 0
0 1

𝑥𝑝1 𝑥𝑝3

𝑥𝑝2 𝑥𝑝4

𝑥𝑝5 𝑥𝑝7

𝑥𝑝6 𝑥𝑝8

] 

 
 

(3.26) 

 Donde:  

 

 

𝑥𝑝1 =
0.5ω2𝑑1

2𝑙2𝑚1
2 + 0.5ω2𝑑1

2𝑙2𝑚1𝑚2  − 0.5ω2ℎ2𝑙1𝑚2(𝑚1 + 𝑚2)

𝑙1
2𝑙2𝑚1

2  

 
 

−0.5ω2ℎ2𝑙2(𝑚1 + 𝑚2)
2 − 𝑘2𝑙1𝑚1 + 𝑙2𝑚1(𝑔𝑙1(𝑚1 + 𝑚2) − 𝑘1 − 𝑘2)

𝑙1
2𝑙2𝑚1

2  

 
 

(3.27) 

 

𝑥𝑝2 =
0.5𝜔2ℎ2𝑙1𝑚2(𝑚1 + 𝑚2)

2 + 0.5𝜔2ℎ2𝑙2𝑚2(𝑚1 + 𝑚2)
2 + 𝑘2𝑙1𝑚1(𝑚1 + 𝑚2)

𝑙1𝑙2
2𝑚1

2𝑚2

 

 
 

+
𝑙2𝑚1𝑚2(−0.5𝜔2𝑑1

2(𝑚1 + 𝑚2) − 𝑔𝑙1(𝑚1 + 𝑚2) + 𝑘1 + 𝑘2)

𝑙1𝑙2
2𝑚1

2𝑚2

 

 
 

(3.28) 

 

𝑥𝑝3 =
0.5𝜔2ℎ2𝑙1𝑚2(𝑚1 + 𝑚2) + 0.5𝜔2ℎ2𝑙2𝑚2(𝑚1 + 𝑚2)

𝑙1
2𝑙2𝑚1

2  

 

+
𝑘2𝑙2𝑚1 + 𝑙1𝑚1(−𝑔𝑙2𝑚2 + 𝑘2)

𝑙1
2𝑙2𝑚1

2  

 
 

(3.29) 

 

𝑥𝑝4 =
−0.5𝜔2ℎ2𝑙1𝑚2(𝑚1 + 𝑚2)

2 − 0.5𝜔2ℎ2𝑙2𝑚2
2(𝑚1 + 𝑚2)

𝑙1𝑙2
2𝑚1

2𝑚2

 

 
 

+
−𝑘2𝑙2𝑚1𝑚2 + 𝑙1𝑚1(𝑚1 + 𝑚2)(𝑔𝑙2𝑚2 − 𝑘2)

𝑙1𝑙2
2𝑚1

2𝑚2

 

 
 

(3.30) 
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𝑥𝑝5 =
−𝑏2𝑙1 + 𝑙2(−𝑏1 − 𝑏2)

𝑙1
2𝑙2𝑚1

 

 
 

(3.31) 

 

𝑥𝑝6 =
𝑏2𝑙1(𝑚1 + 𝑚2) + 𝑙2𝑚2(𝑏1 + 𝑏2)

𝑙1𝑙2
2𝑚1𝑚2

 

 
 

(3.32) 

𝑥𝑝7 =
𝑏2(𝑙1 + 𝑙2)

𝑙1
2𝑙2𝑚1

 

 
 
 

(3.33) 

𝑥𝑝8 =
𝑏2(−𝑙1(𝑚1 + 𝑚2) − 𝑙2𝑚2)

𝑙1𝑙2
2𝑚1𝑚2

 

 

(3.34) 

 

Al igual que en el caso del péndulo de un solo eslabón, se utiliza el sistema promediado 

para obtener las condiciones que mantienen al péndulo en su posición vertical o invertida, 

en función de los parámetros propios de las entradas de oscilación en la base y de la rigidez 

en las juntas de este sistema. 

Para ello, primero se determina el polinomio característico de la matriz del sistema de la 

ecuación (3.26), el cual es el siguiente:  

 

𝜆1
4 + 𝑎1𝜆1

3 + 𝑎2𝜆1
2 + 𝑎3𝜆1 + 𝑎4 = 0 

 
(3.35) 

Donde: 

𝑎1 =
𝑏1

𝑙1
2𝑚1

+
𝑏2

𝑙2
2𝑚2

+
𝑏2

𝑙2
2𝑚1

+
2 𝑏2

𝑙1𝑙2𝑚1
+

𝑏2

𝑙1
2𝑚1

 

 
 

(3.36) 

 

𝑎2 = −
0.5ω2𝑑1

2

𝑙1
2 −

0.5ω2𝑑1
2𝑚2

𝑙1
2𝑚1

+
0.5ω2ℎ2

𝑙2
2 +

ω2ℎ2𝑚2

𝑙2
2𝑚1

+
0.5ω2ℎ2𝑚2

2

𝑙2
2𝑚1

2 +
ω2ℎ2𝑚2

𝑙1𝑙2𝑚1

+
ω2ℎ2𝑚2

2

𝑙1𝑙2𝑚1
2 +

0.5ω2ℎ2

𝑙1
2 +

ω2ℎ2𝑚2

𝑙1
2𝑚1

+
0.5ω2ℎ2𝑚2

2

𝑙1
2𝑚1

2 +
𝑏1𝑏2

𝑙1
2𝑙2

2𝑚1𝑚2

−
𝑔

𝑙2

−
𝑔𝑚2

𝑙2𝑚1
−

𝑔

𝑙1
−

𝑔𝑚2

𝑙1𝑚1
+

𝑘1

𝑙1
2𝑚1

+
𝑘2

𝑙2
2𝑚2

+
𝑘2

𝑙2
2𝑚1

+
2 𝑘2

𝑙1𝑙2𝑚1
+

𝑘2

𝑙1
2𝑚1

 

(3.37) 

 

𝑎3 =
0.5ω2𝑏1ℎ

2

𝑙1
2𝑙2

2𝑚1

+
0.5ω2𝑏1ℎ

2𝑚2

𝑙1
2𝑙2

2𝑚1
2 −

0.5ω2𝑏2𝑑1
2

𝑙1
2𝑙2

2𝑚2

−
0.5ω2𝑏2𝑑1

2

𝑙1
2𝑙2

2𝑚1

+
0.5ω2𝑏2ℎ

2

𝑙1
2𝑙2

2𝑚2

 
(3.38) 
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+
0.5ω2𝑏2ℎ

2

𝑙1
2𝑙2

2𝑚1

−
𝑏1𝑔

𝑙1
2𝑙2𝑚1

+
𝑏1𝑘2

𝑙1
2𝑙2

2𝑚1𝑚2

−
𝑏2𝑔

𝑙1𝑙2
2𝑚2

−
𝑏2𝑔

𝑙1𝑙2
2𝑚1

−
𝑏2𝑔

𝑙1
2𝑙2𝑚1

+
𝑏2𝑘1

𝑙1
2𝑙2

2𝑚1𝑚2

 

 
 

𝑎4 = −
0.25ω4𝑑1

2ℎ2

𝑙1
2𝑙2

2 −
0.5ω4𝑑1

2ℎ2𝑚2

𝑙1
2𝑙2

2𝑚1

−
0.25ω4𝑑1

2ℎ2𝑚2
2

𝑙1
2𝑙2

2𝑚1
2 +

0.25ω4ℎ4

𝑙1
2𝑙2

2 +
0.5ω4ℎ4𝑚2

𝑙1
2𝑙2

2𝑚1

 

 

+
0.25ω4ℎ4𝑚2

2

𝑙1
2𝑙2

2𝑚1
2 +

0.5ω2𝑑1
2𝑔

𝑙1
2𝑙2

+
0.5ω2𝑑1

2𝑔𝑚2

𝑙1
2𝑙2𝑚1

−
0.5ω2𝑑1

2𝑘2

𝑙1
2𝑙2

2𝑚2

−
0.5ω2𝑑1

2𝑘2

𝑙1
2𝑙2

2𝑚1

−
0.5ω2𝑔ℎ2

𝑙1𝑙2
2  

 

−
ω2𝑔ℎ2𝑚2

𝑙1𝑙2
2𝑚1

−
0.5ω2𝑔ℎ2𝑚2

2

𝑙1𝑙2
2𝑚1

2 −
0.5ω2𝑔ℎ2

𝑙1
2𝑙2

−
ω2𝑔ℎ2𝑚2

𝑙1
2𝑙2𝑚1

−
0.5ω2𝑔ℎ2𝑚2

2

𝑙1
2𝑙2𝑚1

2  

 

+
0.5ω2ℎ2𝑘1

𝑙1
2𝑙2

2𝑚1

+
0.5ω2ℎ2𝑘1𝑚2

𝑙1
2𝑙2

2𝑚1
2 +

0.5ω2ℎ2𝑘2

𝑙1
2𝑙2

2𝑚2

+
0.5ω2ℎ2𝑘2

𝑙1
2𝑙2

2𝑚1

+
𝑔2

𝑙1𝑙2
+

𝑔2𝑚2

𝑙1𝑙2𝑚1
 

 

−
𝑔𝑘1

𝑙1
2𝑙2𝑚1

−
𝑔𝑘2

𝑙1𝑙2
2𝑚2

−
𝑔𝑘2

𝑙1𝑙2
2𝑚1

−
𝑔𝑘2

𝑙1
2𝑙2𝑚1

+
𝑘1𝑘2

𝑙1
2𝑙2

2𝑚1𝑚2

 

 
 

(3.39) 

Dado este polinomio con coeficientes reales, se define la matriz Hurwitz asociada a este 

polinomio de la siguiente forma, tal como se describe en la sección 3.3: 

 

𝐻𝑚 = [

𝑎1 1
𝑎3 𝑎2

0 0
𝑎1 1

0 𝑎4

0 0

𝑎3 𝑎2

0 𝑎4

] 

 
 

(3.40) 

A partir de la matriz Hurwitz dada por la ecuación (3.40), las condiciones que determinan la 

estabilidad del sistema promediado (3.26) se determinarán de acuerdo con el criterio 

Lienard-Chipart (LC) descrito en la sección 3.4, el cual debe cumplir lo siguiente: 

𝑎1 > 0, 𝑎3 > 0 , 𝑎4 > 0, |𝐻3| > 0 

Por lo tanto, las condiciones que determinan si la matriz 𝐻𝑚 dada por  (3.40) es Hurwitz y 

por ende si el sistema promediado de la ecuación (3.26)  es estable, se describen en los 

párrafos siguientes.  

Al igual que en caso del péndulo de un grado de libertad, las primeras dos condiciones 

dependen intrínsecamente de los parámetros de amortiguamiento, por lo que estas 

condiciones serán positivas. Para las otras dos condiciones se realizaron numéricamente 

debido a que son ecuaciones complejas de despejar. Los resultados se mostrarán en el 

siguiente capitulo.  
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4 
4. Análisis de resultados y simulaciones 
 

Con el fin de validar las estrategias de control por vibraciones y de observar el 

comportamiento de los péndulos de uno y dos eslabones sujetos a diferentes condiciones 

de vibración en su base y a su vez diferentes constantes de rigidez y amortiguamiento. 

Para ello, una vez definido el modelo dinámico de ambos péndulos, se procedió a realizar 

la simulación numérica de las variables angulares 𝑞1 y 𝑞2 tomando en consideración que el 

torque aplicado a cada junta es cero (Γ = 0), esto con el fin de conocer cuál es el efecto 

estabilizador dado por las oscilaciones en la base del péndulo (junta 1). 

Además de esta consideración, se estudiarán varios casos complementarios para conocer 

si el efecto inercial dado por estas oscilaciones permite al sistema reducir la energía 

aplicada por los elementos de rigidez (y a su vez reducir el valor de estas constantes) en el 

sistema.  

Por lo tanto, para realizar simulaciones del sistema, este se expresará como una agrupación 

de ecuaciones diferenciales no lineales, como se describió en la ecuación (3.23). 

Para resolver los sistemas de ecuaciones por métodos numéricos y realizar los gráficos que 

se muestran en las subsecciones siguientes se hizo uso de Google Colab, el cual es una 

herramienta gratuita proporcionada por Google que permite escribir y ejecutar código en 

Python directamente en el navegador web, sin necesidad de configurar un entorno de 

desarrollo local a partir de la versión de Python 3.6. 

 

4.1 Parámetros antropomórficos del cuerpo humano 
 

Como se ha mencionado anteriormente, el cuerpo humano durante el proceso de 

mantenerse de pie por lo general ha sido modelado por medio de un péndulo invertido de 

dos segmentos, en donde el primer segmento del péndulo es considerado como el 

segmento de las piernas, mientras que el segundo es considerado como el conjunto que 

abarca los segmentos del tronco, cabeza y brazos. 

Además, la primera junta corresponde a la junta del tobillo, por su parte la segunda junta es 

definida como la junta de la cadera, esto debido a su localización. 
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Figura 4.1. Representación aproximada del cuerpo humano [38]. 

 

Para tener una mejor simulación, lo más cercana posible a lo que se obtendría con el cuerpo 

humano, se debe considerar los criterios descritos en los dos párrafos anteriores, así como 

también los valores de los parámetros dados en la Tabla 4.1. 

Dichos parámetros corresponden a la definición de las longitudes, masas puntuales, centros 

de masa, que están basados en los datos de Winter [13]. Para estas simulaciones se 

considerará un sujeto de 70 kg con una altura de 1.75m. 

Además, como en este caso se considerarán los parámetros de rigidez y amortiguamiento 

relacionados a los músculos que actúan en las piernas y torso 

Los parámetros antropomórficos utilizados para la simulación de ambos casos de análisis 

se muestran en la Tabla 4.1 y los parámetros de rigidez y amortiguamiento asociados a los 

músculos y tendones del cuerpo humano se muestran en la Tabla 4.2. 

 

Parámetro  Valor 

𝑴𝒉 70 𝑘𝑔 

𝑯𝒉 1.75 𝑚 

𝒎𝟏  0.322 𝑀ℎ  

𝒎𝟐 0.678 𝑀ℎ 

𝒍𝟏 0.53𝐻ℎ  

𝒍𝟐 0.1802 𝐻ℎ 
Tabla 4.1. Dimensiones empleadas para las simulaciones basadas en el cuerpo humano [13]. 

 

 



 56 

Parámetro  Valor 

𝒌𝟏 1050 𝑁𝑚/𝑟𝑎𝑑 

𝒌𝟐 450 𝑁𝑚/𝑟𝑎𝑑 

𝒃𝟏 0.1 𝑘1 

𝒃𝟐 0.1 𝑘2 
Tabla 4.2. Parámetros de rigidez y amortiguamiento asociados a los elementos musco-elásticos del cuerpo humano [7]. 

 

4.2. Resultados y simulaciones del péndulo de un grado de libertad 
   

Como ya se ha mencionado, dentro de la literatura está demostrado que un péndulo se 

puede estabilizar (mantenerse en posición tal que su masa este por encima de su base o 

pivote) por medio de hacer oscilar verticalmente su base, con respecto a la ecuación (3.11) 

independientemente de su número de eslabones o segmentos. 

Sin embargo, también está demostrado que este péndulo no mantiene esta estabilidad a 

cualquier frecuencia ni amplitud. El conjunto de criterios que dan lugar a los valores 

frecuencia y amplitud que estabilizan el péndulo en términos de su frecuencia fueron 

determinados por Achenson [21].   por medio del análisis del péndulo compuesto por masas 

puntuales  

 

Resultados 

Se analizaron diferentes casos para determinar los parámetros de frecuencia y amplitud 

que determinan la estabilidad del sistema establecido anteriormente, dependiendo de las 

condiciones iniciales, constantes viscoelásticas y de amortiguamiento, así como también el 

tipo de oscilación en la base del péndulo (horizontal, vertical o ambas). 

 

Figura 4.2. Posición angular 𝑞1 para diferentes valores de 𝛼 con 𝜔 = 0. 
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El primer caso de estudio es el que se puede observar en la Figura 4.2 donde se realiza la 

comparación entre cuatro casos de constantes de rigidez, con frecuencia 𝜔 = 0 𝑟𝑎𝑑/𝑠, y 

como es que estas influyen en el comportamiento de la salida 𝑞1. Esto servirá para poder 

entender más a detalle los casos que se explicarán a continuación, ya que es importante 

observar en una sola imagen que únicamente con la rigidez no se puede mantener al 

péndulo en su invertida (𝑞1 = 0°), salvo en un caso ideal 𝛼 = 1. 

 

 

Figura 4.3. Posición angular 𝑞1 para diferentes valores de 𝛼 y 𝜔 (𝐾𝑎𝑝𝑖𝑡𝑧𝑎). 

 

En la Figura 4.3 se presentan nueve combinaciones diferentes de los valores 𝛼 y 𝜔,  los 

cuales corresponden a un factor proporcional a la rigidez del segmento y a la frecuencia de 

las oscilaciones en la base del péndulo de un grado de libertad respectivamente. En esta 

figura se resalta cómo estas variables influyen en el ajuste del valor original al promediado. 

Además, se observa que a medida que la frecuencia 𝜔 aumenta, el valor de 𝛼 puede 

disminuir. 

Al observar la imagen, se puede notar que algunas combinaciones tienen valores altos tanto 

para 𝛼 como para 𝜔. En estos casos, el valor original se ajustará más al promediado, lo que 

indica una mayor influencia de las mediciones individuales en el resultado final. Esto puede 
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ser útil en situaciones en las que se busca una precisión y exactitud del sistema promediado 

con respecto del sistema original. 

Por otro lado, se observan combinaciones con valores bajos para 𝛼 y 𝜔. En estas 

situaciones, el valor del ángulo 𝑞1 del sistema original será distinto al sistema dado por el 

promediado. Esto puede ser útil en casos donde sólo se busca conocer un valor aproximado 

de donde se encuentra el centro de masa del eslabón del péndulo.  

 

Además, existen varios casos interesantes, como el que se muestra en el inciso a), en tiene 

el caso donde el péndulo no se encuentra oscilando, en donde se puede observar que, 

dado a que su factor alfa es pequeño, este no es capaz de mantenerlo en 𝑞1 = 0°, por lo 

que se dice que el péndulo de un grado de libertad no es estable con esta combinación. 

Posteriormente, comparando las Figura 4.3 b) y c) se puede decir que al agregar una 

frecuencia 𝜔 = 10𝑟𝑎𝑑/𝑠, esta únicamente hace oscilar el centro de masa alrededor del 

ángulo 𝑞1 de aproximadamente 115°, por lo que con esta frecuencia y rigidez no es posible 

estabilizar el péndulo de un grado de libertad, en cambio, en el inciso c) se observa que con 

una frecuencia 𝜔 = 20 𝑟𝑎𝑑/𝑠, si es posible mantener el péndulo en 𝑞1 = 0°, por lo que se 

puede decir que las oscilaciones en estos tres casos descritos si tienen un aporte en cuanto 

a la estabilidad del sistema. 

Por otro lado, en los incisos d), e) y f) se observa un comportamiento similar al descrito en 

los párrafos anteriores, a excepción de que entre el inciso d) y e) la frecuencia 𝜔 = 10𝑟𝑎𝑑/𝑠 

si tiene un aporte en cuanto a disminuir el ángulo 𝑞1 = 75° a 𝑞1 = 70° con una rigidez al 

60%, por lo que se puede comprobar que existe una relación entre 𝛼 y 𝜔 con respecto a 

determinar la mínima frecuencia capaz de mantener el péndulo en 𝑞1 = 0°. 

Por último, en los tres incisos restantes g), h) e i) se observa que al tener una constante de 

rigidez al 80% permite acercar el péndulo a su posición vertical sin necesidad de una 

frecuencia de oscilación 𝜔, colocando en péndulo en 𝑞1 = 25°, además al agregar 

oscilaciones a una frecuencia 𝜔 = 10𝑟𝑎𝑑/𝑠, el péndulo se logra colocar en la posición de 

𝑞1 = 0° gracias al aporte en la dinámica del sistema dado por estas oscilaciones. En el 

inciso i) se puede observar que, para estos parámetros dados, al aumentar la frecuencia 

𝜔 = 20 𝑟𝑎𝑑/𝑠, se puede hacer que este llegue a 𝑞1 = 0° en un menor tiempo. 
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Figura 4.4. Posición angular 𝑞1 para diferentes valores de 𝛼 y 𝜔 (𝑥𝑘 =
0.01

𝜋
, 𝑦𝑘 =

0.1

2
). 

 

En cuanto a la Figura 4.4 también se presentan nueve combinaciones diferentes de los 

valores α y ω, pero ahora las oscilaciones en la entrada (punto pivote del péndulo) están 

dadas por una cicloide con desplazamiento en horizontal 𝑥𝑘 = 0.01𝑚 y en la vertical un 

desplazamiento de 𝑦𝑘 = 0.1𝑚. En esta figura se resalta cómo el modificar estos parámetros 

de las oscilaciones de entrada influyen en el ajuste del valor original al promediado. 

Además, de que afectan a cada una de las combinaciones pasadas de la Figura 4.3. 

Además, se observan combinaciones con los mismos valores para 𝛼 y 𝜔 que en la Figura 

4.3, pero a diferencia de esa figura, en estas situaciones, el valor del ángulo 𝑞1 del sistema 

original oscilará más para pequeños valores de rigidez y altos valores de frecuencia, pero 

con respecto al promediado, este se asemeja de la misma manera que en el caso de la 

Figura 4.3, por lo que también puede ser útil en casos donde sólo se busca conocer un 

valor aproximado de donde se encuentra el centro de masa del eslabón del péndulo.  

Al igual que el caso mostrado en la Figura 4.3, existen varios casos interesantes, como el 

del inciso a), en tiene el caso donde el péndulo no se encuentra oscilando, en donde se 

puede observar que, dado a que su factor alfa es pequeño, este no es capaz de mantenerlo 

en 𝑞1 = 0°, por lo que se dice que el péndulo de un grado de libertad no es estable con esta 

combinación. 
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Posteriormente, comparando los incisos b) y c) se puede decir que al agregar una 

frecuencia 𝜔 = 10𝑟𝑎𝑑/𝑠, esta únicamente hace oscilar el centro de masa alrededor del 

ángulo 𝑞1 de aproximadamente 115°, por lo que con esta frecuencia y rigidez no es posible 

estabilizar el péndulo de un grado de libertad, en cambio, en el inciso c) se observa que con 

una frecuencia 𝜔 = 20 𝑟𝑎𝑑/𝑠, ya no es posible mantener el péndulo en 𝑞1 = 0° como en la 

simulación de la Figura 4.3, ya que ahora al agregar la cicloide el péndulo a baja rigidez y 

alta frecuencia sólo oscila a mayor velocidad, por lo que se puede decir que las oscilaciones 

en estos tres casos descritos no tienen un aporte en cuanto a la estabilidad del sistema 

para una rigidez pequeña. 

Por otro lado, en los incisos d), e) y f) se observa un comportamiento similar al descrito en 

los párrafos anteriores, a excepción de que entre el inciso d) y e) la frecuencia 𝜔 = 10𝑟𝑎𝑑/𝑠 

ya no tiene un aporte en cuanto a ayudar a disminuir el ángulo como en el caso de la 

simulación anterior con una rigidez al 60%, ahora es hasta el inciso f) en donde se muestra 

una pequeña disminución del ángulo 𝑞1 = 75° a 𝑞1 = 70° pero ahora a una frecuencia 𝜔 =

20 𝑟𝑎𝑑/𝑠, por lo que se puede comprobar que existe una relación entre 𝛼, 𝜔 y ahora también 

los parámetros asociados a la amplitud horizontal y vertical de la cicloide, 𝑥𝑘 y 𝑦𝑘 

respectivamente, con respecto a determinar la mínima frecuencia capaz de mantener el 

péndulo en 𝑞1 = 0°. 

Por último, en los tres incisos restantes g), h) e i) se observa que al tener una constante de 

rigidez al 80% permite acercar el péndulo a su posición vertical sin necesidad de una 

frecuencia de oscilación 𝜔, colocando en péndulo en 𝑞1 = 25°, además al agregar 

oscilaciones a una frecuencia 𝜔 = 10𝑟𝑎𝑑/𝑠, el péndulo se logra colocar en la posición de 

𝑞1 = 0° gracias al aporte en la dinámica del sistema dado por estas oscilaciones. En el 

inciso i) se puede observar que, para estos parámetros dados, al aumentar la frecuencia 

𝜔 = 20 𝑟𝑎𝑑/𝑠, se puede hacer que este llegue a 𝑞1 = 0° en un menor tiempo, lo cual 

también ocurrió en la simulación de la Figura 4.3. 
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Figura 4.5. Posición angular 𝑞1 para diferentes valores de 𝛼 y 𝜔 (𝑥𝑘 = 0.5𝑦𝑘). 

 

En la Figura 4.5, se presentan resultados similares a los observados en las figuras 

anteriores. En esta figura, se muestran las mismas combinaciones de los valores 𝛼 𝑦 𝜔, y 

nuevamente se utilizan oscilaciones en la entrada del péndulo, pero esta vez se 

implementan con un desplazamiento horizontal de 𝒙𝒌 = 𝟎. 𝟎𝟓𝒎 y un desplazamiento 

vertical de 𝒚𝒌 = 𝟎. 𝟏𝒎. 

Al igual que en las figuras anteriores, se puede apreciar cómo modificar estos parámetros 

de las amplitudes de entrada influye en el ajuste del valor original al promediado. Además, 

se observa que estos parámetros también afectan a las combinaciones pasadas de las 

figuras anteriores, lo que indica una relación consistente entre 𝛼,𝜔 y los parámetros 

asociados a las oscilaciones de entrada. 

Se pueden identificar casos interesantes en la Figura 4.5. Por ejemplo, en el inciso a), se 

muestra el caso en el que el péndulo no oscila y además, debido a un factor 𝛼 muy pequeño, 

se puede observar su falta de estabilidad. En los incisos b) y c), se puede observar que 

agregar una frecuencia 𝜔 = 10𝑟𝑎𝑑/𝑠 provoca oscilaciones del centro de masa alrededor de 

un ángulo 𝑞1 específico. Estos casos resaltan la influencia de la frecuencia en el 

comportamiento del péndulo. 
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En los incisos d), e) y f), se observan comportamientos similares a los descritos 

anteriormente, donde la combinación de ciertos valores de 𝛼,𝜔 y los valores de amplitud 

horizontal y vertical de las oscilaciones de entrada afectan el ángulo 𝑞1 y el comportamiento 

general del péndulo, además de que en el caso de la frecuencia 𝜔 = 20𝑟𝑎𝑑/𝑠, el sistema 

promediado no corresponde al sistema original. Por último, en los incisos g), h) e i), se 

evidencia que una mayor rigidez permite un acercamiento más rápido del péndulo a la 

posición vertical deseada, y la adición de oscilaciones a una determinada frecuencia facilita 

el ajuste hacia 𝑞1 = 0°. 

En resumen, la Figura 4.5 muestra resultados coherentes con las observaciones anteriores, 

destacando cómo la modificación de los parámetros de las oscilaciones de entrada, junto 

con los valores de α y ω, influye en el comportamiento y la estabilidad del péndulo. Estos 

hallazgos son consistentes con la comprensión teórica y contribuyen al entendimiento de la 

dinámica de sistemas de péndulos con diferentes configuraciones. 

 

 

Figura 4.6. Posición angular 𝑞1 para diferentes valores de 𝛼 y 𝜔 (𝑥𝑘 > 𝑦𝑘). 

 

En la Figura 4.6, se exploran combinaciones adicionales de los valores 𝛼 𝑦 𝜔 para analizar 

el comportamiento del sistema del péndulo. En este caso, se emplean oscilaciones en la 
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entrada del péndulo con un desplazamiento horizontal de 𝑥𝑘 = 0.2𝑚 y un desplazamiento 

vertical de 𝑦𝑘 = 0.1𝑚, es decir, la amplitud horizontal es mayor a la amplitud vertical. 

Al igual que en las figuras anteriores, se observa cómo la modificación de estos parámetros 

de las oscilaciones de entrada tiene un impacto en el ajuste del valor original al promediado.  

Resulta interesante destacar todos los casos particulares de la Figura 4.6. En el inciso a), 

d) y g) se representan los casos en donde no se presentan oscilaciones, por lo tanto, la 

respuesta de los sistemas original y promediado dependerán únicamente del valor de la 

rigidez en el eslabón.  

Por otro lado, en las gráficas mostradas en los demás incisos se puede observar que ningún 

resultado del sistema promediado corresponde al sistema original, esto debido a que, como 

se describió analíticamente en la sección 3.5, la amplitud de la oscilación horizontal 𝑥𝑘 debe 

ser menor a la amplitud de la oscilación vertical 𝑦𝑘, es decir 𝑥𝑘 < 𝑦𝑘.  

Entonces, se puede decir que para esta Figura 4.6, ningún caso es estable (𝑞1 = 0), además 

de que no cumple con las características correspondientes para que la respuesta del 

sistema promediado se acerque a la respuesta del sistema original 

En resumen, las respuestas mostradas en cada una de las gráficas de las Figura 4.2 a 

Figura 4.7 se puede comprobar de manera numérica cómo es que estos parámetros de 

rigidez y frecuencia de las oscilaciones influyen en el ajuste del valor original al promediado, 

además de cómo es que a su vez influyen en la estabilidad del sistema y el tiempo en que 

la respuesta llega al estado estacionario. 

 

Figura 4.7. Posición en el plano X-Y del péndulo de un grado de libertad con 𝜔 = 9 𝑟𝑎𝑑/𝑠 y 𝛼 = 0.8. 
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Figura 4.8. Posición angular correspondiente del péndulo de un grado de libertad sin oscilaciones 𝜔 = 0. 

 

 

Figura 4.9. Posición en el plano X-Y del péndulo de un grado de libertad sin oscilaciones 𝜔 = 0. 
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4.3. Análisis del costo energético del péndulo de un grado de libertad 
 

En esta sección se hará un análisis del costo energético para un péndulo de un grado de 

libertad, ya que esto es un paso esencial para comprender a fondo las implicaciones y 

limitaciones energéticas de este sistema dinámico. 

En esta etapa, se busca hacer un análisis por medio de varios casos en donde se analizará 

de forma gráfica, lo que permitirá determinar cómo es que la energía elástica fluye a través 

del péndulo, cómo se distribuye y cómo se relaciona con sus diversas formas de movimiento 

dadas por la frecuencia de oscilación. 

Al explorar el costo energético, no sólo se profundiza en el análisis de la posición angular y 

condiciones de estabilidad del sistema, sino que también se busca la eficiencia y la 

estabilidad de su funcionamiento, es decir una buena relación entre frecuencia de oscilación 

contra la rigidez dada por una representación de los músculos. 

Para este análisis, se realizarán los cálculos de energías cinética y elástica para   diferentes 

valores de rigidez y frecuencia de oscilación, esto para comprender de mejor manera cómo 

las características cinéticas y potenciales del péndulo se entrelazan en la narrativa 

energética completa. 

Por lo que la ecuación que permite la posibilidad de calcular y evaluar la cantidad de energía 

elástica almacenada en un sistema, es decir, la energía que se acumula debido a la 

deformación y elasticidad de elementos como resortes o materiales elásticos se puede 

representar de la siguiente manera:  

 

𝐸𝑒 =
1

2∆𝑇
∫ 𝑘1𝑞1(𝑡)

2
∆𝑇

0

 𝑑𝑡   

 

(4.1) 

 

La ecuación que permite calcular y determinar la magnitud de la energía cinética, es decir, 

la energía asociada al movimiento y velocidad del centro de masa del péndulo de un grado 

de libertad durante un intervalo de tiempo se puede expresar de la siguiente manera: 

 

𝐸𝑐 =
1

2∆𝑇
∫ 𝑚1𝑙1

2𝑞1̇(𝑡)
2 

∆𝑇

0

𝑑𝑡 

 

(4.2) 

 

Una vez que se tienen éstas dos ecuaciones se calcula la energía total del sistema, el cual 

se determinar a partir de realizar la suma de la energía cinética y energía elástica. 

 

𝐸 = 𝐸𝑐 + 𝐸𝑘 
 

(4.3) 
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Con el objetivo de facilitar la comprensión de la evolución de la energía total del sistema en 

función de variaciones en la rigidez (𝛼) y el incremento en la frecuencia de oscilación (𝜔), 

se ha adoptado un enfoque visual más accesible. En este sentido, se optó por calcular el 

valor promedio de energía para cada nivel de frecuencia. Esta metodología permite obtener 

una perspectiva general del comportamiento de la energía, evitando la necesidad de 

analizar minuciosamente cada punto de la gráfica. En esencia, este enfoque simplificado 

mantiene la integridad informativa mientras brinda una visualización más amigable y 

fácilmente interpretable de cómo se relacionan estos factores en el sistema. 

 

 

Figura 4.10. Evolución de la energía total para el péndulo de un grado de libertad con  𝛼 = 0 y distintos valores de 𝜔. 
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Figura 4.11. Evolución de la energía total para el péndulo de un grado de libertad con  𝛼 = 0.2 y distintos valores de 𝜔. 

 

En la Figura 4.10 y Figura 4.11, se muestra la Energía Total en función del tiempo para un 

valor fijo de 𝛼 y diferentes valores de frecuencia en un péndulo de un grado de libertad 

amortiguado y sometido a oscilaciones verticales en su base. Este tipo de péndulo, como 

se explicó anteriormente, permite que el sistema mecánico que combina un péndulo simple 

con un elemento de rigidez sometidos a oscilaciones en su punto pivote se mantengan en 

posición vertical. 

En ambas figuras, cada curva corresponde a una frecuencia diferente de oscilación (𝜔), el 

eje horizontal representa el tiempo en segundos, mientras que el eje vertical muestra la 

Energía Total en el péndulo. La Energía Total es una combinación de la Energía Cinética 

(debido al movimiento) y la Energía Potencial (debido a la altura y a la constante de rigidez). 

Para cada frecuencia, la Energía Total oscila de manera amortiguada debido al factor de 

amortiguamiento presente en el sistema. A medida que pasa el tiempo, la energía mecánica 

se disipa gradualmente debido a la presencia del amortiguamiento, y las oscilaciones se 

reducen en amplitud. 

Se observa en ambos casos de 𝛼 que, a frecuencias más altas, el sistema disipa energía 

más rápidamente, lo que resulta en oscilaciones amortiguadas más rápidas. 

En general, se muestra cómo la energía total del péndulo de un grado de libertad sujeto a 

oscilaciones en su base varía con el tiempo para diferentes frecuencias y la energía del 

sistema se va haciendo menor en ambos casos al aumentar la frecuencia de oscilación, la 

única diferencia entre estos dos casos es que, en uno al contar con energía elástica, la 
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energía total del sistema decae a cero en un tiempo dado, mientras que en el otro caso se 

mantiene oscilando entre ciertos valores. 

  

Figura 4.12. Energía total de un péndulo de un grado de libertad sometido a oscilaciones verticales a diferentes valores 
de frecuencia (𝜔) y de rigidez (𝛼). 

 

Una demostración más compacta de los comportamientos que se describen en la Figura 

4.10 y Figura 4.11. Evolución de la energía total para el péndulo de un grado de libertad con  𝛼 =

0.2 y distintos valores de 𝜔.Figura 4.11, se puede observar en la Figura 4.12, en dónde se 

muestra la energía total promedio del sistema de péndulo de un grado de libertad oscilante 

en función de la frecuencia angular de la oscilación (𝜔). Este sistema se caracteriza por 

tener una masa, un elemento de rigidez y una amortiguación, y está siendo excitado 

externamente con diferentes frecuencias angulares (𝜔) y diferentes niveles de rigidez y 

amortiguamiento (𝛼). 

El eje horizontal del gráfico representa la frecuencia angular de la oscilación (ω) en radianes 

por segundo. El eje vertical representa la energía total promedio del sistema en Jules (J). 

Las curvas en el gráfico están etiquetadas con los valores de alfa utilizados para cada caso. 

Cada curva representa cómo la energía total promedio varía con la frecuencia para un valor 

específico de alfa. 
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Como se puede observar, todas las curvas tienen una forma similar, pero difieren en su 

amplitud y altura. Esto se debe a la presencia de la rigidez en el sistema. Las curvas 

representan la relación entre la energía total promedio y la frecuencia angular de oscilación 

para diferentes niveles de rigidez. Cuanto más pronunciada sea la curva, más energía total 

promedio se acumula en el sistema a una frecuencia particular. 

Cada curva tiene un punto máximo, el cual representa las frecuencias angulares en las 

cuales el sistema está más "resonante". La resonancia ocurre cuando la frecuencia de 

excitación externa se acerca a la frecuencia natural del sistema sin amortiguación. En estos 

puntos, la energía total promedio alcanza su valor máximo, lo que significa que el sistema 

absorbe más energía de la que disipa y la acumula en su interior. 

A medida que aumenta el valor de la rigidez (𝛼), el valor de frecuencia (𝜔) necesaria para 

que la energía total sea cercana o igual a cero, será menor a medida que 𝛼 aumente 

Si comparamos las curvas para diferentes valores de alfa, notaremos que a medida que 

alfa aumenta, las curvas se desplazan hacia la izquierda, es decir, hacia frecuencias más 

bajas. Esto significa que la resonancia ocurre a frecuencias más bajas a medida que 

aumenta la amortiguación. Además, las curvas también se vuelven menos pronunciadas, 

lo que indica que la amortiguación disminuye la acumulación de energía en el sistema. 

 

Figura 4.13. Posición angular correspondiente del péndulo de un grado de libertad sin oscilaciones 𝜔 = 60𝑟𝑎𝑑/𝑠 y 𝛼 =
0.8 (únicamente movimiento vertical). 

 

En resumen, la Figura 4.12 nos muestra como la energía total promedio del sistema del 

péndulo de un grado de libertad varía con la frecuencia y cómo esta relación se ve afectada 

por la presencia de la rigidez (representada por los valores de 𝛼). Las curvas nos permiten 

identificar las frecuencias que provocan que el consumo energético disminuya y además de 
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la relación de la rigidez y cómo es que también afecta la transferencia y acumulación de 

energía en el sistema. 

A partir de la curva de color verde (𝛼 = 0.8) de la Figura 4.12, se toma la frecuencia más 

grande 𝜔 = 60 𝑟𝑎𝑑/𝑠 para conocer cómo es que se comporta la posición angular del 

péndulo de un grado de libertad bajo estas condiciones. 

Esta posición angular se muestra en la Figura 4.16, donde además se muestra la curva 

correspondiente al sistema promediado dado por la curva punteada de color negro (𝑞1̅̅̅). 

Además, en la Figura 4.17 se muestra el comportamiento del péndulo de un grado de 

libertad en el plano, para observar más a detalle cuál es su comportamiento a estas 

condiciones. 

El comportamiento descrito en estas dos figuras es muy similar para todas las frecuencias 

mayores a 30 𝑟𝑎𝑑/𝑠 con una rigidez de 0.8, ya que según lo analizado matemáticamente 

en el capítulo 3, sección 3.5 se tiene un valor mínimo de frecuencia para cada valor de 

rigidez 𝛼, lo que hace que el péndulo tienda a su posición vertical mostrada en la Figura 

4.17. 

 

 

Figura 4.14. Posición en el plano X-Y del péndulo de un grado de libertad con 𝜔 = 60 𝑟𝑎𝑑/𝑠 y 𝛼 = 0.8. 
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4.4. Resultados y simulaciones del péndulo de dos grados de libertad 
 

Partiendo de que el péndulo doble es capaz de mantenerse en posición invertida bajo estos 

conceptos, en este trabajo se busca modificar la oscilación de entrada para hacer que 

además de que el péndulo oscile verticalmente a cierta frecuencia, este se vaya 

desplazando en la horizontal para observar cómo se modifican los criterios que determinan 

la estabilidad del péndulo.  

Además, como este péndulo está basado en la composición antropomórfica, se consideran 

que estos parámetros de frecuencia y amplitud deben estar dentro de los rangos realizables 

para el ser humano, así como también se deben considerar los parámetros viscoelásticos 

que se han identificado dentro de la literatura, los cuales se supone que permanecen 

constantes durante el movimiento. Los casos que se mostraran a continuación son para 

𝑥(𝑡) = 𝑑1cos (𝜔𝑡),  𝑦(𝑡) = ℎ1cos (𝜔𝑡). 

 

 

Figura 4.15. Posición en el plano x-y del péndulo de dos grados de libertad sujeto a movimiento cicloidal en su base. 

 

Dentro de las diferentes combinaciones de parámetros de frecuencia, amplitud de 

oscilaciones y rigidez que permiten mantener al péndulo en su posición de estabilidad 

(vertical hacia arriba) se muestran varios casos, como el de la Figura 4.15 donde se puede 

observar cómo es el comportamiento en el espacio del péndulo con un movimiento de 

cicloide inducido su base con 𝜔 = 6𝑟𝑎𝑑/𝑠 y 𝛼 = 0.9.  
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En dicha figura se puede observar que los valores angulares 𝑞1 y 𝑞2 del segmento 

correspondiente a las piernas y torso respectivamente se mantienen dentro del rango de 

estabilidad establecido. 

 

  

Figura 4.16. Posición angular 𝑞1 del péndulo de dos grados de libertad para diferentes valores de 𝛼 y 
𝜔 (𝑆ó𝑙𝑜 𝑚𝑜𝑣𝑖𝑒𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙). 

 

En la Figura 4.16 se presentan resultados similares a los obtenidos y analizados en figuras 

anteriores, las cuales estaban relacionadas al péndulo de un grado de libertad, pero esta 

vez se enfoca en el ángulo del primer eslabón (𝑞1) del péndulo de dos grados de libertad. 

Se muestran diferentes combinaciones de los valores de 𝛼 (amortiguación) y 𝜔 (frecuencia 

de oscilación externa), utilizando únicamente oscilaciones con un desplazamiento vertical 

de 𝑦𝑘 = 0.1𝑚 y sin desplazamiento horizontal, es decir 𝑥𝑘 = 0 𝑚, en la base del péndulo 

Al igual que en los casos mencionados anteriormente en el péndulo de un grado de libertad, 

se puede observar cómo la modificación de estos parámetros de amplitudes de entrada 

afecta la correspondencia entre los valores originales y los valores promediados. Además, 

se nota que estos parámetros también influyen en las combinaciones mostradas en las 

figuras previas, lo que sugiere una relación consistente entre 𝛼,𝜔 y los parámetros 

asociados a las oscilaciones de entrada. 
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Cuando se analizan los casos específicos de la Figura 4.16, se pueden identificar 

situaciones interesantes. Por ejemplo, en el inciso a) se muestra el caso en el que el 

péndulo no oscila y debido a un valor muy pequeño de 𝛼, se evidencia que no logra llegar 

a la posición deseada (𝑞1 = 0°). En los incisos b) y c), al agregar una frecuencia de 

oscilación 𝜔 = 10𝑟𝑎𝑑/𝑠, se observan oscilaciones del centro de masa del primer eslabón 

alrededor de un ángulo 𝑞1 específico cercano al que se obtuvo en el inciso a). Estos casos 

resaltan la influencia de la frecuencia en el comportamiento del péndulo y además que es 

necesaria una frecuencia mayor a 𝜔 = 30 𝑟𝑎𝑑/𝑠 para lograr el comportamiento deseado. 

En los siguientes incisos d), e) y f), se observan comportamientos similares a los descritos 

anteriormente, donde la combinación de ciertos valores de 𝛼,𝜔 en la entrada del péndulo 

afectan el ángulo 𝑞1 y el comportamiento general del péndulo. Por ejemplo, en el caso de 

la frecuencia 𝜔 = 20𝑟𝑎𝑑/𝑠, se nota que el sistema promediado ya no corresponde al 

sistema original. Por último, en los incisos g), h) e i), se evidencia que una mayor rigidez (α) 

permite que el péndulo se acerque más rápido a la posición vertical deseada, y la adición 

de oscilaciones a una determinada frecuencia facilita el ajuste hacia 𝑞1 = 0°. 

 

 

Figura 4.17. Posición angular 𝑞1 del péndulo de dos grados de libertad para diferentes valores de 𝛼 y 
𝜔 (𝑆ó𝑙𝑜 𝑚𝑜𝑣𝑖𝑒𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙). 
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En resumen, la Figura 4.16 muestra resultados coherentes con las observaciones 

anteriores, resaltando cómo la modificación de los parámetros de las oscilaciones de 

entrada, junto con los valores de 𝛼 y 𝜔, influyen en el comportamiento y estabilidad del 

péndulo. Estos hallazgos son consistentes con la comprensión teórica y contribuyen al 

entendimiento de la dinámica de sistemas de péndulos con diferentes configuraciones. 

 

  

Figura 4.18. Posición angular 𝑞1 del péndulo de dos grados de libertad para diferentes valores de 𝛼 y 
𝜔 (𝑆ó𝑙𝑜 𝑚𝑜𝑣𝑖𝑒𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙). 

 

En la Figura 4.18, ahora se presentan resultados adicionales enfocados en el ángulo del 

segundo eslabón del péndulo de dos grados de libertad. Al igual que en figuras anteriores, 

se exploran diferentes combinaciones de los valores de 𝛼 (amortiguación) y 𝜔 (frecuencia 

de oscilación externa), utilizando oscilaciones en la entrada del péndulo con un 

desplazamiento horizontal de 𝑥𝑘 = 0.05𝑚 y un desplazamiento vertical de 𝑦𝑘 = 0.1𝑚. 

Los resultados obtenidos revelan cómo la variación de estos parámetros afecta la relación 

entre los valores originales y los valores promediados del ángulo del segundo eslabón del 

péndulo. Se nota que diferentes combinaciones de 𝛼 y 𝜔 generan comportamientos 

distintos en la respuesta del sistema. 
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En el inciso a) se observa un caso donde el péndulo no oscila debido a un valor muy 

pequeño de α, lo que resulta en una falta de estabilidad del sistema en el segundo eslabón. 

En los incisos b) y c), al aumentar la frecuencia a 𝜔 = 10 𝑟𝑎𝑑/𝑠, se evidencia la ocurrencia 

de oscilaciones del ángulo 𝑞2 alrededor de un valor específico. Esto resalta la influencia 

directa de la frecuencia en el comportamiento del segundo eslabón. 

Los incisos d), e) y f) también presentan comportamientos diferentes, donde la combinación 

de ciertos valores de 𝛼,𝜔, y las amplitudes de las oscilaciones de entrada influyen en el 

ángulo 𝑞2 y el comportamiento general del péndulo. Además, en el inciso f), con una 

frecuencia 𝜔 = 20 𝑟𝑎𝑑/𝑠, se nota una discrepancia entre el sistema original y el sistema 

promediado. 

Finalmente, los incisos g), h) e i) destacan cómo una mayor rigidez (𝛼) facilita que el péndulo 

alcance más rápidamente la posición vertical deseada, y cómo agregar oscilaciones a una 

frecuencia específica contribuye al ajuste del ángulo 𝑞2 hacia el valor deseado. 

 

 

Figura 4.19. Posición angular 𝑞1 del péndulo de dos grados de libertad para diferentes valores de 𝛼 y 20 ≤ 𝜔 ≤ 40. 

 

En conclusión, la Figura 4.18 proporciona una visión detallada de cómo la variación de los 

parámetros de las oscilaciones de entrada, así como los valores de 𝛼 y 𝜔, influyen en el 

comportamiento y la estabilidad del segundo eslabón del péndulo de dos grados de libertad. 
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Estos hallazgos son fundamentales para comprender la dinámica de sistemas complejos 

como los péndulos y ofrecen información valiosa para el diseño y control de dispositivos 

como micro vehículos aéreos con alas batientes. 

Para hacer un análisis más detallado, se tomó de la Figura 4.17 y Figura 4.18, el caso 

particular de 𝜔 = 40 𝑟𝑎𝑑/𝑠 y 𝛼 = 0.6, lo cual se muestra en la Figura 4.20. 

 

 

Figura 4.20. Posición angular del péndulo de dos grados de libertad para  𝛼 = 0.6 y 𝜔 = 40𝑟𝑎𝑑/𝑠. 

 

En esta Figura 4.20 se puede observar el comportamiento del péndulo con una rigidez al 

60% del valor necesario para mantener el péndulo es su posición vertical (𝑞1 = 0°, 𝑞2 = 0°), 

por lo que para estos valores rigidez y frecuencia para únicamente oscilaciones verticales, 

se puede decir que estas oscilaciones tienen un impacto en la estabilidad del péndulo, esto 

dependiendo de la tolerancia que se tenga al momento de elegir el intervalo de los ángulos 

de la posición de los segmentos del péndulo.  

Un ejemplo de cómo se observarían los ángulos que se muestran en la Figura 4.20 en el 

plano de coordenadas x-y se muestra en la Figura 4.21. En dicha figura se observa que a 

pesar de que en la Figura 4.20 pareciera que estos eslabones tienen una gran variación 

con respecto del origen, no es así.  
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La secuencia de movimiento comienza con el péndulo de color verde, continua al color azul, 

posteriormente al naranja, el cual es la representación a la mitad del tiempo de simulación 

(10 segundos), seguido del representado por el color gris y por último el color negro el cual 

es la representación a los 20 segundos de simulación. 

  

Figura 4.21. Posición del péndulo de dos grados de libertad en el plano x-y para  𝛼 = 0.6 y 𝜔 = 40𝑟𝑎𝑑/𝑠. 

 

Ahora se buscará analizar otro caso particular del comportamiento del péndulo, ahora solo 

sometiendo el péndulo de dos grados de libertad a un movimiento horizontal en su base, tal 

como se muestra en la Figura 4.23, en donde al igual que en la Figura 4.21, la secuencia 

de movimiento comienza con el color verde, seguido del azul, naranja y por último el color 

gris y negro. 

Aquí se puede observar un comportamiento distinto al del péndulo de dos grados de libertad 

con oscilaciones verticales, ya que como se puede observar en la Figura 4.22 la posición 

angular parte de los valores propuestos de las condiciones iniciales cercanas al origen y el 

ángulo del primer segmento del péndulo comienza a oscilar dentro de un valor promedio de 

𝑞1 = 75° y el segundo segmento oscila alrededor de 𝑞2 = 120°.  

Lo anterior se debe a que cuando las oscilaciones son de manera horizontal, el péndulo 

tiende a tomar un valor fuera del origen (0,0) hacia otro valor determinado. Este 

comportamiento fue analizado más a detalle en la literatura.  
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Figura 4.22. Posición angular del péndulo de dos grados de libertad para  𝛼 = 0.6 y 𝜔 = 40𝑟𝑎𝑑/𝑠, con 𝑥(𝑡) = 𝑑! −
𝑑1𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡) y 𝑦(𝑡) = 0 

 

Figura 4.23. Posición del péndulo de dos grados de libertad en el plano x-y para  𝛼 = 0.6 y 𝜔 = 40𝑟𝑎𝑑/𝑠 con 𝑥(𝑡) =
𝑑1𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡) y 𝑦(𝑡) = 0. 
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4.5. Análisis del costo energético del péndulo de dos grados de libertad 
 

En esta sección se analiza el costo energético del péndulo de dos grados de libertad para 

cada uno de los casos que se analizaron en la sección 4.4 y para otros casos que servirán 

de ejemplo para entender mejor la aportación de dichas oscilaciones al sistema del péndulo 

de dos grados de libertad. 

Las ecuaciones empleadas en esta sección tienen similitudes con las utilizadas para 

calcular la energía total del péndulo de un grado de libertad. Sin embargo, en esta ocasión, 

se busca determinar la energía total para un péndulo de dos grados de libertad. Esta 

aproximación resulta crucial para alcanzar una comprensión profunda de las ramificaciones 

y restricciones relacionadas con las cuestiones energéticas inherentes a este sistema 

dinámico en función de los parámetros de rigidez y frecuencia de las oscilaciones. 

En esta etapa, se realizará un análisis detallado a través de diversas situaciones, 

permitiéndonos examinar cómo la energía fluye y se distribuye en el péndulo de dos grados 

de libertad, con atención a sus múltiples modos de movimiento que son influenciados por 

la frecuencia de oscilación. Al explorar el costo energético, no solo profundizamos en la 

evaluación de las posiciones angulares y las condiciones de estabilidad del sistema, sino 

que también aspiramos a determinar la eficiencia y solidez en su funcionamiento, 

estableciendo un equilibrio entre la frecuencia de oscilación y la rigidez. 

Para llevar a cabo este análisis, se ejecutan cálculos precisos de las energías cinética y 

elástica, abarcando una variedad de valores para la rigidez y la frecuencia de oscilación. 

Esta exploración busca comprender cómo los aspectos cinéticos y potenciales del péndulo 

se entrelazan dentro del panorama energético en su conjunto. En este contexto, la ecuación 

que posibilita el cálculo y la evaluación de la energía elástica almacenada en el sistema, es 

decir, la energía que se acumula debido a la deformación y elasticidad de componentes 

como resortes o materiales elásticos se puede expresar de la siguiente manera: 

 

𝐸𝑒2 =
1

2∆𝑇
∫ 𝑘1𝑞1(𝑡)

2 + 𝑘2𝑞2(𝑡)
2

∆𝑇

0

 𝑑𝑡  

 

(4.4) 

 

Donde, 𝑘1 y 𝑘2 corresponden a las constantes de rigidez de cada eslabón del péndulo de 

dos grados de libertad. 

La posición angular de cada eslabón está dada por 𝑞1(𝑡) y 𝑞2(𝑡), Δ𝑡 es la diferencia entre 

el tiempo inicial y tiempo final. 

La ecuación que permite calcular y determinar la magnitud de la energía cinética, es decir, 

la energía asociada al movimiento y velocidad del centro de masa del péndulo de un grado 

de libertad durante un intervalo de tiempo se puede expresar de la siguiente manera: 

 



 80 

𝐸𝑐2 =
1

2∆𝑇
∫ 𝑚1𝑙1

2𝑞1̇(𝑡)
2 + 𝑚2𝑙2

2𝑞2̇(𝑡)
2 

∆𝑇

0

𝑑𝑡 

 
 

(4.5) 

 

Donde, 𝑚1 y 𝑚2 corresponden a las masas de cada eslabón del péndulo de dos grados de 

libertad. La velocidad angular de cada eslabón está dada por 𝑞1̇(𝑡) y 𝑞2̇(𝑡). 

Una vez que se tienen estad dos ecuaciones se la energía total del sistema se obtiene 

realizando la suma de la energía cinética y energía elástica. 

 

𝐸 = 𝐸𝑐2 + 𝐸𝑘2 
 

(4.6) 

 

Con el objetivo de facilitar la comprensión de la evolución de la energía total del sistema en 

función de variaciones en la rigidez (𝛼) y el incremento en la frecuencia de oscilación (𝜔), 

se ha adoptado un enfoque visual más accesible. En este sentido, se optó por calcular el 

valor promedio de energía para cada nivel de frecuencia. Esta metodología permite obtener 

una perspectiva general del comportamiento de la energía, evitando la necesidad de 

analizar minuciosamente cada punto de la gráfica. En esencia, este enfoque simplificado 

mantiene la integridad informativa mientras brinda una visualización más amigable y 

fácilmente interpretable de cómo se relacionan estos factores en el sistema. 
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Figura 4.24. Energía total de un péndulo de un grado de libertad sometido a oscilaciones horizontales 𝑥(𝑡) = 𝑑1𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡) 
a diferentes valores de frecuencia (𝜔) y de rigidez (𝛼). 

 

La Figura 4.24 muestra una representación visual de las interacciones energéticas de un 

sistema de péndulo de un grado de libertad frente a diferentes frecuencias angulares de 

oscilación (𝜔). Este sistema, como ya se ha descrito en secciones anteriores, está 

compuesto por un par de masas puntuales, un elemento de rigidez y una amortiguación en 

cada junta, y es excitado externamente con variadas frecuencias angulares y niveles de 

rigidez y amortiguamiento (𝛼). 

Como en la Figura 4.12, el eje horizontal presenta las frecuencias angulares de oscilación 

en radianes por segundo (𝜔), mientras que el eje vertical refleja la energía total promedio 

del sistema en Jules (J). 

Cada curva etiquetada con diferentes valores de 𝛼 muestra como la energía total promedio 

se comporta frente a las frecuencias angulares para un valor específico de rigidez. Si bien 

todas las curvas comparten una forma similar, su amplitud y altura varían debido a la 

influencia de la rigidez en el sistema. Estas curvas nos brindan información sobre la relación 

entre la energía total promedio y la frecuencia angular de oscilación para distintos niveles 

de rigidez. Curvas más pronunciadas indican una mayor acumulación de energía en el 

sistema en cierta frecuencia específica. 
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En todas las curvas de energía promedio independientemente del valor de rigidez, se puede 

observar que sometiendo al sistema a oscilaciones externas mayores de 40 rad/s, la 

energía total promedio decae con mayor rapidez dependiendo de la rigidez con que cuente 

el sistema. Por ejemplo, en la frecuencia de 40 rad/s, las cuatro curvas tienen casi el mismo 

valor de energía total, pero a 60 rad/s, el sistema tiene una energía mucho menor para los 

casos donde 𝛼 es mayor que los casos donde la rigidez es menor.  

En resumen, la Figura 4.24 nos proporciona un panorama visual sobre como varía la 

energía total promedio del sistema del péndulo de dos grados de libertad en función de la 

frecuencia angular. También destaca como la rigidez (representada por los valores de 𝛼) 

influye en estas relaciones energéticas y cómo se disminuye la frecuencia necesaria para 

tener un bajo costo energético. 

 

Figura 4.25. Energía total de un péndulo de dos grados de libertad sometido a 𝑦(𝑡) = ℎ1𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡) a diferentes valores de 
frecuencia (𝜔) y de rigidez (𝛼). 

 

En la Figura 4.25, se muestra el comportamiento de la energía total para el péndulo de dos 

grados de libertad sometido a diferentes valores de rigidez y frecuencia de oscilación, 

modificando el valor de la amplitud de las oscilaciones. 
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Figura 4.26. Energía total de un péndulo de dos grados de libertad sometido a 𝑦(𝑡) = ℎ1𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡) con ℎ1 = 0.1𝑚 y 
diferentes valores de frecuencia (𝜔) y de rigidez (𝛼). 

 

Cuando la base del péndulo es sometida exclusivamente a oscilaciones verticales, las 

cuales están representadas por la función 𝑦(𝑡) = ℎ1cos (𝜔𝑡) con ℎ1 = 0.1𝑚, se puede 

examinar el comportamiento del péndulo en el plano x-y, a través de este análisis se realiza 

para el caso específico de una oscilación con una frecuencia de 𝜔 = 40𝑟𝑎𝑑/𝑠 con una 

rigidez de 𝛼 = 0.8. 

Este escenario particular se corresponde con la curva de color verde que se muestra en la 

Figura 4.26. En dicha figura, podemos observar cómo esta curva de tonalidad verde ((𝛼 =

0.8) exhibe un patrón decreciente a medida que aumenta la frecuencia de la oscilación. 

Destaca el intervalo comprendido entre 10 y 30 rad/s, ya que presenta un rendimiento 

destacado en cuanto a la energía total promedio necesaria para mantener el péndulo en las 

proximidades de su posición vertical (0,0). 

Es importante señalar que, tal como se mencionó en párrafos anteriores, el caso ilustrado 

en la Figura 4.27 se encuentra en el límite en lo que respecta a la posición angular. Dicha 

posición se ilustra con claridad en la Figura 4.28. En esta última figura, se pueden apreciar 

los límites angulares de los segmentos, los cuales están dentro del rango de:  −10° ≤ 𝑞1 ≤

10° y  −40° ≤ 𝑞2 ≤ 40°. Estos valores están cercanos a la posición vertical deseada. 
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Otro caso que merece atención y que se presenta en la  Figura 4.26 es el de la curva de 

color morado. Esta curva exhibe un comportamiento similar al de la curva verde (𝛼 = 0.8), 

con la diferencia de que esta presenta una aportación energética en un intervalo menor de 

frecuencias de oscilación, por lo que en algunos casos sería irrealizable debido a que no 

en todos los sistemas se podrían obtener frecuencias de dicha magnitud. 

 

 

Figura 4.27. Posición del péndulo de dos grados de libertad en el plano x-y para  𝛼 = 0.8 y 𝜔 = 40𝑟𝑎𝑑/𝑠 con 𝑥(𝑡) =
𝑑1𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡) y 𝑦(𝑡) = 0. 

 

En resumen, el análisis del comportamiento del péndulo bajo oscilaciones verticales 

proporciona información esencial sobre su dinámica. Los resultados muestran cómo las 

variaciones en la frecuencia y la rigidez influyen en su comportamiento. Además, se 

destacan los rangos angulares en los que el péndulo se mantiene cerca de su posición 

vertical, lo que es crucial para la comprensión de su estabilidad. 
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Figura 4.28. Posición angular del péndulo de dos grados de libertad para  𝛼 = 0.8 y 𝜔 = 40𝑟𝑎𝑑/𝑠, para el caso de una 
oscilación vertical en la base del péndulo de dos grados de libertad. 

 

Ahora, cuando la base del péndulo experimenta oscilaciones exclusivamente horizontales, 

representadas por la función 𝑥(𝑡) = 𝑑1 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡) 𝑐𝑜𝑛 𝑑1 = 0.1𝑚, es posible analizar el 

comportamiento del péndulo en el plano x-y utilizando la Figura 4.33. Este análisis se enfoca 

en casos distintos, específicamente, al igual que en el análisis al péndulo sometido a 

oscilaciones verticales, considerando una frecuencia de 𝜔 = 40 𝑟𝑎𝑑/𝑠 y una rigidez de 𝛼 =

0.8. 

Dichos parámetros definen un escenario que se refleja en la curva de tonalidad verde en la 

Figura 4.29. Al estudiar esta curva, se puede notar cómo la variación de estos parámetros 

influye en el comportamiento del sistema. Para este caso, ahora se destacan los casos con 

menor rigidez (𝛼 = 0.0.2 𝑦 0.4) ya que estas, dentro de un intervalo específico de entre 0 y 

40 rad/s, demuestran una eficiente gestión de la energía total promedio, pero no en cuanto 

a mantener el péndulo cercano a su posición vertical (0,0). 

Es fundamental observar que, tal como se mencionó previamente, el caso representado en 

la Figura 4.30 aborda un punto límite en términos de la posición angular. Este aspecto es 

visualizado con detalle en la Figura 4.30, donde se presentan los límites angulares de los 

segmentos: 60° ≤ 𝑞1 ≤ 70° y 70° ≤ 𝑞2 ≤ 105°. 
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Figura 4.29. Energía total de un péndulo de dos grados de libertad sometido a 𝑥(𝑡) = 𝑑1𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡) con 𝑑1 = 0.1𝑚 y 
diferentes valores de frecuencia (𝜔) y de rigidez (𝛼). 

 

 

Otros casos interesantes que surgen a partir de analizar las curvas mostradas en la Figura 

4.29, son por ejemplo, el caso de la curva verde (𝛼 = 0.8) donde, conforme se aumenta el 

valor de la frecuencia, el sistema cada vez se saldrá más de su zona de estabilidad, esto 

se puede observar en la Figura 4.31, donde el intervalo de la posición angular se altera 

considerablemente. 

A su vez si ahora, se mantiene la frecuencia de oscilación de 𝜔 = 60𝑟𝑎𝑑/𝑠, pero se modifica 

la rigidez a 𝛼 = 0.2, entonces según la curva azul de la Figura 4.29, el sistema requerirá de 

una gran cantidad de energía elástica para mantener el péndulo de dos grados de libertad 

dentro de los límites de estabilidad. El comportamiento de la posición angular para este 

caso se muestra en la Figura 4.32. 
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Figura 4.30. Posición angular del péndulo de dos grados de libertad para  𝛼 = 0.8 y 𝜔 = 40𝑟𝑎𝑑/𝑠, para el caso de una 
oscilación horizontal en la base del péndulo de dos grados de libertad. 

 

 

Figura 4.31. Posición angular del péndulo de dos grados de libertad para  𝛼 = 0.8 y 𝜔 = 60𝑟𝑎𝑑/𝑠, para el caso de una 
oscilación horizontal en la base del péndulo de dos grados de libertad. 
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Figura 4.32. Posición angular del péndulo de dos grados de libertad para  𝛼 = 0.8 y 𝜔 = 40𝑟𝑎𝑑/𝑠, para el caso de una 
oscilación horizontal en la base del péndulo de dos grados de libertad. 

 

En resumen, el examen del péndulo bajo oscilaciones verticales proporciona información 

crucial sobre su dinámica. La variación en la frecuencia y rigidez ofrece perspectivas 

enriquecedoras en cuanto a su comportamiento. Los rangos angulares que mantienen el 

péndulo cerca de la posición vertical demuestran su relevancia para la estabilidad general 

del sistema. 
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Figura 4.33. Posición del péndulo de dos grados de libertad en el plano x-y para  𝛼 = 0.8 y 𝜔 = 40𝑟𝑎𝑑/𝑠 con 𝑥(𝑡) =
𝑑1𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡) y 𝑦(𝑡) = 0. 

 

Y por último se muestran las gráficas de energía total promedio para el caso en donde se 

tienen ambas oscilaciones. 

Cuando la base del péndulo se somete a la combinación de oscilaciones verticales y 

horizontales, se desencadena un escenario dinámico similar a los que se han ido 

presentando. Este   fenómeno, caracterizado por las funciones 𝑥(𝑡) = 𝑑1 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡), para la 

horizontal y 𝑦(𝑡) = ℎ1 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡) para el caso vertical. 

La segunda aporta una dimensión completamente nueva al comportamiento del péndulo en 

el plano x-y. Para ilustrar este efecto, consideremos el caso en que la frecuencia de 

oscilación es 𝜔 = 40 𝑟𝑎𝑑/𝑠 con 𝛼 = 0.8. Dicho comportamiento en el plano x-y se puede 

observar en la Figura 4.34. 

El análisis correspondiente de la energía elástica total para este caso con oscilaciones 

horizontales y verticales aplicadas a la base del péndulo se realiza a continuación. 

En la Figura 4.36 se pueden observar 4 casos de relación energía total vs frecuencia de 

oscilación, los 4 casos asemejan su comportamiento en el intervalo de 0 a 20 rad/s, 

posteriormente en el caso con menor rigidez (𝛼 = 0.2) la energía comienza a mostrar un 

aumento con pendiente significativamente grande. 
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Los siguientes tres casos se mantienen similares, pero ahora, a diferencia de los casos 

anteriores, a consideración de un análisis visual, se puede determinar que el caso de 𝛼 =

0.4, presenta un mejor comportamiento que los casos restantes, esto debido a que no 

muestra un aumento significativo sino hasta pasar de los 40rad/s, y en los casos de 𝛼 = 0.6 

y 𝛼 = 0.8, muestran un crecimiento, no muy grande, pero lo muestran desde la frecuencia 

de 30rad/s. 

Este análisis revela un patrón peculiar a medida que la frecuencia de oscilación se 

incrementa, el sistema se volverá más inestable y como consecuencia se incrementará la 

energía total, por lo que para este caso en particular se recomendaría solo aplicar 

frecuencias por debajo de los 30 rad/s para obtener un valor óptimo en cuanto a posición 

angular como energía total. 

Es importante destacar que la Figura 4.36 es para el caso específico donde ℎ1 = 𝑑1 = 0.1𝑚 

estos valores se escogieron debido a que en los análisis energéticos individuales estos 

valores presentaron comportamientos cercanos a lo deseado, además de que es con lo que 

se ha estado trabajando desde el análisis de estabilidad y promediación en el capítulo 3 por 

lo que para otros valores de amplitud esta gráfica puede variar significativamente. 

 

 

Figura 4.34. Posición del péndulo de dos grados de libertad en el plano x-y para  𝛼 = 0.8 y 𝜔 = 40𝑟𝑎𝑑/𝑠 con 𝑥(𝑡) =
𝑑1𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡) y 𝑦(𝑡) = ℎ1𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡). 
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Figura 4.35. Posición angular del péndulo de dos grados de libertad para  𝛼 = 0.8 y 𝜔 = 40𝑟𝑎𝑑/𝑠, para el caso donde la 
base del péndulo de dos grados de libertad está sujeta ambas oscilaciones (vertical y horizontal. 

 

Con relación a posición angular, como se menciona previamente, el caso representado en 

la Figura 4.27 se encuentra en un límite específico. Esta situación cobra mayor claridad en 

la Figura 4.28, donde se establecen los ángulos límite de los segmentos: −10° ≤ 𝑞1 ≤ 10° 

y −40° ≤ 𝑞2 ≤ 40°. Estos valores, estrechamente alineados con la posición vertical, 

subrayan la importancia de mantener una posición estable en el sistema. 

No obstante, en este contexto multifacético, otro caso llamativo merece atención y se 

presenta en la Figura 4.26 en forma de una curva de color morado. Esta curva exhibe un 

comportamiento similar al de la curva verde (𝛼 = 0.8), lo que sugiere una consistencia en la 

respuesta del sistema a la combinación de oscilaciones verticales y horizontales. 

En resumen, la incorporación de oscilaciones verticales y horizontales a la base del péndulo 

genera un panorama dinámico de gran complejidad. Esta dualidad de movimientos aporta 

una dimensión adicional a su comportamiento en el plano x-y, creando patrones de 

movimiento que desafían la intuición. Mediante la variación de factores como la frecuencia 

y la rigidez, se puede explorar una gama de comportamientos intrigantes que enriquecen 

nuestra comprensión de la dinámica de este sistema. 
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Cuando la base del péndulo se ve afectada solamente por oscilaciones verticales, las 

cuales están definidas por la función 𝑦(𝑡) = ℎ1cos (𝜔𝑡) con ℎ1 = 0.1𝑚, se desencadena un 

interesante comportamiento en el plano x-y. Esta dinámica puede ser visualizada a través 

de la Figura 4.27, específicamente cuando se considera una frecuencia de oscilación 𝜔 =

40 𝑟𝑎𝑑/𝑠 y una constante de rigidez 𝛼 = 0.8. 

Este caso particular se refleja con claridad en la curva de color verde que se exhibe en la 

Figura 4.26. En dicha representación gráfica, es posible notar cómo la mencionada curva 

verde (𝛼 = 0.8) presenta un patrón decreciente al aumentar la frecuencia de oscilación. Uno 

de los aspectos más notorios es el intervalo comprendido entre 10 y 30 rad/s, ya que 

durante este tramo se manifiesta un rendimiento sobresaliente en términos de la energía 

total promedio requerida para mantener el péndulo en proximidades de su posición vertical 

(0,0). 

Es pertinente recordar que, como se señaló en párrafos anteriores, el caso retratado en la 

Figura 4.27 aborda un punto límite con relación a la posición angular. Este aspecto cobra 

mayor claridad en la Figura 4.28, donde se presentan con precisión los ángulos límite de 

los segmentos: −10° ≤ 𝑞1 ≤ 10° 𝑦 − 40° ≤ 𝑞2 ≤ 40°. Estos valores se mantienen en 

cercanía a la posición vertical, lo que subraya la relevancia de la estabilidad en este 

contexto. 

Otra situación destacable y que se representa en la Figura 4.26 es la curva de color morado, 

la cual exhibe un patrón de comportamiento similar al de la curva verde (𝛼 = 0.8). 

Resumiendo, al considerar oscilaciones verticales exclusivas en la base del péndulo, se 

desencadena una serie de patrones y dinámicas de gran interés. La variación en la 

frecuencia y rigidez del sistema ofrece una visión más detallada de cómo interactúan estos 

factores para influir en el comportamiento general. Además, la representación gráfica de los 

ángulos límite y la relación con la posición vertical subrayan la importancia de la estabilidad 

en esta configuración. 
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Figura 4.36. Energía total de un péndulo de dos grados de libertad sometido a 𝑦(𝑡) = ℎ1𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡) con ℎ1 = 0.1𝑚 y 
d(𝑡) = 𝑑1𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡) con 𝑑1 = 0.1𝑚 con diferentes valores de frecuencia (𝜔) y de rigidez (𝛼). 

 

4.6. Conclusión del capitulo  
 

En resumen, este capítulo ha validado numéricamente los modelos de péndulos de un 

grado de libertad y dos grados de libertad a través de simulaciones computacionales. Se 

ha demostrado la capacidad de nuestros modelos para capturar y predecir el 

comportamiento de los péndulos sometidos a diferentes condiciones de oscilación en la 

base y como es que estos influyen en el sistema, por lo que estos resultados proporcionan 

una base sólida para investigaciones posteriores y amplían nuestro conocimiento cómo 

estas oscilaciones en la base y variaciones en los parámetros afectan el comportamiento 

dinámico de estos sistemas. 

 

Estos resultados han demostrado que existen condiciones que hacen que ambos tipos de 

péndulos se mantenga en posición vertical. Al variar la dirección de las oscilaciones en la 

base, ya sea horizontal, vertical o combinada, se han observado cambios significativos en 

los patrones de movimiento y las trayectorias de los péndulos. Esto respalda la utilidad y la 

efectividad de los modelos matemáticos empleados en nuestras simulaciones. 
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Además, se ha investigado el efecto de variar los parámetros de entrada, como la frecuencia 

de las oscilaciones en la base y la constante de rigidez de los eslabones del péndulo. Estos 

cambios han revelado relaciones complejas entre los parámetros y el comportamiento 

resultante de los péndulos.  

Este trabajo de tesis proporciona información valiosa para comprender cómo diferentes 

factores afectan la respuesta dinámica de los sistemas de péndulos de uno y dos grados 

de libertad. 

Además, hemos investigado el impacto energético al variar los parámetros de frecuencia 

de las oscilaciones en la base y la constante de rigidez de los eslabones en los péndulos. 

Ya que las simulaciones han revelado la relación entre los parámetros de rigidez y la 

entrada oscilatoria del sistema con el comportamiento dinámico resultante. Esto 

proporcionan una comprensión más profunda de como los cambios en los parámetros 

afectan la energía necesaria para obtener una salida estable de los péndulos, lo cual es 

relevante para el estudio de este tipo de sistemas. 

 

Sin embargo, es importante destacar que, si bien estas simulaciones han brindado 

resultados favorables en cuanto a obtener las condiciones de frecuencia y rigidez que 

mantienen al péndulo de uno y dos grados de libertad en su posición de equilibrio, existen 

limitaciones en nuestros modelos y suposiciones. Algunas de estas limitaciones incluyen 

que algunas de las frecuencias aquí encontradas no son realizables para el cuerpo humano, 

así como también algunas de las trayectorias implementadas no son tan exactas a lo que 

en realidad son las trayectorias del caminado humano. Para futuras investigaciones, se 

recomienda considerar estos factores adicionales y refinar los modelos para una 

representación aún más precisa de los fenómenos observados. 

Además, para trabajos posteriores, se recomienda enfocarse en la comparación de 

nuestros resultados numéricos con experimentos reales, con el objetivo de validar aún más 

la precisión de nuestros modelos y profundizar en la comprensión de los fenómenos físicos 

involucrados en los péndulos. Además, explorar otras posibles aplicaciones de nuestros 

modelos en campos como la ingeniería estructural, la mecánica de materiales y otros 

campos relacionados. 

Es importante tener en cuenta que las simulaciones mostradas en este documento se basan 

en ciertas suposiciones y simplificaciones, como la ausencia de fuerzas de amortiguamiento 

y la consideración de condiciones ideales. Para investigaciones futuras, se recomienda 

incorporar factores adicionales, como la resistencia del aire y otros efectos de 

amortiguamiento, para obtener una representación más realista de los sistemas de 

péndulos. 

En resumen, a través de la validación numérica de los péndulos de uno y dos grados de 

libertad con simulaciones que incluyen oscilaciones en la base, se ha demostrado la 

capacidad de nuestros modelos para predecir el comportamiento dinámico de estos 

sistemas. Estos hallazgos contribuyen al conocimiento existente sobre la dinámica de los 

péndulos y ofrecen información valiosa para aplicaciones en campos como la ingeniería 

estructural, la robótica y la física experimental. 
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Conclusiones 
 

En este trabajo de tesis se hace mención del procedimiento para obtener los términos de 

los que depende la frecuencia natural del péndulo, esto como punto de partida, pero se 

buscó determinar los parámetros de los cuales dependa la frecuencia natural del péndulo 

de Kapitza, tomando consideraciones como las constantes de rigidez relacionada con la 

gravedad, la rigidez de Kapitza, y la rigidez propia de las juntas. 

Además, con base en lo anterior se agregó una comprobación por medio de una simulación 

para cada uno de los casos mencionados anteriormente. El control vibratorio es el tipo de 

control más utilizado en la estrategia de control de lazo abierto, ya que es una muy buena 

alternativa a la estabilización por retroalimentación, ya que este no necesita de medir los 

estados del sistema, además de que se ha visto en muchas aplicaciones importantes, 

como, por ejemplo, en la estabilización de vigas, en plasmas, en reactores químicos, 

etcétera, por lo que puede resultar muy bien visto como una opción de análisis de sistemas 

no lineales 

En el marco del presente trabajo de tesis, se ha llevado a cabo un exhaustivo análisis del 

sistema de péndulo de dos grados de libertad, explorando sus variados aspectos dinámicos 

y comportamientos energéticos. Sin embargo, a medida que profundizamos en los 

resultados y los parámetros involucrados, se vuelve claro que este sistema en particular no 

es realizable para el cuerpo humano en términos de las frecuencias, amplitudes verticales 

y horizontales que han emergido a lo largo de esta investigación. 

En lo que respecta al análisis del péndulo de un grado de libertad, un estudio exhaustivo 

del comportamiento de su posición angular bajo distintas condiciones de entrada, es decir, 

diversas formas de oscilación en su punto de pivote, ha arrojado resultados interesantes. 

Se ha encontrado que, al considerar el caso de un movimiento puramente vertical, el 

péndulo exhibe la capacidad de converger hacia valores angulares que dentro de la 

literatura se han establecido como estables. Además, esta convergencia se da a una 

frecuencia que es relativamente realizable dentro del rango de movimientos típicos en el 

caminar de un cuerpo humano. 

Sin embargo, las dificultades emergen cuando se expande el análisis hacia otros tipos de 

movimientos en el punto pivote del péndulo. Al explorar más a fondo la estabilidad del 

sistema, se destaca un hallazgo crítico: para que el sistema se mantenga estable, la 

amplitud de la función asociada al movimiento vertical debe superar a la amplitud de la 

función relacionada con el movimiento horizontal. Esta condición se vuelve problemática 

cuando se trata de la aplicabilidad de estos resultados en el contexto de los movimientos 

naturales y biomecánicos del cuerpo humano. 

Es fundamental subrayar que ésta última condición, aunque da indicios sobre los principios 

de estabilidad en un sistema de péndulo, enfrenta una limitación significativa al considerar 

la biomecánica humana. La premisa de que la amplitud del movimiento vertical debe ser 

mayor que la del movimiento horizontal presenta una discrepancia crucial con los patrones 

de movimiento y oscilación inherentes al cuerpo humano. En el contexto de la locomoción 

humana, el rango de movimiento vertical es naturalmente más restringido que el horizontal, 

dado que los sistemas musculoesqueléticos están adaptados para este tipo de movilidad. 
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Esta discrepancia es un recordatorio importante de cómo los principios físicos, aunque 

puedan ser fundamentales en la teoría, a menudo deben ser interpretados y aplicados 

considerando las complejidades y limitaciones del cuerpo humano. Aunque el péndulo de 

un grado de libertad puede servir como un modelo valioso para comprender ciertos 

conceptos de la física, la relación entre los movimientos verticales y horizontales debe 

abordarse con una perspectiva más amplia, considerando las capacidades y restricciones 

biológicas de nuestro sistema locomotor. 

En resumen, este análisis detallado del péndulo de un grado de libertad ha ilustrado cómo 

los resultados teóricos pueden chocar con las realidades biomecánicas. Aunque el sistema 

pueda comportarse de manera predecible en un entorno puramente teórico, su aplicabilidad 

a los movimientos humanos reales exige una evaluación más profunda y contextualizada 

de las implicaciones físicas y biológicas. 

En cuanto al péndulo de dos grados de libertad, con sus eslabones interconectados, 

representa un modelo intrigante y desafiante de estudio en el ámbito de la mecánica y la 

dinámica. Sin embargo, al evaluar los valores específicos de frecuencia, amplitud vertical y 

amplitud horizontal que han sido determinados, surge una conclusión ineludible: este 

sistema excede los rangos y limitaciones de las capacidades humanas en términos de 

movimiento y control. 

En primer lugar, se ha constatado que las frecuencias de oscilación requeridas para 

mantener la estabilidad y el funcionamiento coherente del péndulo de dos grados de libertad 

superan con creces los umbrales biológicos. Las frecuencias en cuestión, tal como se han 

derivado en este trabajo, se sitúan en un rango que va más allá de las respuestas 

fisiológicas del cuerpo humano. La capacidad del ser humano para mantener ritmos tan 

acelerados de movimiento, como los necesarios para el sistema de péndulo analizado, 

resulta limitada por las restricciones biomecánicas y neurosensoriales del organismo. 

Asimismo, las amplitudes verticales y horizontales que surgen como parte integral de las 

soluciones del sistema también suscitan cuestiones relacionadas con su aplicabilidad al 

cuerpo humano. La magnitud de estas amplitudes, que puede ser considerable en función 

de las condiciones específicas, excede los rangos de movimiento que los sistemas 

musculoesqueléticos humanos pueden acomodar sin incurrir en riesgos para la salud y el 

bienestar. Los límites anatómicos y las capacidades físicas restringen las posibilidades de 

ejecutar movimientos con tales amplitudes sin poner en peligro la integridad física. 

En última instancia, a través de un riguroso análisis y cálculos basados en las propiedades 

del sistema de péndulo de dos grados de libertad, se ha evidenciado que los valores de 

frecuencia y amplitud involucrados en sus oscilaciones exceden las posibilidades humanas 

en términos de movimiento y control. Aunque este modelo puede servir como una 

herramienta invaluable para comprender los principios de la dinámica, la física y la 

mecánica, se ha demostrado que su aplicación directa al cuerpo humano no es viable dentro 

de las limitaciones del sistema biológico y fisiológico. 

Este trabajo contribuye a una apreciación más profunda de cómo las teorías y modelos de 

la física pueden contrastarse con las capacidades reales del cuerpo humano. Si bien el 

péndulo de dos grados de libertad puede ser una maravilla de la teoría, también recuerda 

la importancia de considerar las limitaciones biológicas en la aplicación de dichos conceptos 

en el mundo real. 
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La interacción entre los parámetros de rigidez y frecuencia revela un panorama interesante 

en el análisis de la energía elástica. Estos parámetros son clave en la evolución de la 

energía elástica, influenciando tanto su incremento como su disminución según el tipo de 

oscilación: vertical, horizontal o una combinación de ambas. Además, se destaca cómo la 

dinámica de esta energía elástica evoluciona, influenciada por factores adicionales como la 

amplitud de las oscilaciones y la modificación de los valores de rigidez. Es relevante 

mencionar que este análisis energético debe ser complementado con parámetros 

suplementarios para establecer un vínculo más cercano entre el modelo de energía y el 

gasto energético real del cuerpo humano durante el proceso de caminar. 

 

En resumen, este trabajo de tesis se centra en la estabilización dinámica de péndulos 

invertidos de uno y dos grados de libertad, destacando cómo factores físicos como la rigidez 

articular, el amortiguamiento y el patrón de caminado influyen en la estabilidad postural y 

de la marcha. Aunque el análisis por control vibratorio ha sido una herramienta valiosa, se 

ha identificado que los parámetros derivados de las condiciones de estabilidad del método 

de promediación no son viables en términos de aplicabilidad al cuerpo humano. A pesar de 

esto, se ha revelado que estos parámetros aún afectan la energía elástica necesaria para 

mantener el péndulo en posición invertida o cerca del origen. Este vínculo entre movimiento 

y costo energético subraya la importancia de comprender cómo las oscilaciones en la base 

influyen en la demanda energética del cuerpo humano. 

Para avanzar, es esencial un análisis más profundo de las trayectorias de las articulaciones 

del cuerpo humano y la exploración de enfoques complementarios para evaluar la influencia 

de las oscilaciones. Aunque este trabajo ha proporcionado una apreciación profunda de 

cómo la teoría y la práctica pueden divergir, las conclusiones establecen una base sólida 

para investigaciones futuras que exploren las complejas interacciones entre movimiento, 

estabilidad y energía en el contexto de la biomecánica humana. En última instancia, este 

estudio contribuye a una apreciación más completa de cómo los principios físicos pueden 

aplicarse en el mundo real, incluso en presencia de desafíos biológicos y fisiológicos. 
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A. Anexos 

Para el caso del péndulo de un grado de libertad la energía cinética está dada de la 
siguiente manera: 
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2
(𝑚 𝑣2 ) 
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2
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Posteriormente la energía potencial del sistema se calcula de la siguiente manera: 
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2 

 
 

(0.3) 

Una vez que se han determinado la energía cinética y potencial del sistema, se escribe el 
Lagrangiano, el cual, como se mencionó anteriormente, se describe como la diferencia 
entre energía cinética y potencial. 
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2 +
1

2
𝑚𝑦𝑘̇

2 − 𝑚𝑙 𝑞1̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 − 𝑚𝑔(𝑦𝑘 + 𝑙 𝑐𝑜𝑠 𝑞1) −
1

2
𝑘𝑞1

2 

 

(0.4) 

 
   
Además se considera la energía de disipación la cual es calculada como:  
 

𝐷 =
1

2
[𝑏𝑞1̇

2] 

 

(0.5) 

 
Empleando la metodología de Euler-Lagrange dada por la ecuación (2.2) se obtiene lo 
siguiente: 
 

𝜕𝐿

𝜕𝑞1̇
= 𝑚𝑙2𝑞1̇ − 𝑚𝑙𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1   
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𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝑞1̇
) = 𝑚𝑙2𝑞1̈ − 𝑚𝑙𝑦𝑘̈ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 − 𝑚𝑙𝑞1̇𝑦𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 

 
𝜕𝐿

𝜕𝑞1
= −𝑚𝑙𝑞1̇𝑦𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 + 𝑚𝑔𝑙 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 − 𝑘𝑞1 

 
 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝑞1̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞1
+

𝜕𝐷

𝜕𝑞1
 

 

= 𝑚𝑙2𝑞1̈ − 𝑚𝑙𝑦𝑘̈ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 − 𝑚𝑙𝑞1̇𝑦𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 + 𝑚𝑙𝑞1̇𝑦𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 − 𝑚𝑔𝑙 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 + 𝑘𝑞1 + 𝑏𝑞1̇ 
 
 

(0.6) 

 
Por lo tanto, la ecuación que describe la dinámica del péndulo invertido sometido a 
oscilaciones verticales en su pivote es la siguiente:   
 
 

𝑚𝑙2𝑞1̈ − 𝑚𝑙 (𝑔 + 𝑦𝑘̈) 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 + 𝑘𝑞1 + 𝑏𝑞1̇ = 0 
 

(0.7) 

 

Péndulo de dos grados de libertad 

 
Al igual que en el péndulo de un grado de libertad, se deben obtener las energía cinética y 
potencial del sistema, por lo que es necesario escribir el vector de posición del centro de 
masa de ambos segmentos del péndulo, los cuales se describen en las ecuaciones (2.21) 
y (2.22). 
 
Conociendo esto, la energía cinética total del sistema está dada por la suma de la energía 
cinética de cada eslabón del péndulo. 
 

𝑇𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑇1 + 𝑇2 
 

𝑇1 =
1

2
(𝑚1𝑣1

2) 

 

𝑇1 =
1

2
𝑚1[(𝑥𝑘̇ + 𝑙1𝑞1̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1)

2 + (𝑦𝑘̇ − 𝑙1𝑞1̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1)
2] 

 
 

𝑇1 =
1

2
𝑚1[𝑙1

2𝑞1̇
2 + 𝑥𝑘̇

2 + 𝑦𝑘̇
2 + 2𝑙1𝑞1̇𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 − 2𝑙1𝑞1̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1] 

 

(0.8) 

 
 
La energía cinetica correspondiente al segundo eslabón del péndulo se obtiene a 
continuación.    
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𝑇2 =
1

2
(𝑚2𝑣2

2) 

 

𝑇2 =
1

2
𝑚2 [(𝑥𝑘̇ + 𝑙1𝑞1̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 + 𝑙2𝑞2̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞2)

2 + (𝑌𝑘̇ − 𝑙1𝑞1̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 − 𝑙2𝑞2̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞2)
2
] 

 
 

𝑇2 =
1

2
𝑚2[𝑙1

2𝑞1̇
2 + 𝑙2

2𝑞2̇
2 + 𝑥𝑘̇

2 + 𝑦𝑘̇
2 + 2𝑙1𝑞1̇𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 − 2𝑙1𝑞1̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 + 2𝑙2𝑞2̇𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞2

− 2𝑙2𝑞2̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞2 + 2𝑙1𝑙2𝑞1̇𝑞2̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 𝑐𝑜𝑠 𝑞2 + 2𝑙1𝑙2𝑞1̇𝑞2̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 𝑠𝑖𝑛 𝑞2] 

 
 
 

𝑇2 =
1

2
𝑚2[𝑙1

2𝑞1̇
2 + 𝑙2

2𝑞2̇
2 + 𝑥𝑘̇

2 + 𝑦𝑘̇
2 + 2𝑙1𝑞1̇𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 − 2𝑙1𝑞1̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1

+ 2𝑙2𝑞2̇𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞2 − 2𝑙2𝑞2̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞2 + 2𝑙1𝑙2𝑞1̇𝑞2̇ 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2)] 

(0.9) 

 
 
Por lo tanto, la energía cinética total del sistema es: 
 

𝑇𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑇1 + 𝑇2 
 

𝑇𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = [
1

2
𝑚1𝑙1

2𝑞1̇
2 +

1

2
𝑚1𝑥𝑘̇

2 +
1

2
𝑚1𝑦𝑘̇

2 + 𝑚1𝑙1𝑞1̇𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 − 𝑚1𝑙1𝑞1̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1]

+ [
1

2
𝑚2𝑙1

2𝑞1̇
2 +

1

2
𝑚2𝑙2

2𝑞2̇
2 +

1

2
𝑚2𝑥𝑘̇

2 +
1

2
𝑚2𝑦𝑘̇

2 + 𝑚2𝑙1𝑞1̇𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1

− 𝑚2𝑙1𝑞1̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 + 𝑚2𝑙2𝑞2̇𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞2 − 𝑚2𝑙2𝑞2̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞2

+ 𝑚2𝑚2𝑙1𝑙2𝑞1̇𝑞2̇ 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2)] 

 
 

𝑇𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =
1

2
(𝑚1 + 𝑚2)𝑙1

2𝑞1̇
2 +

1

2
𝑚2𝑙2

2𝑞2̇
2 +

1

2
(𝑚1 + 𝑚2)𝑥𝑘̇

2 +
1

2
(𝑚1 + 𝑚2)𝑦𝑘̇

2

+ (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑞1̇𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 − (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑞1̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1

+ 𝑚2𝑙2𝑞2̇𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞2 − 𝑚2𝑙2𝑞2̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞2 + 𝑚2𝑚2𝑙1𝑙2𝑞1̇𝑞2̇ 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2) 
 

(0.10) 

 
 
En cuanto a la energía potencial del sistema, el procedimiento para calcularla es el 
siguiente: 

𝑈𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑚1𝑔𝑦1 + 𝑚2𝑔𝑦2 +
1

2
(𝑘1𝑞1

2 + 𝑘2𝑞2
2) 

 
Donde, 𝑘𝑖 corresponde a los elementos elásticos. 
 
 

𝑈𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑚1𝑔(𝑦𝑘 + 𝑙1 𝑐𝑜𝑠 𝑞1) + 𝑚2𝑔(𝑦𝑘 + 𝑙1 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 + 𝑙2 𝑐𝑜𝑠 𝑞2) +
1

2
(𝑘1𝑞1

2 + 𝑘2𝑞2
2) 

(0.11) 

 
 



 104 

Entonces el Lagrangiano, definido como la diferencia entre energía cinética y potencial, está 
dado por:  
 

𝐿 = 𝑇𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 − 𝑈𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 
 
 

𝐿 = [
1

2
(𝑚1 + 𝑚2)𝑙1

2𝑞1̇
2 +

1

2
𝑚2𝑙2

2𝑞2̇
2 +

1

2
(𝑚1 + 𝑚2)𝑥𝑘̇

2 +
1

2
(𝑚1 + 𝑚2)𝑦𝑘̇

2

+ (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑞1̇𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 − (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑞1̇𝑦𝑘̇𝑞1 + 𝑚2𝑙2𝑞2̇𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞2

− 𝑚2𝑙2𝑞2̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞2 + 𝑚2𝑙1𝑙2𝑞1̇𝑞2̇ 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2)]

− [𝑚1𝑔(𝑦𝑘 + 𝑙1 𝑐𝑜𝑠 𝑞1) + 𝑚2𝑔(𝑦𝑘 + 𝑙1 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 + 𝑙2 𝑐𝑜𝑠 𝑞2)

+
1

2
(𝑘1𝑞1

2 + 𝑘2𝑞2
2)] 

(0.12) 

 
   
Considerando la energía de disipación en ambos segmentos, se tiene lo siguiente:  
 

𝐷 =
1

2
[𝑏1𝑞1̇

2 + 𝑏2𝑞2̇
2] 

 

(0.13) 

 
Empleando la metodología de Euler-Lagrange dada por la ecuación (2.2)¡Error! No se 
encuentra el origen de la referencia. y asumiendo que no existen fuerzas actuando en el 
sistema, se obtiene lo siguiente para la coordenada generalizada 𝑞1  
 
 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝑞1̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞1
+

𝜕𝐷

𝜕𝑞1
= 0 

 
𝜕𝐿

𝜕𝑞1̇
= (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1

2𝑞1̇ + 𝑚2𝑙1𝑙2 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2) 𝑞2̇ + (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1

− (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 
 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝑞1̇
) = (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1

2𝑞1̈ + 𝑚2𝑙1𝑙2 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2) 𝑞2̈ + (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑥𝑘̈ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1

− (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑦𝑘̈ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 − (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑞1̇𝑥𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 − (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑞1̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1

− 𝑚2𝑙1𝑙2𝑞1̇(𝑞1̇ − 𝑞2̇) 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2) 
 
 

𝜕𝐿

𝜕𝑞1
= −(𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑞1̇𝑥𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 − (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑞1̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1  + 𝑚2𝑙1𝑙2 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2) 𝑞2̇

+ (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1 − (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 
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𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝑞1̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞1
+

𝜕𝐷

𝜕𝑞1

= (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1
2𝑞1̈ + 𝑚2𝑙1𝑙2 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2) 𝑞2̈ + (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑥𝑘̈ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1

− (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑦𝑘̈ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 − (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑞1̇𝑥𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1 − (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑞1̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1

− 𝑚2𝑙1𝑙2𝑞1̇(𝑞1̇ − 𝑞2̇) 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2)
− [−(𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑞1̇𝑥𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1

− (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑞1̇𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1  + 𝑚2𝑙1𝑙2 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2) 𝑞2̇ + (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞1

− (𝑚1 + 𝑚2)𝑙1𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞1] + 𝑘𝑞1 + 𝑏𝑞1̇ 
 
 
Para el caso del segundo segmento del péndulo se tiene el siguiente desarrollo. 
 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝑞2̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞2
+

𝜕𝐷

𝜕𝑞2
= 0 

 
 

𝜕𝐿

𝜕𝑞2̇
= 𝑚2𝑙2

2𝑞2̇ + 𝑚2𝑙2𝑥𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞2 − 𝑚2𝑙2𝑦𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞2 + 𝑚2𝑙1𝑙2𝑞1̇ 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2) 

 
 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝑞2̇
) = 𝑚2𝑙2

2𝑞2̈ + 𝑚2𝑙1𝑙2 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2) 𝑞2̈ + 𝑚2𝑙2𝑥𝑘̈ 𝑐𝑜𝑠 𝑞2 − 𝑚2𝑙2𝑦𝑘̈ 𝑠𝑖𝑛 𝑞2

− 𝑚2𝑙2𝑞2̇𝑥𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞2 − 𝑚2𝑙2𝑞2̇𝑦𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞2 − 𝑚2𝑙1𝑙2𝑞1̇(𝑞1̇ − 𝑞2̇) 𝑠𝑖𝑛(𝜃1 − 𝜃2) 
 
 

𝜕𝐿

𝜕𝑞2
= −𝑚2𝑙2𝑞2̇𝑥𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞2 − 𝑚2𝑙2𝑞2̇𝑦𝑘̇ cos 𝑞2 + 𝑚2𝑙1𝑙2𝑞1̇𝑞2̇ 𝑠𝑖𝑛(𝑞1 − 𝑞2) + 𝑚2𝑔𝑙2 𝑠𝑖𝑛 𝑞2 

 
𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝑞2̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞2
+

𝜕𝐷

𝜕𝑞2

= 𝑚2𝑙2𝑞2̈ + 𝑚2𝑙1𝑙2 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2) 𝑞1̈ + 𝑚2𝑙2𝑥𝑘̈ 𝑐𝑜𝑠 𝑞2 − 𝑚2𝑙2𝑦𝑘̈ 𝑠𝑖𝑛 𝑞2

− 𝑚2𝑙2𝑞2̇𝑥𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞2 − 𝑚2𝑙2𝑞2̇𝑦𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞2 − 𝑚2𝑙1𝑙2𝑞1̇(𝑞1̇ − 𝑞2̇) 𝑐𝑜𝑠(𝑞1 − 𝑞2)
− [−𝑚2𝑙2𝑞2̇𝑥𝑘̇ 𝑠𝑖𝑛 𝑞2 − 𝑚2𝑙2𝑞2̇𝑦𝑘̇ 𝑐𝑜𝑠 𝑞2  + 𝑚2𝑙1𝑙2𝑞1̇𝑞2̇ 𝑠𝑖𝑛(𝜃1 − 𝜃2)
+ 𝑚2𝑔𝑙2 𝑠𝑖𝑛 𝑞2] + 𝑘1𝑞1 + 𝑘2𝑞2 + 𝑏1𝑞1̇ + 𝑏2𝑞2̇ 


