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Simbología

Símbolo Descripción

BI Operador del backlash inverso.

B Operador del backlash.

satv Operador saturación.

ZMI Operador de la zona muerta inversa.

ZM Operador de la zona muerta.

sat(v − c) Operador saturación.

ua Señal de salida del controlador y entrada al bloque de zona muerta inversa.

ub Señal de salida del bloque de zona muerta inversa y entrada al bloque de backlash inverso.

uc Señal de salida del bloque de backlash inverso y entrada al bloque de saturación.

ud Señal de salida del bloque de saturación y entrada al bloque de backlash.

ue Señal de salida del bloque de backlash y entrada al bloque de zona muerta.

uf Señal de salida del bloque de zona muerta

cr Parte derecha de la banda inactiva del backlash.

cl Parte izquierda de la banda inactiva del backlash.

ml Pendiente a la izquierda

mr Pendiente a la derecha

br Parte derecha de la banda inactiva de la zona muerta.

bl Parte izquiera de la banda inactiva de la zona muerta.

∆u Cambio en la ley de control.

Np Horizonte de predicción.

Nc Horizonte de control.

Q Matriz de peso para el error del MPC.

S Matriz de peso para ponderar el esfuerzo en la ley de control del MPC.

Kp Ganancia proporcional.

Kd Ganancia derivativa.

Ki Ganancia integral.

Ka Ganancia ’antiwindup’ para PID.

AT Transpuesta de la matriz A.

A−1 Inversa de la matriz A.

||x|| Norma euclideana del vector x ∈ Cn.

ẋ(t) Derivada de x(t) con respecto al tiempo t, dx
dt .

� Final de una demostración.
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Introducción

Antecedentes

El backlash, es una no linealidad dinámica, lo cual quiere decir que tiene memoria. En ge-
neral, este fenómeno surge debido a una imperfección en los elementos del sistema. Un ejemplo
de ello, es un motor acoplado a una carga por medio de un sistema de transmisión. En los
elementos mecánicos se da el fenómeno del backlash, debido a que los dientes del engrane
no encajan perfectamente, es decir, existe espacio entre ellos. Por tanto, al existir un movi-
miento contrario en el actuador ocurre una pérdida momentánea de contacto entre el motor
y la transmisión [1], a este instante se le conoce como banda inactiva del backlash. Para re-
solver este problema existen principalmente dos clases de soluciones: mecánicas y por software.

Un ejemplo de compensación mecánica se puede encontrar en [2] , donde se usa un control
bilateral 4-CH, el cual transmite la información de la fuerza y la posición entre un robot maes-
tro y uno esclavo. Otra de las soluciones mecánicas que se pueden encontrar en la literatura
es en [3] , en donde se presenta una metodología de control mecánica inspirada por las capa-
cidades de flexión y extensión que se presenta en los humanos. Una opción alternativa es usar
engranes precisos o elementos anti-backlash. Sin embargo, este tipo de soluciones mecánicas
tienen ciertas limitaciones tales como:

• Alto costo de ensamblaje.

• Ajuste y mantenimiento.

• Restricciones físicas como la dimensión.

• Comportamiento inconsistente debido a la abrasión.

En las soluciones por software se tienen principalmente las basadas en el control adap-
table como por ejemplo la presentada en [4] donde un controlador PID adaptativo se diseñó
para evitar ciclos límite en el sistema. Otro tipo de metodología es el uso de redes neuronales
abordadas en [5], en este trabajo se presenta un controlador óptimo basado en un observador
con redes neuronales. En [1] se propone un método de control con compensación de backlash
basado en un modelo de dos masas donde el backlash se toma como una perturbación de par,
por lo que se construye un observador de perturbaciones para estimar y compensar la misma.

En [6] se propone una compensación del backlash empleando una inversa por la derecha,
asumiendo que matemáticamente al realizar la composición con la inversa por la derecha y el
backlash se tiene como resultado la identidad. Este método de acuerdo con [7] es una acción
fuerte en la banda inactiva del backlash, esto quiere decir que la banda se debe recorrer lo mas
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2 Introducción

rápido posible, de esta manera puede volver a la acción de control inicial, mientras que una
acción débil implica que el ancho de banda se reduce en el instante que la banda está abierta.

Considerando una combinación de saturación y backlash en [8] se demuestra que la inver-
sa en serie con la saturación y el backlash da como resultado otra saturación, basado en este
resultado en [9] se propone un control predictivo basado en modelo (MPC por sus siglas en
inglés) el cual está sujeto a restricciones convexas basadas en la saturación antes mencionada.
En [10] se propone tambien un control predictivo considerando una inversa de la no lineali-
dad, sin embargo sus restricciones están dadas por desigualdades integrales mixtas. En [11] se
propone un control predictivo no suave para sistemas de transmisión mecánicos con backlash
donde la no linealidad se considera como parte del modelo para construir el controlador, por
lo que se introduce un control predictivo no suave.

Por otro lado, la zona muerta como no linealidad se ha abordado ampliamente en dis-
tintos trabajos. En particular, en [12] propone una clase especial de control adaptable, otro
trabajo que hace una compensación de la zona muerta se reporta en [13] donde se presenta
un esquema de control adaptable difuso para sistemas no lineales sujeto a una entrada con
zona muerta. En [6] se propuso el uso de la no linealidad inversa para la cancelación de la
zona muerta, este método a su vez se aplica en [14] con un control difuso adaptable robusto
con una compensación mediante una inversa suave para un motor de imanes permanentes
de corriente directa. Tambien en [15] se usa un controlador adaptable con inversa de la no
linealidad para sistemas con zona muerta entre dos bloques dinámicos.

Planteamiento del problema

Las características no lineales y no suaves tales como la zona muerta, backlash e histéresis
son comunes en actuadores, como lo son las conexiones mecánicas, servoválvulas hidráulicas,
servomotores eléctricos y sensores. Además es muy común que aparezcan en sistemas biomé-
dicos [16].

Desde 1940, en los primeros días de la teoría de control clásico el backlash como no li-
nealidad ha sido reconocido como uno de los factores que limitan severamente el desempeño
de los sistemas en lazo cerrado. Éste puede causar retardos, oscilaciones e imprecisión. Esta
no linealidad, tambien llamada juego mecánico, genera una discontinuidad en el movimiento
cuando el actuador cambia de dirección. En consecuencia, la operación del actuador será dife-
rente a la de la señal generada por el controlador [10]. Hoy en día este tipo de no linealidades
se presentan en sistemas tales como robots industriales, CNC, prensas, entre otros.

Mientras que la zona muerta es también un tipo de no linealidad dura, sin embargo a dife-
rencia del backlash ésta no tiene memoria, es decir es estática; se caracteriza por ser insensible
a pequeños cambios en la señal de entrada. La zona muerta está presente en muchos sistemas
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mecatrónicos como actuadores inteligentes y motores [14].

En este trabajo se aborda el control predictivo basado en modelo (MPC). El MPC tiene
sus raíces en el control óptimo. El concepto básico del MPC es usar el modelo dinámico para
predecir el comportamiento del sistema, y optimizar la una función de costo, la cual permite
estimar errores futuros, esfuerzos de control u otros objetivos. Las características de mayor
importancia que le han dado el éxito en diversas aplicaciones son [17]:

• Se aplica naturalmente a sistemas multivariable.

• Puede tomar en cuenta las limitaciones del actuador.

• Permite operar cerca de las zonas restringidas.

Objetivo

El proposito general de este trabajo es diseñar e implementar esquemas de control predic-
tivo basado en modelo para un sistema electromecánico, que presenta dos no linealidades que
son el backlash y la zona muerta. Para eliminar los efectos indeseables que se dan debido a los
fenómenos no lineales ya mencionados, se propone la compensación de los mismos mediante
la aplicación del equivalente en saturación, que hace uso de la inversa en conjunto con la
saturación natural que se da el sistema y la propia no linealidad.

Aportaciones de la Tesis

Partiendo del trabajo reportado en la literatura [8] se presenta una validación de la com-
pensación de no linealidades en un sistema electromecánico, utilizando el MPC con restric-
ciones basadas en el teorema propuesto en [18].

Se desarrolla también un controlador PID con anti-windup y compensación de no linea-
lidades, ésto con la finalidad de una comparación de parámetros de desempeño entre el PID
con anti-windup y el MPC.

Adicionalmente, se evalúa la efectividad de dos métodologías para la inversa de la no
linealidad con la finalidad de disminuir o eliminar el fenómeno que se da comunmente en
este tipo de funciones que involucran inversas de funciones no continuas, el castañeo el cual
es mas comúnmente conocido como chattering. También, se validó el uso del equivalente en
saturación, originalmente propuesto en [8], para compensar dos linealidades en el sistema: el
backlash y la zona muerta.
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Organización de la Tesis

El presente documento está constituido por los siguientes capítulos:

En el Capítulo 1 se abordan dos no linealidades el backlash y la zona muerta. En cuanto
al primero se consideran su modelo de histéresis y la inversa del mismo. Para el segundo caso
se presenta su modelo general y su respectiva inversa. Se da también una breve explicación
de las dinámicas físicas reales de estos fenómenos no lineales. Además se introduce el método
de compensación conocido como equivalente en saturación.

En el Capítulo 2 se presenta el desarrollo del controlador predictivo basado en modelo,
con y sin restricciones. Para este último, se expone un algoritmo de optimización para encon-
trar la solución al problema con restricciones. Así mismo, se presenta el esquema de control
complementado con el compensador de no linealidades descritos en el Capítulo 1. Se intro-
duce también, la metodología de control PID con anti-windup, con la finalidad de comparar
ambas técnicas. Para finalizar, se desarrolla el MPC y PID con anti-windup para su aplicación.

En el Capítulo 3 se desarrollan el controlador predictivo y el PID con anti-windup para el
sistema identificado. Se introduce la plataforma experimental, así como los parámetros apro-
ximados para el modelado de las no linealidades. Se presentan por último, los resultados en
simulación, y los resultados experimentales. De estos últimos, se hace una comparación entre
las diferentes técnicas usadas para incluir la inversa, y los controladores. Finalmente en el
último apartado se presentan las conclusiones.
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x No linealidades en sistemas
electromecánicos y su compensación
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Las imperfecciones en los componentes de los sistemas se encuentran entre los factores que
limitan el desempeño de los controladores en lazo cerrado, especialmente aquellos sistemas
que utilizan actuadores y sensores. A menudo, una de las imperfecciones altamente críticas
son aquellas que tienen comportamientos no lineales, las cuales, pueden llegar a variar de
componente a componente. Sin embargo, elementos sin imperfecciones son costosos y su man-
tenimiento requiere de personal especializado [6].

Algunas de las no linenalidades más comunes son las llamadas duras, ésto debido a sus
discontinuidades, ejemplos de éstas son: zona muerta, backlash y la histéresis. Éstas se dan
en una gran variedad de elementos mecánicos, hidráulicos, neumáticos, magnéticos, piezoeléc-
tricos, etc. Son comúnmente usadas en representación de fenómenos más complejos como la
viscosidad, elasticidad, fricción, etc [19].

5
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1.1. Modelo del backlash

En la literatura existen varios modelos del backlash, por ejemplo, el modelo físico no lineal,
también llamado exacto que describe el comportamiento de la no linealidad como un sistema
de dos masas unidas por ejes acoplados mediante una banda con un ángulo de 2c. Como se
puede apreciar en la figura 1.1; otra de las descripciones del backlash es el modelo de resonan-
cia de dos masas que es una simplificación del modelo exacto, en éste se considera un solo eje
con una perturbación sobre él, la cual representa al backlash utilizado en [1]. Existe también
el modelo de zona muerta el cual simplifica el modelo a una función estática (sin memoria),
escalar, no lineal la cual ha sido estudiado en [20] donde se diseña un control no linealH∞ para
regulación considerando el modelo de zona muerta. Otro estudio hecho mediante el modelo
de zona muerta es el dessarrollado en [21] con un controlador difuso tipo-2 para regulación de
carga.

Figura 1.1: Modelo exacto del backlash.

Para fines de esta investigación se considera el modelo de histéresis, el cual se encuentra
documentado en [6]. Es posible explicar físicamente este modelo paso a paso mediante la figura
1.2, donde un objeto en forma de L es conducido por un objeto en forma de U con un margen
de contacto de cl − cr. La entrada ud es la posición del objeto en forma de L, mientras que
ue representa la posición de objeto en U , la cual se considerará como salida. Ambos objetos
se asumen sin inercia y solo la posición es de interés.

Considérese la posición en la figura 1.2 a) ud = 0 y ue = cr y suponiendo que ue comien-
za a desplazarse hacia la derecha. Cuando ud alcanza ue = cr = ud se hace contacto entre
los objetos y ud sigue a ue esto se describe por la línea recta de pendiente positiva en la
caracterización, si en algun punto ud se detiene y comienza a desplazarse hacia la izquierda,
ud se quedará estático y podría decirse que recuerda su posición. El movimiento durante este
periodo es representado por una recta horizontal con longitud cr+cl. Al final de este segmento
el contacto vuelve a establecerse por el lado izquierdo del objeto en forma de U . Entonces
comienza a trasladarse a la derecha en conjunto con ud lo cual se traduce en la caracterización
como una línea con pendiente negativa. Si de nuevo en algún punto se detiene y se recorre a la
derecha, ue se detendrá y permanecerá así hasta atravesar todo el segmento cr + cl, entonces
el desplazamiento es horizontal.
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Figura 1.2: a)Representación esquemática del backlash b) Bloque entrada-salida.

En lo sucesivo se denotará B(·) al operador que describe al backlash. La caracterización
del backlash ue(t) = B(ml,mr, cr, cl;ud(t)) es descrita por dos líneas rectas conectadas por
segmentos de línea horizontales.

Figura 1.3: Backlash.

El segmento ascendente está activo cuando ud y ue incrementan:

ue(t) = mr(ud(t)− cr), u̇d(t) > 0, u̇d(t) > 0. (1.1.1)

Mientras que el segmento descendente está activo cuando ud y ue decrementan:

ue(t) = ml(ud(t) + bl), u̇d(t) < 0, u̇d(t) < 0, (1.1.2)

donde ml,mr > 0, cl, cr > 0 son parámetros constantes, la operación en cualquier segmento
interior de las funciones anteriores esta dado por u̇e(t). Una descripción compacta de lo ante-
rior se muestra en la ecuación (1.1.3):

B(ud(t)) = u̇e(t) =


u̇d(t), si u̇d(t) > 0 y ue(t) = mr(ud(t)− cr), o

quadu̇d(t) < 0 y ue(t) = ml(ud(t) + cl),

0, otros.

. (1.1.3)
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Con ayuda de la figura 1.2 es sencillo visualizar la versión discreta de este modelo. So-
lo es necesario imaginar que la posición uc y ud se observan en los instantes de tiempo
k = 0, 1, 2, 3, . . . de esta manera en lugar de usar u̇d(t) para especificar la dirección de ud, se
comparan en los instantes anteriores vl,vr:

vl =
ud(k − 1)

ml
− cl. (1.1.4)

vr =
ud(k − 1)

mr
+ cr. (1.1.5)

Estos valores son las proyecciones del eje ue de las intersecciones de las dos líneas rectas
de pendiente mr, ml con el segmento horizontal que contiene ud(k−1). Por lo tanto la versión
discreta del modelo esta dado por (1.1.6).

ue(k) =


ml(ud(k) + cl) si ud ≤ vl,
mr(ud(k)− cr) si ud ≥ vr,
ue(k − 1) si vl < ud < vr.

para k = 1, 2, 3, . . . . (1.1.6)

1.2. Modelo del backlash Inverso

Los efectos indeseables que se presentan debido al backlash pueden ser eliminados median-
te el uso de una inversa por la derecha uc = BI(ub), siendo BI(·) el operador para el backlash
inverso. En la figura 1.4 se ilustra el diagrama a bloques de la cancelación.

Figura 1.4: Diagrama a bloques backlash inverso-backlash.

BI(ub(t)) = u̇c(t) =



1
m u̇b(t) si u̇b(t) > 0, uc(t) = ub(t)

mr
+ cr

si u̇b(t) < 0, uc(t) = ub(t)
ml
− cl

0 si u̇b(t) = 0

g(τ, t) si u̇b(t) > 0, uc(t) = ub(t)
ml
− cl

−g(τ, t) si u̇a(t) < 0, uc(t) = ub(t)
mr

+ cr

(1.2.1)

En la definición (1.2.1), la inversa del segmento horizontal de la caracterización del backlash
es un salto vertical definido como una integral en el tiempo de la función impulso.

g(τ, t) = δ(τ − t)(cr − cl) (1.2.2)

donde δ(t) es la función δ de Dirac. Así un salto positivo en la inversa del backlash es:
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uc(t
+) = ub(t

−) +

∫ t+

t−
g(τ, t)dτ =

{
ub(t)
mr

+ cr si u̇b > 0
ub(t)
ml
− cl si u̇b < 0

(1.2.3)

Los efectos causados por los saltos en BI(·) eliminarán los retardos causados por el segmen-
to horizontal en B(·) . De igual forma el uso de la ecuación (1.2.1) reestablecerá la información
que se ha perdido debido a backlash. Lo anterior se demuestra provando que el operador BI
definido en(1.2.1) es la inversa por la derecha del backlash B definida en (1.1.3).

Lema 1.2.1 [6] El operador BI definido en (1.2.1) es la inversa por la derecha de la definición
del operador B en (1.1.3) en el sentido que:

ub(t0) = B(BI(ub(t0))) =⇒ B(BI(ub(t))) = ub(t), ∀t ≥ t0. (1.2.4)

El mapeo en (1.2.1)-(1.2.3) no define la inversa del backlash solo si la señal ub es tal que
ud y ue nunca abandonen el segmento interno. Esta situación es posible solo si ue(0) y ud(0)

se encuentran dentro del segmento interno y u̇b = 0 para t ≥ 0 o si u̇a no cambia de signo
mientras el incremetno total de ub/mr no es suficiente para que ud y ue salgan del segmento
horizontal del operador B(·).

Como ub es una señal sobre la cual se puede tener control, la situación anterior puede
ser corregida, si ub no alcanza t0 definido en la ecuación (1.2.4), entonces BI(·) se puede
inicializar de la siguiente manera:

BI(ub(t)) = uc(t
+
0 ) =

{
(ub(t0)
mr

+ cr), si uc(t0) = ub(t0)
ml

+ cl,

(ub(t0)
ml

+ cl), si uc(t0) = ub(t0)
mr

+ cr.
(1.2.5)

Lo anterior siempre resultará en ub(t+0 ) = B(BI(ub(t
+
0 ))) tal que (1.2.4) se cumpla para

∀t ≥ t0. Por tanto la inversa se puede reducir a (1.2.6).

uc(t) =


(ub(t)
ml

) + cl, si u̇b < 0,

(ub(t)
mr

) + cl, si u̇b > 0
,

uc(t
−) u̇a = 0

. (1.2.6)

El comportamiento del backlash inverso tiene la descripción gráfica que se observa en la
figura 1.5, en la que se le considera una caracterización asimétrica del backlash.

La versión discreta de la ecuación (1.2.6) está dada por (1.2.7).

uc(k) =


(ub(k)
ml

) + cl, si ub(k) < ub(k − 1),

(ub(k)
mr

) + cl, si ub(k) > ub(k − 1),

uc(k − 1) ub(k) = ub(k − 1).

para k = 1, 2, 3, . . . (1.2.7)
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Figura 1.5: Backlash inverso.

En [22] se usa la compensación del backlash mediante la inversa exacta para un experi-
mento en un sistema de transmisión mecánica.

1.2.1. Inversas suaves

Debido a la presencia del salto vertical en la función inversa del backlash, lo cual significa
que ésta no es suave, un fenómeno indeseable se puede dar en la salida del bloque de la inver-
sa al cual se le conoce como chattering. El chattering se refiere a una señal oscilante de alta
frecuencia.

Por lo anterior en la literatura se presentan distintos tipos de inversas suaves dadas me-
diante funciones continuas.

1.2.1.1. Filtro anti-chattering

Esta técnica fue propuesta en [23], se ha extendido en este caso a una versión asimétrica
del modelo backlash para ajustarse a este trabajo.
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Dada la inversa del backlash representada matemáticamente por (1.2.6) se divide en las
expresiones (1.2.8) y (1.2.9).

us(t) =


(ub(t)
ml

), si u̇b < 0,

(ub(t)
mr

), si u̇b > 0,

0 si u̇b(t) = 0.

(1.2.8)

y,

uchattering(t) =


cl, si u̇b < 0,

−cr, si u̇b > 0,

ub(t
−)si u̇b(t) = 0.

(1.2.9)

Entonces se puede decir que ub = us + uchattering, donde us es la transmisión directa y
uchattering representa los saltos discontinuos. A partir de esto se limita el ancho de banda
para la construcción de la inversa, esto se hace utilizando un filtro de segundo orden para
uchattering, como se muestra a la figura 1.6

Figura 1.6: Diagrama de filtro antichattering.

El filtro antichattering de segundo orden tiene la forma:

F (s) =
ω2

s2 + 2ζω + ω2
. (1.2.10)

En la gráfica de la figura 1.7 se tiene la comparación entre la inversa exacta y la filtrada.
Se observa lo que se ha descrito como los saltos de la Inversa exacta mientras que la inversa
aproximada tiene curvas más suaves en estas secciones.
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Figura 1.7: Comparación Inversa exacta y filtrada.

1.2.1.2. Aproximación suave mediante tangente hiperbólica

Para un backlash simétrico en [24] se propone una inversa suave basado en funciones
exponenciales. Tomando como base el trabajo antes mencionado en [25] plantean una inversa
suave para el backlash no simétrico. La función está dada por la ecuación (1.2.11).

v = BI(t) = (
1

mr
ub + cr)Xr(u̇b) + (

1

mL
ub − cL)Xl(u̇b). (1.2.11)

donde Xr(u̇b) y Xl(u̇b), son dos funciones positivas y ajustables definidas como:

Xr(u̇b) =
1+tanh(κu̇b)

2
,

Xl(u̇b) =
1−tanh(κu̇b)

2
,

donde κ es un parámetro ajustable y positivo.
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Figura 1.8: Comparación Inversa exacta y aproximada.

En la figura 1.8 se presenta la inversa exacta y la aproximada mediante la tangente hiper-
bólica. Se observa que los saltos de la inversa aproximada son menos abruptos que los de la
inversa exacta, es decir, es suave en estos segmentos.

La técnica de supresión del backlash mediante la inversa por la derecha ha sido utilizada
en aplicaciones prácticas, como por ejemplo en el trabajo de [26] donde se utiliza una interfaz
háptica con un dispositivo para laparoscopía que usa cables que presentan backlash, lo cual
es compensasado mediante la inversa suave de la ecuación (1.7).

1.3. Saturación

Este tipo de no linealidad se da cuando la entrada de un dispositivo solo genera un cambio
cuando se encuentra dentro de un rango de valores, es decir, su incremento corresponde a un
cambio en la salida, pero si la entrada alcanza cierto nivel su crecimiento producirá un cambio
mínimo o nulo en la salida [19].

El modelo matemático de esta no linealidad se presenta en (1.3.1), se define el operador
de la saturación como satv, siendo v el nivel de saturación. La descripción gráfica se presenta
en la figura 1.9.

satv(uc) = ud(t) =


v si uc > v,

uc si |uc| ≤ v,
−v si uc < −v.

(1.3.1)
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Figura 1.9: Saturación.

La saturación es muy común en actuadores para sistemas electromecánicos como motores
y servoválvulas. Sin embargo también se da en dispositivos electrónicos como amplificadores
y sensores. Esta es una limitación física natural en los elementos.

1.4. Modelo de la zona muerta

En muchos sistemas físicos, la salida es cero hasta que la magnitud de la entrada alcanza
cierto valor. Esta relación entrada-salida es llamada zona muerta (dead zone en inglés). Si se
considera un motor de corriente directa (CD) en un modelo ideal se asume que a cualquier
tensión aplicada en las terminales de la armadura provocará rotación, dado esto una tensión
mínima aplicada significaría un movimiento de magnitud equivalente. En la realidad, debido
a la fricción en el eje del motor, la rotación pasará solo si el par generado por el motor es
lo suficientemente grande [19]. Otros ejemplos de elementos físicos que presentan este efecto
son servo válvulas, sistemas hidráulicos, sistemas de enfriamiento o calentamiento, entre otros.

La zona muerta es una no linealidad sin memoria, es decir, estática, no depende de valores
anteriores de la señal de entrada. Su comportamineto entrada-salida se muestra en la figura
1.10.

ZM(ue(t)) = uf (t) =


ue(t)− b, si ue(t) ≥ b, ,

0 si − b ≤ ue(t) ≤ b,
ue(t) + b, si ue(t) ≤ −b.

(1.4.1)

Sea ZM el operador de la zona muerta es decir uf (t) = ZM(ue(t)).
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Figura 1.10: Zona muerta.

En algunos casos este tipo de no linealidad es deseable ya que reduce el movimiento dados
errores pequeños, por lo tanto puede ser utilizado para aumentar el ciclo de vida del actua-
dor. Sin embargo, el tamaño de la banda de la zona muerta debe elegirse cuidadosamente ya
que también puede incrementar el error en estado estacionario si sobrepasa un valor límite [27].

1.5. Modelo de la inversa de la zona muerta

El objetivo de la inversa de la zona muerta es anular la zona muerta tal que ua(t) = uf (t)

para cualquier entrada ua. De la misma manera que para el backlash se sigue el mismo princi-
pio de bloques en cascada para la cancelación como se muestra figura 1.11, definiendo ZMI(·)
como el operador para la zona muerta inversa.

Figura 1.11: Diagrama a bloques zona muerta inversa-zona muerta.

Matemáticamente, la relación entre ua y ub, la cual especifica la inversa de la zona muerta,
se define como en la ecuación (1.5.1).
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ZMI(ua(t)) = ub(t) =


ua(t)
mr

+ br si ub > 0,

0 si ua > 0 ,
ua(t)
ml

+ bl si ua < 0.

(1.5.1)

Conociendo los parámetros br, bl y considerando mr = ml = 1 sin perder generalidad al
construir la inversa como se muestran la figura 1.12 es posible cancelar la zona muerta de tal
manera que ua = uf .

Figura 1.12: Zona muerta inversa.

La compensación inversa para la zona muerta ha sido ampliamente estudiada, un ejemplo
de su aplicación práctica se presenta en [28] donde se utiliza para compensar la zona muerta
en una grúa de desplazamiento horizontal con un motor de CD como actuador, en este caso
de estudio tambien se considera la saturación combinada con la zona muerta y backlash.

1.6. Equivalente de saturación

El equivalente en saturación se refiere a una metodología introducida en [8] la cual afirma
que si existe una saturación combinada con una no linealidad tal como el backlash o la zona
muerta a la entrada del sistema al combinarla con la inversa por la derecha simplifica los
tres términos a una saturación con un nivel diferente, adicionalmente en [8] se propone otra
metodología en la cual se demuestra que la interconexión ilustrada en la figura 1.13 es óptima,
en el sentido de que asegura el mejor emparejamiento entre ua y ud.



1.6. Equivalente de saturación 17

Cabe destacar que en el trabajo antes menciondo tambien se consideran estos resultados
para la no linealidad que se da debido a al fricción estática (stiction en inglés). Pero para la
finalidad de este trabajo solo se considerarán las mencionadas con anterioridad.

Figura 1.13: Diagrama a bloques del equivalente en saturacion.

Las señales uα, uβ , uγ y uζ ilustradas en 1.13 definirán entradas o salidas de los bloques
de la no linealidad o la combinación a la que se refieren.

Para las señales uα y uζ , sea la norma ‖·‖ una función que satisface las siguientes propie-
dades [29]:

• ‖uα‖ > 0 para uα 6= 0,

• ‖cuα‖ = |c| ‖uα‖ para cualquier escalar c, y

• ‖uα + uβ‖ ≤ ‖uα‖+ ‖uα‖.

Definiendo el espacio Lp como el conjunto de funciones diferenciables continuas a trozos.
Sea uα : [0,∞)→ < tal que:

‖uα‖p =

(∫ ∞
0
|uα(t)|p

) 1
p

<∞ (1.6.1)

Considerando que uα ∈ Lp es diferenciable a trozos.
Se define ψ(uα) como una no linealidad de la forma de (1.6.2)

ψ : Lp[0,∞)→ Lp[0,∞) (1.6.2)

1.6.1. Equivalente para zona muerta

Teorema 1.6.1 [18] Sea x(t) = ZM(satv(ZMI(ua(t)))), vease la figura 1.13 considerando el
los bloques de no linealidad inversa y no linealidad como zona muerta inversa y zona muerta,
entonces se puede afirmar que:

ZM(satv(ZMI(ua(t)))) = satv−b(ua) (1.6.3)

para b > 0.
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Demostración. Esta prueba se detalla para el caso del ua > 0, de la misma manera se duce
para ua < 0, Entonces:

satv(BI(ua(t)) = satv(ua(t) + c) (1.6.4)

=

{
v si ua(t) + c ≥ v

ua(t) + c si ua(t) + c < v
(1.6.5)

Sea v > b, satv(ZMI(u(t))). Por lo tanto de la ecuación (1.4.1).

ZM(satv(ZMI(ua(t))) = satv(ZM(ua(t))− c (1.6.6)

=

{
v − c si ua(t) + b ≥ v
ua(t) si ua(t) + b < v

(1.6.7)

Lo cual puede escribirse tambien de la forma:

ZM(satv(ZMI(ua(t))) =

{
v − b si ua(t) + b ≥ v − b,
ua(t) si ua(t) + b < v − b. (1.6.8)

�
En el segundo teorema se muestra que la interconexión propuesta en el teorema 1.6.1 es

óptima. De la figura 1.13 considerando el los bloques de no linealidad inversa y no linealidad
como zona muerta inversa y zona muerta, la inversa optimiza a (1.6.9).

ZMI = argmin
ψ
‖ua − ZM(satv(ψ(u)))‖ (1.6.9)

para cualquier p ≥ 1,

Teorema 1.6.2 [18] Si ZMI(ua(t))es inversa por la derecha de la zona muerta definida en
(1.5.1), entonces para toda señal ua ∈ Lp[0,∞), diferenciable a trozos y ua ∈ Lp, se tiene:

|ua − ZM(satv(ψ(ua))|p ≥ |ua − ZM(satv(ZMI(ua))|p (1.6.10)

con ψ definida en (1.6.2)

Demostración. Se obtiene el resultado para ua > 0,en el caso para ua < 0 puede obtenerse
de manera similar por simetría.

Asumiendo que ua, ZMI(ua), satv(ZMI(ua)) y ZM(satv(ZMI(ua))) son bien definidas.

Teniendo en cuenta que:

ud(t) = ZM(satv(ZMI(ua))) =

{
v − b si ua(t) ≥ v − b,
ua(t) si ua(t) < v − b. (1.6.11)

se tiene:
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ua(t)− ud(t) = ZM(satv(ZMI(ua))) =

{
0 si 0 < ua(t) < v − b,

ua(t)− v − b si ua(t) ≥ v − b.
(1.6.12)

Si ψ(ua(t)) ≥ v, entonces ZM(satv(ψ(ua(t))) = v − b,

Si ψ(ua(t)) < v, entonces ZM(satv(ψ(ua(t))) < v − b.

Por lo anterior:

|ua(t)− ZM(satv(ψ(ua(t)))| = |ua(t)− v + b| para ψ(ua(t) ≥ v.

|ua(t)− ZM(satv(ψ(ua(t)))| > |ua(t)− v + b| para ψ(ua(t) < v.

Entonces:

|ua − ZM(satv(ψ(ua))|p ≥ |ua − ZM(satv(ZMI(ua))|p.

�
Combinando los resultados de los teoremas anteriores implica que cuando la entrada a la

planta es afectado por saturación y zona muerta el insertar la no linealidad inversa permite el
uso de un controlador para plantas saturadas. Sin embargo se debe tomar en consideraración
que las restricciones serán de niveles menores.

1.6.2. Equivalente para backlash

Considerando ml = mr = 1 y cl = cr.

Teorema 1.6.3 [18] Considerando el sistema de bloques interconectados en cascada de figura
1.13, siendo la no linealidad el backlash en tiempo continuo y su respectiva inversa, tomando
en cuenta los operadores descritos en (1.1.3),(1.3.1) y (1.2.3), entonces para v > c y para una
señal ub se tiene:

BI(satv(B(ub(t)))) = satv−c. (1.6.13)

De igual manera que para la zona muerta pero ahora considerando el Teorema 1.6.3, lo
cual significa que la inversa del backlash optimiza la ecuación 1.6.14.

BI = argmin
ψ
‖ub −B(satv(ψ(u)))‖. (1.6.14)
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Teorema 1.6.4 [8] Si BI(ub(t)) es la inversa por la derecha del backlash definido en (1.2.3),
entonces para toda señal ub ∈ Lp[0,∞), diferenciable a trozos y ub ∈ Lp, se tiene:

‖ub −B(satv(ψ(ub))‖p ≥ ‖ub −B(satv(BI(ub))‖. (1.6.15)

con ψ definida en (1.6.2).

ue(t) =


v − c si ub ≥ v − c,
ub si |ub| ≤ v − c,

−v + c si ub ≤ −v + c.

(1.6.16)

Esta función equivalente en saturación puede extenderse a una versión en la que considera
ml 6= mr y cl 6= cr. La diferencia recide en que los niveles dentro de los cuales va existir la
saturación diferirán uno respecto a otro.

Demostración. Considerando el diagrama a bloques de la figura 1.13. Tomando las ecuacio-
nes 1.2.1, 1.1.3 y 1.3.1.

Substituyendo uc in ud

ud(t) =



v si ub
ml
− cl > v o

ub
mr

+ cr > v,
ub
ml
− cl si

∣∣∣ ubml
− cl

∣∣∣ ≤ v,
ub
mr

+ cr si
∣∣∣ ubmr

+ cr

∣∣∣ ≤ v,
−v si ub

ml
− cl > −v o

ub
mr

+ cr > −v,
uc(t

−) otros casos

(1.6.17)

Substituyendo ud en ue:

ue(t) =



mr(v−cr) si ub(t)
mr

+cr > v o ub(t)
ml
−cl > v,

mr(
ub(t)
mr

+cr−cr) si
∣∣∣ub(t)
mr

+cr

∣∣∣ ≤ v o
∣∣∣ub(t)
ml
−cl
∣∣∣ ≤ v (u̇b > 0),

ml(
ub(t)
ml
−cl+cl) si

∣∣∣ub(t)
mr

+cr

∣∣∣ ≤ v o
∣∣∣ub(t)
ml
−cl
∣∣∣ ≤ v (u̇b < 0),

ml(−v+cl) si ub(t)
mr

+cr < −v o ub(t)
ml
−cl < −v,

ub(t
−) otros casos.

(1.6.18)
La expresión anterior se puede reducir a:
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ud(t) =


mr(v−cr) si ub(t)

mr
+cr > v o ub(t)

ml
−cl > v,

ub(t) si
∣∣∣ub(t)
mr

+cr

∣∣∣ ≤ v o
∣∣∣ub(t)
ml
−cl
∣∣∣ ≤ v,

ml(−v+cl) si ub(t)
mr

+cr < −v o ub(t)
ml
−cl < −v.

(1.6.19)

�
En la prueba se considera el caso en el que ml 6= mr y cl 6= cr, el cuál es un caso mas

general.

1.6.3. Equivalente para no linealidades combinadas

En este caso solo se considera la combinación de saturación, backlash y zona muerta. La
combinación se ilustra en el diagrama a bloques de la figura 1.14.

ua 
Zona 

Muerta 

Inversa

ub Backlash 

Inverso

ud 
Saturaciónv Backlash

Zona 

Muerta

uc ue uf 

Figura 1.14: Diagrama a bloques de no linealidades combinadas.

Considerando la figura 1.14 los bloques del backlash inverso, saturación y backlash, apli-
cando el teorema 1.6.3 se tiene una saturación con un nivel v − c, como se indica en la figura
1.15. Como se muestra en la figura 1.16 la interconexión dada es similar a la de la figura 1.14.

ua Zona 

Muerta 

Inversa

ub Backlash 

Inverso
ud 

Saturaciónv Backlash
Zona 

Muerta
uc ue uf 

Saturaciónv-c

Figura 1.15: Diagrama a bloques de no linealidades combinadas.

De esta forma se tiene entonces la premisa del teorema 1.6.1, por lo cual al aplicarlo el
resultado es una saturación de nivel v − c− b.
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ua Zona Muerta 

Inversa
ue 

Saturaciónv-c Zona Muerta
ub uf 

Saturaciónv-c-b

Figura 1.16: Diagrama a bloques de no linealidades combinadas.

Para ejemplificar en la figura 1.17 se muestran las salidas de cada uno de los bloques del
diagrama 1.13. Como entrada se tiene una señal sinusoidal de amplitud 1 y los parámetros de
las no linealidades se dan en la tabla 1.1.

Parámetro Valor
ml 1.04

mr 0.96

bl 0.2cm
br 0.2cm
cl 0.14cm
cr 0.14cm

Tabla 1.1: Tabla de parámetros de ejemplo equivalente en saturación

Observando las señales de la figura 1.17, la que corresponde a la salida de los bloques
de la compensación, es decir uf es un equivalente saturado de la señal de entrada ua. Esta
saturación está dada por (1.6.20) que fue calculada a partir de los parámetros de la tabla 1.1,
la cual es el equivalente en saturación final de acuerdo a los teoremas 1.6.1 y 1.6.3.

uf =


0.62 si uc > v,

ua si |uc| ≤ v,
−0.67 si uc < −v.

(1.6.20)
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Figura 1.17: Resultado de la interconexión del diagrama 1.13.
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El control predictivo basado en modelo (MPC, por sus siglas en inglés) está dentro del
marco de los controladores óptimos. El concepto básico del MPC se basa en utilizar la diná-
mica del modelo para predecir el comportamiento del sistema, y optimizar la predicción para
tomar la mejor decisión para la señal de control. El modelo del sistema es entonces, el núcleo
del MPC [30].

Este controlador ha sido reconocido por la industria debido a factores como: el manejo de
sistemas multivaribles y la consideración de restricciones dentro de la optimización del siste-
ma. Este trabajo aprovecha especialmente el manejo de restricciones, ya que es una ventaja
dentro del esquema de control que se presentará mas adelante.

Históricamente el MPC apareció a finales de los 70’s con la introducción de varios artícu-
los, principalmente las publicaciones a seguir: [31], donde se presenta el control predictivo
heurístico (MPCH, por sus siglas en inglés) basado en modelo, despúes conocido como con-
trol algorítmico basado en modelo. Otro de los trabajos importantes es [32] con el control
de matriz dinámica (DMC, por sus siglas en inglés). Estas metodologías fueron heurísticas,
algorítmicas y aprovecharon el creciente potencial de las computadoras digitales de la época.

25
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Hoy en día existen numerosas técnicas de control predictivo basadas en las mismas ideas,
de entre las cuales se destacan: Multistep Multivariable Adaptive Control (MUSMAR) [33],
Predictive Functional Control (PFC) [34], Generalized Predictive Control (GPC) [35], entre
otras.

Como se mencionó anteriormente el control predictivo no es una metodología específica,
si no un conjunto de métodos que tienen en común la característica de minimizar una función
objetivo mediante el uso del modelo del sistema para obtener la señal de control. Las diferen-
cias entre estas técnicas de control que pertenecen a la familia del control predictivo residen
en el uso de diferentes tipos de modelos, por ejemplo el GPC usa el modelo en función de
transferencia, mientras que el DMC utiliza un modelo de respuesta basado en la respuesta al
escalón, y el PFC emplea el modelo en ecuaciones de estado.

2.1. Elementos del MPC

Como ya se mencionó todos los algoritmos de control predictivo poseen elementos en
común los cuales se pueden resumir en:

• Modelo para predicción.

• Función de costo.

• Ley de control.

Algunos de los términos comunes dentro del diseño del control predictivo son:

• Horizonte de predicción (Np): define el tamaño del vector de predicción.

• Horizonte de control (Nc): define los cálculos del vector de la señal de control, sin
embargo, solo el primer elemento del vector se considera.

• Ventana móvil en el tiempo: un lapso de tiempo Np la cual va recorriendose a cada
instante de tiempo.

El comportamiento del controlador MPC se puede observar en la figura 2.1 se observa la
ventana móvil en un espacio de Np instantes de tiempo, dentro de este espacio de tiempo se
hace la predicción de la salidas del sistema las cuales están representadas por la línea roja y
su referencia en puntos amarillos.

2.2. Formulación del MPC

Considerando el modelo en espacio de estados discretos del proceso:

xm(k + 1) = Amxm(k) +Bmum(k) + dε (2.2.1)
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Figura 2.1: Estrategia de horizonte de predicción.

ym(k) = Cmxm(k), (2.2.2)

donde um es la variable manipulada o señal de entrada, ym es la salida del sistema y xm
es el vector de estados de dimensión l1.

2.2.1. Modelo aumentado

Basado en [36] para este caso de estudio se considera un integrador que se introduce en el
diseño del controlador MPC, el cual es también utilizado con los siguientes propósitos:

• El seguimiento referencias constantes.

• Eliminar perturbaciones de tipo constantes.

Para ello se utiliza la metodología a seguir:
Tomando un operador diferencial en ambos lados de la ecuación 2.2.1, se obtiene:

xm(k + 1)− xm(k) = Am(xm(k)− xm(k − 1)) +Bm(um(k)− um(k − 1)) + dε. (2.2.3)

Redefiniendo las diferencias de las variables de estado como:
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∆xm(k + 1) = xm(k + 1)− xm(k); ∆xm(k) = xm(k)− xm(k − 1). (2.2.4)

Y la diferencia en la variable manipulada:

∆um(k + 1) = um(k + 1)− um(k). (2.2.5)

Tomando en cuenta lo anterior la ecuación (2.2.3) se puede expresar como:

∆xm(k + 1) = Am∆xm(k) +Bm∆um(k) + dε. (2.2.6)

Es necesario remarcar que la entrada del modelo en espacio de estados en la función (2.2.6)
es ∆um. El siguiente paso es conectar ∆xm con la salida. Para hacer lo anteriormente dicho
se procede a convertir el estado a:

x(k) =
[
∆xm(k)T y(k)

]T
. (2.2.7)

Denotando que:

y(k + 1)− y(k) = Cm(xm(k + 1)− xm(k)) = Cm∆xm(k + 1) (2.2.8)

= CmAm∆xm(k) + CmBm∆um(k).

Uniendo las ecuaciones (2.2.6) y (2.2.8) se obtiene el siguiente modelo en espacio de estados
con los estados dados en (2.2.7).[

∆xm(k + 1)

ym(k + 1)

]
=

[
Am oTm

AmCm 1

] [
∆xm(k)

ym(k)

]
+

[
Bm

CmBm

]
∆um. (2.2.9)

y(k) =
[
om 1

] [∆xm(k)

ym(k)

]
, (2.2.10)

donde om =
[
0 0 . . . 0

]
es un vector de dimension l1. De (2.2.10) se determinan las

matrices constantes como:

A =

[
Am oTm

AmCm 1

]
.

B =

[
Bm

CmBm

]
.

C =
[
om 1

]
.

Entonces a la matriz A y los vectores B y C se les conoce como el modelo aumentado, y
serán utilizados para el diseño del MPC.
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2.2.2. Predicción

Ya que se ha obtenido el modelo matemático, el siguiente paso para la formulación del
controlador predictivo es calcular las predicciones para la salida de la planta considerando las
señales de control futuras como variables ajustables.

Asumiendo que los instantes de muestreo como k > 0 y el vector de estados x(k) disponible.
La trayectoria de futura de control está dada por:

∆u(k), ∆u(k + 1), . . . ,∆u(k) +Nc − 1), (2.2.11)

donde Nc fue definido anteriormente como el horizonte de control el cual determina el número
de parámetros usados para representar la trayectoria de control futura.

Con la información dada por el estado presente x(k), se predicen las variables de estado
futuras en Np instantes de muestreo, siendo Np el horizonte de predicción, Np es también el
tamaño de la ventana móvil. Mostrando las variables de estado futuras:

x(ki + 1|k), x(k+2|k), . . . , x(k + h|k), . . . , x(k +Np|k),

donde x(k+ h|k) es el estado predicho con la información dada por x(k) en el instante k+ h.

Para el cálculo de los estados futuros se usa el modelo en espacio de estados de (2.2.10).
A partir de (A,B,C), definidos anteriormente, se cálcula secuencialmente usando el conjunto
de parámetros futuros dados:

x(k + 1 |k) = Ax(k |k) +B∆u(k)

x(k + 2 |k) = Ax(k + 1 |k) +B∆u(k + 1)

= A2x(k |k) +AB∆u(k |k) +B∆u(k + 1)

...

x(k +Np |k) = ANpx(k |k) +ANp−1B∆u(k) +ANp−2B∆u(k + 1)

+ · · ·+ANp−NcB∆u(k +Nc − 1).

Sustituyendo las variables de estado predichas en la salida de la predicción se obtiene:
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y(k + 1 |k) = CAx(k |k) + CB∆u(k) (2.2.12)

y(k + 2 |k) = CA2x(k |k) + CAB∆u(k |k) + CB∆u(k + 1) (2.2.13)

y(k + 3 |k) = CA3x(k |k) + CA2B∆u(k |k) + CAB∆u(k + 1) (2.2.14)

+ CB∆u(k + 2) (2.2.15)
... (2.2.16)

y(k +Np |k) = CANpx(k |k) + CANp−1B∆u(k) + CANp−2B∆u(k + 1 (2.2.17)

+ · · ·+ CANp−NcB∆u(k +Nc − 1). (2.2.18)

Todas las predicciones esán formuladas en términos de la información del estado actual
x(k) y del control futuro ∆u(k + j), donde j = 0, 1, . . . , Nc − 1.

Definiendo los vectores siguientes:

Y =


y(k + 1 |k)

y(k + 2 |k)

y(k) + 3 |k)
...

y(k +Np |k)

.

∆U =
[
∆u(k) ∆u(k + 1) ∆u(k + 2) · · · ∆u(k +Nc − 1)

]
.

donde, para el caso de una entrada una salida(SISO, por sus siglas en inglés), la dimensión
de Y es Np y la de ∆u es Nc. Tomando de (2.2.12) a (2.2.18) se obtiene de forma matricial
compacta la expresión de la ecuación (2.2.19), que es la predicción de la salida hasta el ins-
tante k +Np.

Y = Fx(k) + Φ∆U. (2.2.19)

donde:

F =


CA

CA2

CA3

...
CANp



Φ =


CB 0 0 · · · 0

CAB CB 0 · · · 0

CA2B CAB CB · · · 0
...

...
...

. . .
...

CANp−1B CANp−2B · · · CANp−NcB


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Una vez que se conocen las predicciones futuras del proceso mediante el modelo, lo siguiente
es calcular la señal de entrada que lleve al sistema a un punto deseado, es decir una referencia.

2.2.3. Función de costo

Como ya se ha indicado previamente la metodología de control predictivo pertenece al
conjunto de controles óptimos, lo cual quiere decir que se va a minimizar una función de costo
que refleje el objetivo del control. Para este caso se elige una función de costo cuadrática
representada en la ecuación (2.2.20):

J(k) =

Np∑
j=1

‖y(k + j|k)− r(k + j|k)‖2Q(j)+

Nc−1∑
j=1

‖∆u(k + j − 1)‖2S(i), (2.2.20)

donde r(k) es el punto de la referencia, si se define como vector de dimensión Np:

Rs =
[
1 1 1 . . . 1

]
r(ki). (2.2.21)

Entonces la función de costo se puede escribir matricialmente como:

J(k) = (Rs − Y )TQ(Rs − Y ) + ∆UTS∆U, (2.2.22)

donde:

Q =


Q1 0 0 · · · 0

0 Q2 0 · · · 0

0 0
. . . 0

...
0 0 · · · Q1 0

0 0 · · · 0 Q1

,

S =


rw 0 0 · · · 0

0 rw 0 · · · 0

0 0
. . . 0

...
0 0 · · · rw 0

0 0 · · · 0 rw

.

En la ecuación simplificada (2.2.22) el primer término esta relacionado con el error entre la
salida predicha y el punto de referencia, mientras el segundo término se refiere a la magnitud
que se le da al cambio en la ley de control cuando la función de costo se minimiza. La matriz
Q debe ser una matriz diagonal semi-definida positiva, ésta está ligada a la importancia que
se le va a dar en la minimización al primer término, es decir al error. Mientras que la matriz S
también diagonal positiva definida que sirve como parámetro de sintonización para manipular
el comportamiento a lazo cerrado del sistema a controlar.
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Para cumplir el objetivo de esta función de costo, que es encontrar el cambio de la ley de
control ∆U óptimo mediante su minimización, se substituye Y con la ecuación (2.2.19) cuyo
resultado se da en (2.2.23).

J = (Rs − Fx(k))TQ(Rs − Fx(k))−2∆UTΦQ(Rs−Fx(k))+∆UT (ΦTQΦ+S)∆U. (2.2.23)

2.2.4. MPC sin restricciones

Si no es necesario considerar restricciones dentro de la optimización de la ley de control
es posible realizar la minimización analíticamente mediante el uso del criterio de la primera
derivada. A partir de la ecuacion (2.2.23) se deriva respecto a ∆U :

∂J

∂∆U
= −2ΦTQ(Rs − Fx(ki)) + 2(ΦTQΦ + S)∆U,

la condición necesaria para que J sea un mínimo es que:

∂J

∂∆U
= 0,

entonces:

−2ΦTQ(Rs − Fx(ki)) + 2(ΦTQΦ + S)∆U = 0,

Despejando ∆U :

∆U = (ΦTQΦ + S)
−1

ΦTQ(Rs − Fx(ki)). (2.2.24)

Como se ha comentado con anterioridad, solo el primer elemento del vector ∆U será apli-
cado como entrada de control en cada instante, por lo tanto:

∆u =
[
1 0 · · · 0

]
(ΦTQΦ + S)

−1
ΦTQ(Rs − Fx(ki)). (2.2.25)

Este desarrollo considera un sistema SISO, sin embargo el MPC tiene la posibilidad de
extenderse al control de sistemas multivariables. A pesar de ello en este trabajo no se consi-
deran tales sistemas por lo cual no se expone la metodologia para sistemas MIMO (multiples
entradas múltiples salidas).
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2.2.5. MPC con restricciones

Debido a las limitaciones físicas naturales de los sistemas reales en general se deben con-
siderar restricciones en los controladores. Un método ampliamente utilizado es la saturación
de las señales de entrada para evitar sobrepasar el máximo nivel permitido por la planta. Sin
embargo la saturación es una no linealidad que puede ocasionar efectos indeseados. Por otro
lado el saturar la señal no garantiza la optimalidad de la ley de control.

Tomando en consideración este factor el control predictivo tiene como ventaja la posibili-
dad de considerar restricciones dentro de la optimización de su función de costo.

Existen tres tipos de restricciones que se encuentran frecuentemente en aplicaciones prác-
ticas. Las primeras dos se refieren a restricciones impuesta por la variable de control u(k),
y la última esta ligada a restricciones en la salida y(k) o el estado x(k). A seguir se da una
breve explicación de cada una de ellas.

Restricciones en ∆u. Este tipo de restricciones limitan los cambios de la señal de control,
es decir en ∆u, a cada instante de muestreo la ley de control solo puede crecer un cierto valor,
si se asume la existencia de un límite inferior y uno superior, las restricciones se especifican
de siguiente manera:

∆umin ≤ ∆u ≤ ∆umax. (2.2.26)

Se aprecia que en la ecuación (2.2.26) se utiliza un operador menor o igual que, esto es
importante por que la igualdad juega un papel importante en la solución del problema de
control restringido.

Restricciones en u(k). Este tipo de cotas son las más comunes ya que son las que se dan
mas comunmente en sistemas físicos. Se refieren a una limitación máxima en la señal de con-
trol, por ejemplo una válvula no puede abrirse mas del 100 porciento. De la misma manera
que la restricción de ∆u ésta se puede expresar como:

umin ≤ u ≤ umax (2.2.27)

Restricciones en y(k). También es posible especificar un rango de operación para la salida
de la planta. Este tipo de restricciones son "suaves", por lo que es necessario utilizar una
variable auxiliar sv > 0 a las restricciones. Esto es debido a que causa cambios bruscos en las
variables de control cuando son aplicadas.
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ymin − sv ≤ y(k) ≤ ymax + sv (2.2.28)

De manera similar es posible imponer restricciones en las variables de estado si estas son
medibles o en su defecto imponerlas a las variables observadas. También es necesario tenerlas
en forma suave por la misma razón que en el caso de la salida.

2.2.5.1. Programación Cuadrática

Ya que se conoce el tipo de restricciones que se impondrán al sistema o al controlador es
necesario traducirlas en desigualdades lineales y relacionarlo con el problema de control.

u∗ = mı́n
1

2
uTQu+ bTu+ f0 (2.2.29)

sujeto ares : Aresu ≤ a (2.2.30)

En las ecuaciones (2.2.29) y (2.2.30) se tiene la función de costo cuadrática y las restriccio-
nes presentadas de manera general. Esto es un problema de programación cuadrática (QP, por
sus siglas en inglés) convexa debido a la función objetivo, y convexa ya que las restricciones
son de desigualdad lineal.

Para este tipo de programación cuadrática convexa existen diferentes algoritmos de solu-
ción. De éstos existen dos que han demostrado tener un mejor desempeño de acuerdo a [17]:
el método de punto interior y la técnica de conjunto activo. Esta última se abordará en esta
tesis para la solución del control predictivo.

Como resultado de que la programación cuadrática sea convexa, las condiciones necesa-
rias y suficientes para que u de la ecuación (2.2.29) sea un óptimo global están dadas por
las condiciones Karush-Kuhn-Tucker (KKT) [37] las cuales dicen que deben existir vectores
(Multiplicadores de Lagrange) λ ≥ 0, tal que:

Q∆u+Ares
Tλ+ b = 0 (2.2.31)

−Ares∆u+ ares ≤ 0 (2.2.32)

Método de conjunto activo La idea principal del método de conjunto activo es reducir las
restricciones de desigualdad del problema de QP a una secuencia de restricciones de igualdad,
esto se describirá más adelante.

Este método asume que existe una solución realizable. Para tal solución, un subconjunto de
las restricciones de desigualdad de la ecuación (2.2.30) están activas, es decir, el subconjunto
en el que la parte de la igualdad se mantiene. A este subconjunto se le denomina Conjunto
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activo es posible que esté vacio si ninguna de las desigualdades esta activa en el instante que
se tiene la solución realizable. El conjunto activo, con e como subíndice esta definido como:

Aeu = ae. (2.2.33)

Suponga que en la itereación r-ésima se tiene una solución factible ur. El método de
conjunto activo encuentra una solución mejorada ur + ∆u que mínimiza la función de cos-
to (2.2.29) siendo satisfechas las condiciones de igualdad de la ecuación (2.2.33), sin tomar
en cuenta las restricciones de desigualdad inactivas. Si esta solución es realizable, es decir
Ares(ur + ∆u) ≥ ares, entonces se hace la siguiente iteración ur+1 = ur + ∆u. Si no es facti-
ble entonces se busca la solución en dirección de ∆u para localizar el punto donde se perdió
factibilidad.

Para decidir si las soluciones de las iteraciones siguientes a la solución r-ésima son óptimos
globales del problema QP, o si se puede mejorar la solución dada en ese momento. Esto se
puede hacer mediante la verificación de las condicion KKT dadas en (2.2.31)-(2.2.32) donde
u∗r+1 las satisface. Sin embargo, es necesario verificar solo aquellos elementos del vector λ que
corresponden a las restricciones activas; se encuentra la solución global si todos los elementos
son términos no negativos, esto debido a la condición λ ≥ 0. De no ser así es necesario rehacer
los cálculos.

Entonces suponiendo que uno o más elementos del vector λ son negativos, siendo estos
los multiplicadores de lagrange correspondientes a las restricciones de desigualdad activas, el
valor negativo indica que la función de costo se puede reducir haciendo la restricción inactiva,
es decir moviendo a una solución de ∆u dentro del conjunto Ares∆u ≤ ares. Entonces estas
restricciones se mueven al conjunto inactivo. Entonces un nuevo conjunto activo se elige y se
repite el proceso.

Nótese que J(ur+1) < J(ur) donde J(ur) es la función de costo dada en (2.2.29), entonces
se garantiza que el proceso iterativo dará como resultado la solución óptima global.

Considerando ahora la minimización de la función de costo en la r-ésima iteración. La
nueva función de costo estará dada por:

(ur
∗ + ∆u) = mı́n

1

2
(ur + ∆uT )Qur + ∆u+ bT∆u+ f0 (2.2.34)

= (ur
∗) + mı́n

1

2
(∆uT )Qu+ bT∆u+ f0. (2.2.35)

Entonces la minimización del problema a resolver puede ser escrito como:

mı́n
∆u

1

2
∆uTQ∆u+ bT∆u, (2.2.36)

sujeto a : Ares∆u = 0. (2.2.37)
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Siendo las ecuaciones (2.2.37) y (2.2.36) un problema de QP con restricciones de igualdad.
Este problema se puede resolver mediante el método de los multiplicadores de Lagrange,
usando las condiciones KKT dadas en (2.2.31) y (2.2.32), las cuales expresadas como matriz:[

Q Ares
Ares 0

] [
∆u

λ

]
=

[
−b
0

]
, (2.2.38)

La ecuación (2.2.38) se puede resolver mediante eliminación Gaussiana, la cual se hace
apartir de la factorización de la matriz de la izquierda en un producto de una matriz triangular
inferior y la otra triangular superior:[

Q Ares
Ares 0

] [
∆u

λ

]
= LU, (2.2.39)

Una vez obtenida la factorización se obtiene la solución a a partir de:[
−b
0

]
= Lη, (2.2.40)

Por sustitución directa se encuentra la solución para U :

U

[
∆u

λ

]
= η. (2.2.41)

Figura 2.2: Ilustración de método de conjunto activo.
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La figura 2.2 muestra el comportamiento general del método de conjunto activo. Siendo
las restricciones las rectas que se intersectan, las circunferencias representan la función a mi-
nimizar mientras que los puntos rojos son las soluciones iteradas hasta llegar a la óptima.

2.2.5.2. Estabilidad del MPC con restricciones

Desde el punto de vista teórico, el problema principal del control MPC ha sido encontrar
una teoría de estabilidad. Incluso en su versión sin restricciones puede generar inestabilidad
a lazo cerrado. Sin embargo, en el caso no restringido se puede obtener estabilidad asintótica
eligiendo una matriz de peso lo suficientemente grande y teniendo un horizonte de predicción
largo [38], de acuerdo con [39] para esta versión es suficiente resolver el problema con un
horizonte infinito y obtener el controlador lineal cuadrático.

En caso del MPC con restricciones la situación cambia. Para un sistema de entrada inesta-
ble restringida, no existe un controlador que asegure estabilidad global, por lo cual se buscará
estabilidad local. En general, la estabilidad dependerá de si la solución existe dentro del proble-
ma de optimización. Aunque se esté analizando un sistema lineal la introducción de entradas
restringidas da como resultado una no linealidad que complica el análisis de estabilidad. Otro
de los problemas a los que se enfrenta este análisis es el hecho de que la ley de control es
generada mediante la solución dada por una optimización, por lo tanto la ley de control no
puede ser expresada de forma analítica. Aún con estos obstáculos los resultados de diferentes
análisis de estabilidad pueden encontrarse en [40].

Considere un sistema con modelo en espacio de estados:

x(k + 1) = Ax(k) +Bum(k), (2.2.42)

y(k) = Cx(k). (2.2.43)

El objetivo, como ya se señaló, del MPC es:

u∗ = mı́n
∆u(k)

J(k).

donde J(k) esta dado por la ecuación (2.2.20). Haciendo un cambio de variable para
demostrar la estabilidad.

E = Rs − Y. (2.2.44)

Sustituyendo (2.2.44) en (2.2.20) se tiene:

J(k) =

Np∑
j=1

‖E(k + j|k)‖2Q(j)+

Nc−1∑
j=1

‖∆u(k + j − 1)‖2S(i), (2.2.45)

Las restricciones de estado y de entrada se definen como:
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Aresu[k] ≤ ares, (2.2.46)

Gx[k] ≤ g, (2.2.47)

donde Ares, ares, G y g son constantes. Las restricciones de (2.2.47) y (2.2.46) deben ser
regiones convexas, no vacías y contener el origen.

A partir del argumento de Lyapunov en [40] se define la estabilidad del controlador MPC
en lazo cerrado. Considerando la solución de (2.2.45). Considere la solución para la ecuación
(2.2.45) en el tiempo ki, y asuma que Nc es lo bastante grande para que E[Nc] = 0.

∆U(k|k) =
[
∆u(k|k) ∆u(k + 1|k) · · · ∆u(k +Nc − 1|k)

]
. (2.2.48)

El siguiente instante ki + 1 da una solución como el de la ecuación 2.2.48:

∆U(k + 1|k) =
[
∆u(k + 1|k) · · · ∆u(k +Nc − 1|k) 0

]
. (2.2.49)

∆U(k + 1|k) es factible en el tiempo k + 1, porque contiene la entrada u que satisfizo las
mismas restricciones en el tiempo k. Los resultados de las entradas anteriores realizables en
un valor de la función objetivo J [k + 1] que satisfacen.

J(k + 1) = Jopt(k) + E(k)TQE(k) + ∆uTS∆u[k]. (2.2.50)

Debido a la optimalidad, las salidas de la ecuación anteriores:

J(k + 1) ≤ Jopt(k), (2.2.51)

= Jopt(k)− E(k)TQE(k)−∆uTS∆u[k], (2.2.52)

≤ Jopt(k). (2.2.53)

Debido a las desigualdades en (2.2.52) y (2.2.53) la matriz Q debe ser definida positiva,
mientras que S debe ser semi definida positiva. Por lo anterior la sucesión J(k)∞k=k0

es no
creciente. También se limita por debajo de 0. Por lo tanto, esta sucesión converge, es decir
ĺımk→∞ J(k)∞k=k0

= l. Con el fin de demostrar que l = 0, se reestructura la función (2.2.53)
para conseguir que:

E(k)TQE(k) + ∆uTS∆u[k] ≤ Jopt(k)− Jopt(k + 1)⇒
ĺım
k→∞

E(k)TQE(k) + ∆uTS∆u[k] ≤ Jopt(k)− ĺım
k→∞

Jopt(k + 1) =⇒

ĺım
k→∞

E(k) = 0,

ĺım
k→∞

∆u(k) = 0.

De esta menera se prueba la estabilidad en lazo cerrado del MPC.
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2.3. Aplicación del equivalente en saturación al MPC

Conociendo la formulación del controlador y la estructura de la compensación que fue
propuesta para las no linealidades, se establece el esquema de control general para el sistema.
Recordando que la compensación pretende eliminar la parte no lineal del sistema para aplicar
el control lineal.

Figura 2.3: Esquema de control del MPC compensando no linealidades.

En el diagrama de la figura 2.3 se puede observar que gracias el principio del equivalente
en saturación los bloques en cascada que representan las no linealidades, sus inversas y la
saturación, pueden ser expresados como una saturación, la cual se traduce como restricciones
para el control predictivo, entonces se podría decir que se tienen dos saturadores en casca-
da al mismo nivel, esto será retomado mas adelante para definir el esquema para la aplicación.

Dentro del esquema de control presentado en 2.3 cada uno de los bloques tiene una entra-
da que puede ser minimizada con restricciones, las cuales estarán dadas en dependencia del
bloque que la antecede.

La función asociada a ua:

Ja =
N∑
k=0

(yk − rk)TQ(yk − rk) + ∆ua
T
k S∆uak, (2.3.1)

Con:
u∗a = mı́n

ua
Ja sujeto a: |ua| ≤ v − c. (2.3.2)

La función asociada a ub:

Jb =

N∑
k=0

(yk − rk)TQ(yk − rk) + ∆ub
T
k S∆ubk, (2.3.3)

Con:

u∗b = mı́n
ub

Jb sujeto a: ud = B(uc), uc = satv(ub). (2.3.4)
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La función asociada a uc:

Jc =

N∑
k=0

(yk − rk)TQ(yk − rk) + ∆uc
T
k S∆uck, (2.3.5)

Con:
u∗c = mı́n

uc
Jc sujeto a: |uc| ≤ v. (2.3.6)

La función asociada a ud:

Jd =
N∑
k=0

(yk − rk)TQ(yk − rk) + ∆ud
T
k S∆udk, (2.3.7)

Con:
ud
∗ = mı́n

ud
Jd sujeto a: |ud| ≤ v − c. (2.3.8)

Sea yk = y(k |k) y rk = r(k |k) para simplificar la notación.
La propuesta, hecha originalmente en [18], es implementar el controlador predictivo basa-

dos Ja, por lo cual la ley de control aplicada es aquella que se obtiene de la minimización de
la misma, es decir: ub = BI(u∗a). Con lo cual si se considera uc = satv(ub) de las ecuaciones
(2.3.3)-(2.3.6) se tiene que:

Jc(u) ≤ Jc(u∗b). (2.3.9)

entonces ub∗ optimiza Jc.

En los teoremas 1.6.1 y 1.6.3 se demuestra que: B(satv(BI(u)))(t) = satv−c(u)(t) lo cual
es mas restrictivo que satv considerada en un principio. Por lo cual la solución es máxima
y ud no se puede acercar a ua mas allá de satv−c. En otras palabras, debido a los teoremas
para hacer el equivalente en saturación se puede deducir que ud = sat(v−c)(ua), entonces si se
optimiza mı́nua Ja, la solución ua∗ será una solución para Jd también. De aqui se desprende
el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1 [18] Considerando las funciones de costo (2.3.1), (2.3.3), (2.3.5) y (2.3.3) en
conjunto con sus soluciones optimizadas (2.3.2), (2.3.4), (2.3.6) y (2.3.8), entonces:

• La estrategía de control dada por ua∗ tambien optimiza (2.3.7).

• Jb(BI(ua
∗)) = Jb(satv(BI(ua

∗)))

En contraste en [41] también se propone un controlador MPC con una compensación de
no linealidades, en este caso backlash y saturación, sin embargo en ese trabajo se elige a mini-
mizar la función de costo dada por Jb, la desventaja de esta propuesta es que las restricciones
ya no serán del tipo convexo, si no que serían restricciones integrales.
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La ecuación (2.3.1), en su forma vectorial puede ser descrita como:

Ja = (Y −Rs)TQ(Yk −Rk) + ∆Uak
TS∆Uak, (2.3.10)

Sea ∆Ua =
[
uak uak+1

. . . uak+NP

]
.

Desarrollando la función (2.3.10), dado que tiene características similares a (2.2.20), se
obtiene una ecuación similar a (2.2.23) cuya diferencia reside en que ∆U se sustituye por
∆Ua. De esta manera se obtiene la función a optimizar de (2.2.34) donde:

uT qu = ∆UT (ΦTQΦ + S)∆U.

bTu = −2∆UTΦQ(Rs − Fx(ki)).

f0 = −2ΦTQ(Rs − Fx(ki)).

2.4. PID con anti-windup

A pesar de que algunos aspectos de un sistema de control están basados en la teoría del
control lineal algunos efectos no lineales deben ser tomados en cuenta para la aplicación de
controladores en la práctica. El fenómeno del windup es causado por la interacción entre la
acción integral y la saturación.

Las saturaciones que se dan en los actuadores que tienen limitaciones, por ejemplo: un
motor tiene una velocidad máxima, una válvula no puede abrirse mas del 100 %, etc. Un
sistema de control con un amplio rango de condiciones de operación puede calcular una señal
de control que sobrepase los límites naturales del actuador que ejecuta esta ley. Cuando esto
sucede la retroalimentación se invalida y el sistema funciona a lazo abierto debido a que el
actuador no permite que la cota sea rebasada independientemente de la respuesta del sistema.
Si se tiene además una acción integral, ésta seguirá trabajando, es decir, continuará integran-
do el error aún cuando el actuador esté saturado. Esto se traduce en un término integral muy
grande, a lo que se le define como windup debido a un término coloquial en inglés. En con-
secuencia un sistema saturado con un controlador que cuente con una acción integral puede
dar como resultados transitorios largos.

Este efecto es muy conocido a nivel industrial desde la época del control análógico y se
redescubrió con el control digital. A partir de entonces se han propuesto una gran cantidad de
métodos para evadirlo [42]. A aquellas técnicas usadas para evadir este problema del windup
les llamaremos metodologías anti-windup. En esta investigación se considerará una para su
posterior aplicación: el cálculo regresivo (back-calculation en inglés).
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Considerando un controlador proporcional con acción integral y derivativa, es decir PID,
ideal, siendo este un controlador no restringido es necesario considerar la saturación fuera del
cálculo de la ley de control. Conociendo el efecto windup que se da al saturar un sistema de
control se aplica la estrategia anti-windup de cálculo regresivo. El esquema general para esta
metodología se muestra en la figura 2.4.

Figura 2.4: Esquema de control del PID con anti-windup por cálculo regresivo.

El método anti-windup por cálculo regresivo consiste en lo siguiente: cuando el sistema se
satura, el término integral se recálcula con la finalidad de que el nuevo valor dé una salida
más cercana a los niveles de saturación. La ventaja de esta técnica es que no es necesario
reiniciar el integrador instantaneamente si no de forma dinámica. El sistema tiene un lazo de
retroalimentación extra que se genera a partir diferencia entre la señal que entra y la que sale
del bloque de saturación con lo cual se crea una señal de error es. La señal es se multiplica por
la ganancia Ka. La señal es cero cuando el saturador no está activo, por lo tanto no afectará
la operación normal del controlador.

Cuando la señal del actuador esté saturada, entonces el error es es diferente de cero, con
lo cual sucede el fenómeno de wind-up previamente descrito. Dada la existencia del lazo de
retroalimentación hacia el término integral, éste es forzado a disminuir a un valor menor. La
entrada de la parte integral del controlador está descrita por:

I = Kaes +Kpe, (2.4.1)

donde e = r − θ r es la referencia y θ la salida.
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Es necesario tener cuidado al introducir la acción anti-windup en sistemas cuyo controla-
dor utilice una acción derivativa. Si la constante Ka se elige muy pequeña errores esporádicos
podrían causar saturaciones no deseadas, lo cual puede reiniciar el integrador accidentalmen-
te. Por ello Ka debe ser menor que Kd y Kp.

2.5. Aplicación del equivalente en saturación al PID con anti-
windup

Para la aplicación en simulación y experimental del controlador PID con anti-windup se
considera el esquema de la figura 2.5.

Figura 2.5: Esquema de control PID con anti-windup y compensación mediante equivalente
en saturación.

En este esquema se hace uso de la propiedad de saturación en la que: sat(v−c)sat(v−c) =

sat(v−c). Esto es análogo a la versión del MPC ya que se consideran las restricciones dentro
del controlador, mientras que en este caso, el PID con anti-windup, es necesario considerarlo
como una saturación, para aplicar la inversa posteriormente.
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3.1. Identificación del sistema

El sistema electromecánico a modelar pertenece a una impresora(que se muestra en la
figura 3.3), de la cual se usa solo el motor conectado al cabezal mediante una transmisión
mecánica, la cabeza de impresión se considera como carga. El sensor mide la posición lineal
de la carga.

45
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Se considera la medición de posición lineal de la carga como la salida del sistema, mientras
que la tensión suministrada en las terminales del motor como la entrada para la identificación.

Se utiliza la herramienta ´system identification toolbox´ de matlab para obtener el modelo
del sistema. Esto a partir de los datos de entrada y salida obtenidos mediante un experimento
en lazo abierto con la tarjeta myRIO como tarjeta de adquisición.

x(k + 1) =

(
0.4262 −0.001404

0.0001022 1

)
x(k) +

(
4.841× 10−8

4.563× 10−5

)
u(k), (3.1.1)

y =
(
−3.737× 10−5 158.2

)
. (3.1.2)

El vector de estados está dado por:

x(k) =

[
i(k)

θC(k)

]
,

donde i es la corriente y θc es la posición de la carga.

3.2. Desarrollo Controladores

3.2.1. Desarrollo MPC

A partir del modelo identificado se procede a construir el modelo aumentado del sistema
quedando éste como:

[
∆xm(k + 1)

ym(k + 1)

]
=

 0.4218 0 0

0.00012 1 0

0.0020 168.5 1

[∆xm(k)

ym(k)

]
+

 0.42

0.0065

0.0758

∆um, (3.2.1)

y(k) =
[
0 0 1

] [∆xm(k)

ym(k).

]
. (3.2.2)

Eligiendo un horizonte de predicción de Np = 15 y un horizonte de control de Nc = 3. Para
la predicción de la salida del sistema se calcula F y Φ de la ecuación (2.2.19). Con A,B,C
del modelo aumentado de las ecuaciones (3.1.1) y (3.1.2).
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F =



0.002 168.50 1

0.005 337.00 1

0.008 505.50 1

0.012 674.00 1

0.015 842.50 1

0.018 1010.9 1

0.022 1179.5 1

0.025 1348.0 1

0.029 156.5 1

0.032 1685.1 1

0.036 1853.5 1

0.039 2021.9 1

0.043 2190.5 1

0.046 2358.9 1

0.050 2527.5 1



(3.2.3)

Φ =



7.5825e− 7 0 0

1.5262e− 6 7.5825e− 7 0

2.2983e− 6 1.5262e− 6 7.5825e− 7

3.0720e− 6 2.2983e− 6 1.5262e− 6

3.8465e− 6 3.0720e− 6 2.2983e− 6

4.6213e− 6 3.8465e− 6 3.0720e− 6

5.3963e− 6 4.6213e− 6 3.8465e− 6

6.1713e− 6 5.3963e− 6 4.6213e− 6

6.9498e− 6 6.1713e− 6 5.3963e− 6

7.7213e− 6 6.9498e− 6 6.1713e− 6

8.4964e− 6 7.7213e− 6 6.9498e− 6

9.2714e− 6 8.4964e− 6 7.7213e− 6

1.0046e− 5 9.2714e− 6 8.4964e− 6

1.0821e− 5 1.0046e− 5 9.2714e− 6

1.1599e− 5 1.0821e− 5 1.0046e− 5



(3.2.4)

La función de costo de (2.2.23) emplea estas dos constantes como parte de la minimización.
Estas son las dos variables, además de las matrices de peso, que se pueden calcular fuera de
línea ya que Rs alude a la referencia, mientras que las otras variables son el estado y el cambio
en la ley de control, las cuales se miden o calculan en línea.

3.2.2. Desarrollo de PID con anti-windup

Para el desarrollo del PID se consideran las tres acciones de control en principio en tiempo
continuo.
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En el caso de la acción derivativa se usa un diferenciador sucio de segundo orden. Éste
tiene la forma de la ecuación de estados en (3.2.5).

[
q̇1

q̇2

]
=

[
0 1

−γ2 γ

] [
q1

q2

]
+

[
γ2

0

]
e, (3.2.5)

donde e es el error de entrada.
Viendo este derivador como función de transferencia con una ganancia Kd:

D(s) = Kd
γ2s

s2 + 2γs+ γ2 . (3.2.6)

Para la acción de control Integral se tiene la ecuación dada en (2.4.1) para la ganancia
de que se dió en el capítulo anterior. Entonces su función de trasferencia está dada por la
ecuación (3.2.7)

I(s) =
Kaes +Ki

s
. (3.2.7)

Uniendo (3.2.6) y (3.2.7) con la acción proporcional se tiene:

PID(s) = Kd
γ2s

s2 + 2γs+ γ2 +
Kaes +Ki

s
+Kp. (3.2.8)

El paso siguiente es la discretización de la función de transferencia presentada en (3.3)
con γ = 100 y un periodo de muestreo Ts = 10ms.

PID(z) = Ka
0.9848z − 0.9048

z2 + 1.81z + 0.8187
+

0.01(Kaes +Kp)

z − 1
+Kp. (3.2.9)

3.3. Plataforma experimental

Para fines experimantales se desarrolló una plataforma de pruebas basada en un sistema
electromecánico conducido por un puente H, el cual es controlado mediante un dispositivo
Zynq dentro de una tarjeta de desarrollo myRIO de National Instruments. El software usado
para la programación es LabView también de National Instruments, este mismo software es
usado para establecer una interfaz gráfica con una PC.

Los elementos mencionados anteriormente se presentan gráficamente en la figura 3.1. En
ella se puede notar que el sistema electromecánico consiste, en esencia, en en motor de co-
rriente directa (CD) que tiene una transmisión mecánica conectada a una carga. Es manejado
mediante un circuito puente H, el que a su vez es controlado mediante el sistema myRIO.
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Figura 3.1: Plataforma experimental.

3.3.1. Plataforma digital

Como ya se mencionó la tarjeta de desarrolLo a utilizar es una myRIO de National Ins-
truments. La cual cuenta con un dispositivo de entradas y salidas reconfigurables (RIO por
sus siglas en inglés). Con entradas-salidas (E/S) en ambos lados del dispositivo en forma de
conectores MXP y MSP, incluye 10 entradas analógicas, 6 salidas analógicas, 40 líneas de
Entradas/Salidas digitales, WiFi, LEDs, un botón, un acelerómetro interno, un FPGA Xilinx
y un procesador dualcore ARM CortexA9. La aquitectura de este sistema se muestra en la
figura 3.2.

La arquitectura de NI LabVIEW RIO se basa en cuatro componentes: un procesador,
una FPGA reconfigurable (Field-Programmable Gate Array), hardware modular de E/S y
software de diseño gráfico. Combinados, estos componentes proporcionan la capacidad de
crear rápidamente circuitos de hardware personalizado.
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Figura 3.2: Arquitectura del sistema RIO.

3.3.2. Sistema Electromecánico

Este sistema es el presentado en la sección de Identificación del sistema. El modelo obte-
nido en esa sección es el utilizado en el desarrollo del MPC, esta formulación del controlador
se utiliza tanto para las simulaciones del proyecto así como para la parte experimental.

Figura 3.3: Sistema electromecánico.
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La figura 3.3 muestra la parte de la plataforma experimental. En esta imagen se aprecia la
carga, la transmisión y el motor; el driver del mismo y el acoplamiento de la señal que genera
la plataforma digital, es decir la tarjeta myRIO.

3.4. Caracterización de las no linealidades

La definición de los parámetros del backlash, o llamada caracterización o identificación del
backlash ha sido ampliamente estudiada. Puede obtenerse mediante el uso de estimadores, por
ejemplo en [43] se separa el modelo del backlash del modelo del sistema, para así resolver su
estimación como un problema quasi-lineal usando métodos iterativos. Otro trabajo orientado
a esto es [44] donde se presenta una técnica de identificación basada en un filtro de Kalman
lineal.

Tambien se tiene la posibilidad de medir "manualmente” estos parámetros mediante el
sensado, com en el caso expuesto en [20] donde toman la posición del rotor del motor y la
posición de la carga.

Para la caracterización del backlash se hizo mediante un experimento a lazo abierto el
cual usando dos sensores de posición, uno para medir la posición del rotor del motor y el se-
gundo para conocer la posición de la carga, los resultados obtenidos se ilustran en la figura 3.4.

Figura 3.4: Estimación del backlash.
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Cabe mencionar Con estos resultados experimentales se aproximaron los párametros que
se presentan en la siguiente tabla:

Parámetros estimados
mL 1.06

mR 0.96

cL 0.1423cm
cR 0.1213cm

Tabla 3.1: Párametros estimados

Para el caso de los parámetros de la zona muerta se considera que es simétrica, por lo
tanto bl = br = b. De la misma manera las pendientes tienen magnitud igual a la unidad.

La zona muerta es fácil de caracterizar ya que se sabe que esta se debe a la fricción en
el motor. Se obtienen los párametros que son necesarios mediante un sencillo experimen-
to que consiste en aplicar tensión de un bajo nivel y elevarla en pasos pequeños hasta notar
que existe un movimiento en la carga. Siguiendo este procedimiento se llegó al valor de b = 0.2.

3.5. Resultados en simulación

El esquema de control presentado en el capítulo anterior se toma para hacer la simulación
a partir de los controladores desarrollados en secciones anteriores de este capítulo. En éstas
se considera como la planta G(s) el sistema identificado de la ecuación (3.1.1) y (3.1.2).

Los parámetros de el backlash se toman de la tabla 3.1, mientras que la banda de la zona
muerta se definió en b = 0.2.

3.5.1. Simulación de MPC con compensación de backlash

Para la simulación del MPC se usaron las matrices de peso de las ecuaciones (3.5.1) y
(3.5.2).

Q =


5.0 0 0

0 5.0 0

0 0 5.0

 (3.5.1)

S =


120 0 0

0 120 0

0 0 120

 (3.5.2)
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Figura 3.5: Respuesta al escalón del MPC compensado para backlash en simulación.

Figura 3.6: Señales de control de la respuesta al escalón del MPC compensado para backlash
en simulación.

En las figuras 3.5 y 3.6 se muestran los resultados en simulación del controlador MPC
en conjunto con la compensación del backlash. La señales de control de las cuatro gráficas
corresponden a ua que es la salida del controlodor, ub que se refiere a la salida del primer
bloque de no linealidad, para este caso es el del backlash inverso, uc el cual es la salida del
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saturador y ud salida de la no linealidad. En este caso en la señal de control se observa el
fenómeno del chattering, el cual fue mencionado anteriormente.

3.5.2. Simulación de MPC con compensación de backlash y zona muerta

Como complemento se hace la simulación de la respuesta al escalón del controlador MPC
con compensación de backlash y zona muerta, esta compensación se ilustra en el capítulo 1,
la figura 1.15. A partir de esto se aplica el esquema de control que se muestra en el capítulo
2 en la figura 2.3.

Figura 3.7: Respuesta a escalón del MPC compensado para backlash y zona muerta en simu-
lación.

La señal de control en este caso muestra la salida de cada uno de los bloques de la figura
1.15, ésta también muestra chattering a la salida de los bloques de las inversas. Para el caso
de simulación es posible identificar cada una de las señales de entrada y salida de los bloques
de la compensación para el equivalente en saturación, esto con la finalidad de observar su
comportamiento ya que experimentalmente no es posible.

3.5.3. Simulación de PID con compensación de backlash

Con la finalidad de hacer la comparación entre dos controladores se simula un control PID
con anti-windup, el cual se desarrolló en la sección 3.2.2 a partir del esquema 2.5.
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Figura 3.8: Señales de control de la respuesta al escalón del MPC compensado para backlash
y zona muerta en simulación.

Las ganancias elegidas para la simulación del PID con anti-windup son:

Ganancia

Proporcional Kp 20

Integral Ki 7

Derivativa Kd 0.0001

Derivativa Ka 0.07

Tabla 3.2: Ganancias PID para simulación.

La respuesta al escalón del PID con anti-windup en la simulación es más suave en compa-
ración con la respuesta del MPC. Mientras que en ambos casos el error es casi cero.

3.5.4. Simulación de PID con compensación de backlash y zona muerta

Al igual que con el MPC se compensa el backlash y la zona muerta. Se utilizan también
las ganancias de la tabla 3.2.

En las figuras 3.11 se muestra la respuesta escalón cuando se inducen de manera simul-
tánea el backlash y la zona muerta, mientras que en la figura3.12 se tienen la ley de control
que sale del MPC y cada una de las etapas de los bloques que compensan esta señal para
finalmente entrar en los bloques de no linealidades y la planta del sistemaf.
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Figura 3.9: Respuesta a escalón del PID con anti-windup compensando el backlash.

Figura 3.10: Señales de control de la respuesta a escalón del PID con anti-windup compensando
el backlash.

La simulación de estas respuestas al escalón es importante ya que ésto da la posibilidad
de observar el comportamiento de la señal de control en cada etapa en el esquema de control
y de esta manera se sabe que se puede esperar del comportamiento experimental, ya las seña-
les de salida de los bloques de las no linealidades no podrán ser observados experimentalmente.
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Figura 3.11: Respuesta a escalón del PID con anti-windup compensando el backlash y zona
muerta.

Figura 3.12: Señales de control de la respuesta a escalón del PID con anti-windup compensando
el backlash y zona muerta.
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3.6. Resultados experimentales

MPC Para los las pruebas experimentales con el MPC se eligieron las matrices de peso
constantes para el diseño del controlador MPC de las ecuaciones (3.6.1),(3.6.2).

Q =


0.98 0 0

0 0.98 0

0 0 0.98

 (3.6.1)

S =


400 0 0

0 400 0

0 0 400

 (3.6.2)

El horizonte de predicción es de 15 instantes de muestreo y el horizonte de control 3.

Las ganancias en (3.6.1) y (3.6.2) para el MPC fueron elegidas empíricamente, es decir,
se tomaron aquellos valores con los cuales se encontró un mejor desempeño. Sin embargo, no
se puede asegurar que sean las que consiguen el comportamiento con los mejores parámetros.

Aplicando el controlador MPC en plataforma experimental,descrita en la seccion ante-
rior,considerando primero el estudio del comportamiento del controlador sin compensación,
obteniendo el resultado de 3.13 como respuesta al escalón:

Figura 3.13: Respuesta a escalón del MPC sin compensar.
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Se hace la prueba con una trayectoria senoidal se obtiene la gráfica de la figura 3.14. Ob-
servando esta misma respuesta senoidal con la referencia y la salida como ejes coordenados
en la la figura 3.16.

Figura 3.14: Respuesta a una entrada senoidal del sistema con MPC sin compensar.

Figura 3.15: Señal de control MPC sin compensar.
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Esta respuesta fluctuante es la esperada, dado que es un sistema que presenta no lineali-
dades, estas provocan las oscilaciones, y en otros casos errores de seguimiento mayores a los
comunes, que se observan en las figuras 3.13 y 3.14.

Figura 3.16: Referencia contra salida de la trayectoria senoidal del MPC sin compensar.

PID con anti-windup En el caso de la prueba experimental con el PID con anti-windup
se eligieron las ganacias de la tabla 3.3:

Ganancia
Proporcional Kp 5

Integral Ki 1

Derivativa Kd 0.01

Derivativa Ka 0.05

Tabla 3.3: Ganancias PID.

La respuesta escalón del controlador con las ganancias de la tabla 3.3 sin ningún tipo de
compensación se muestra en la figura 3.17.

El resultado que se observa en la figura 3.17 es similar a la respuesta del controlador MPC
de la figura 3.13, esto se debe a que ambos controladores son lineales y no se está tomando
en cuenta algún tipo de compensación para no linealidades que aprecen en él.
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Figura 3.17: Respuesta a escalón del PID con anti-windup sin compensar.

Haciendo la prueba con una referencia sinusoidal se obtienen los resultados de las figuras
3.18, 3.19 y 3.20, al igual que en el MPC se observa un comportamiento oscilante.

Figura 3.18: Respuesta a una entrada senoidal del PID sin compensar.
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Figura 3.19: Señal de control PID sin compensar.

Figura 3.20: Referencia contra salida de la trayectoria senoidal del PID sin compensar.

Es importante destacar que aún con el uso de una técnica de anti-windup no se logra
mantener el nivel de la salida del controlador dentro de la cota de las restricciones necesarias,
por lo cual este presenta saturación, esto se observa en la figura 3.19. A pesar de ello se
asume por los conceptos teóricos y simulaciones realizadas que el desempeño en relación al
PID común mejora con respecto al sobreimpulso.
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3.6.1. MPC con compensación de backlash como no linealidad

3.6.1.1. Inversa exacta

Usando la inversa exacta de la ecuación (1.1.3) se obtienen los siguientes resultados expe-
rimentales.

Respuesta al escalón
Para ver el comportamiento del sistema se prueba como inicio a con un escalón de 22.5

cm, lo cual implica un 80 % del recorrido total. Las figuras 3.21, 3.22 son la salida y la señal
de control a la salida del MPC ua y uc la señal despues de ser invertida y saturada.

Figura 3.21: Respuesta al escalón del MPC con inversa exacta.

Al considerar la compensación de la no linealidad en serie con la salida del controlador
se eliminan las oscilaciones en estado estacionario en la respuesta al escalón, como se pue-
de apreciar en 3.21 comparativamente con 3.13. Sin embargo, como se esperaba, se presenta
chattering en la señal de control, ésta se puede observar en la figura 3.22, lo cual fisícamente
representa vibración en el sistema.

Seguimiento a trayectoria senoidal
Se propuso el seguimiento de una trayectoria senoidal con una amplitud de 22.5 cm y

una frecuencia de 0.5 Hz.
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Figura 3.22: Señal de control MPC con inversa exacta.

Figura 3.23: Respuesta a una entrada senoidal del MPC compensada con inversa exacta.

Al igual que el caso de la referencia escalón, en el uso de la senoide para el seguimiento se
suprimen las oscilaciones que se dan originalmente cuando no existe compensación de la no li-
nealidad mediante el uso de la misma. Esto es perceptible si se comparan las figuras 3.14 y 3.23.

La señal de control que corresponde a la respuesta sinusoidal se tiene en la figura 3.24, en
esta gráfica se observa el esfuerzo del controlador. La figura 3.24 muestra la señal de control
generada por el controlador (ua) y la señal de control a la salida del bloque de saturación
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Figura 3.24: Señal de control MPC compensada con inversa exacta.

Figura 3.25: Referencia contra salida de la trayectoria senoidal MPC con inversa excta.

(uc).

3.6.1.2. Inversa filtrada

El filtro elegido para este caso en particular es:

F (s) =
100

s2 + 40s+ 100
(3.6.3)
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Con frecuencia de corte de 1Hz, discretizando esta función y Ts = 10 ms.

F (z) =
0.004391z + 0.003844

z2 − 1.662z + 0.6703
(3.6.4)

Respuesta al escalón
Las figuras 3.26, 3.27 son la salida y la señal de control a la salida de la ley control que

entrega el controlador y la señal después de la saturación y la inversa filtrada.

Figura 3.26: Respuesta al escalón del MPC con inversa filtrada.

Haciendo uso de la técnica propuesta en [23], la cual se presentó de forma general en
el cápitulo 1 de este trabajo, para disminuir el chattering de la señal de control, que se da
debido al uso de la inversa exacta. Se obtienen los resultado de la figura 3.26 a la salida, esta
respuesta cumple con eliminar las oscilaciones, al igual que lo hace la inversa exacta. Por otro
lado haciendo uso del filtro dentro de la inversa del backlash se disminuye el chatering durante
el transitorio en la señal de control, y es casi eliminado en el estado estable.

Seguimiento trayectoria senoidal
Se propuso el seguimiento de una trayectoria senoidal con una amplitud de 22.5cm y una

frecuencia de 0.5Hz.

Considerando esta metodología para referencia senoidal es poco perceptible el fenómeno
del chattering en la señal de control, pero dado que se tiene la inversión existe una diferencia en
los puntos donde la señal entra en en la banda inactiva. Mas adelante se hará una comparación
de esta técnica con las otras dos propuestas para estudiar los efectos de las mismas.
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Figura 3.27: Señal de control MPC con inversa filtrada.

Figura 3.28: Respuesta a una entrada senoidal del MPC con inversa filtrada.

3.6.1.3. Inversa aproximada

En este caso se prueba la compensación con la inversa aproximada mediante una función
continua de la ecuación (1.2.11).
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Figura 3.29: Señal de control MPC con inversa filtrada.

Figura 3.30: Referencia contra salida de la trayectoria senoidal MPC con inversa filtrada.

Respuesta al escalón
Las figuras 3.31, 3.32 son la salida y la señal de control que entrega el MPC y la señal uc

que ya fue tratada por el bloque de inversa y saturación. Para ver el comportamiento del sis-
tema se prueba como inicio a con un escalón de 22.5 cm, lo cual implica un 80 % del recorrido
total.
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Figura 3.31: Respuesta al escalón del MPC con inversa aproximada.

Figura 3.32: Señal de control MPC con inversa aproximada.

La inversa aproximada al ser un función continua no tiene saltos, por lo cual no induce
el chattering en la señal de control. Lo anterior se verifica en la figura 3.32 donde uc que
es la señal que ha sido ajustada por la inversa de la no linealidad y la saturación, no tiene
oscilaciones de alta frecuencia, con lo cual se cumple con la finalidad para la cual se propuso
el uso de esta inversa.
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Seguimiento de trayectoria senoidal
Se propuso el seguimiento de una trayectoria senoidal con una amplitud de 22.5cm y una

frecuencia de 0.5Hz.

Figura 3.33: Respuesta a una entrada senoidal del MPC con compensacion de inversa aproxi-
mada.

Figura 3.34: Señal de control MPC con compensacion de inversa aproximada.
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Figura 3.35: Referencia contra salida de la trayectoria senoidal MPC con compensacion de
inversa aproximada.

Al igual que en las técnicas inversas anteriores se suprimen las oscilaciones en la respuesta
al escalón. En cuestión de la ley de control, con esta metodología se elimina por completo el
chattering.

3.6.1.4. Comparación de tipos de inversas

En la figura 3.36 se tienen las respuestas al escalón de los tres tipos de inversa propuestos.
Los parámetros de desempeño de éstas se describen en la tabla 3.4.

Parámetros de desempeño Inversa exacta Inversa filtrada Inversa Aproximada
Tiempo de subida 0.5918s 0.5962s 0.602s

Tiempo de establecimiento 0.98s 0.98s 0.95s

Error 0.0031 0.0027 0.0022

Tabla 3.4: Parámetros de desempeño.

El uso cualquiera de las tres inversas sugeridas da como resultado una salida sin osci-
lasiones, con parámetros de desempeño similares. Sin embargo, dado que estas técnicas se
propusieron debido al chattering. Si se comparan las señales de control de las figuras 3.22,
3.27 y 3.32 es notable que en la segunda (inversa filtrada) se disminuye el fenómeno y en la
tercera (inversa aproximada) se elimina por completo.
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Figura 3.36: Comparación de la respuesta al escalón de las tras versiones de la compensación
inversa.

En la cuestión del seguimiento a la referencia senoidal, el error entre estas tres diferentes
propuestas son similares, lo cual se esperaba ya que la respuesta al escalón también es similar.

3.6.2. MPC con compensación de backlash y zona muerta

En un sistema físico se puede dar la combinación de varias no linealidades es posible da-
do que se compone de diferentes elementos con características particulares. En este caso de
estudio dado que dentro del sistema electromecánico se tiene una transmisión mecánica con
carga debido a la cual aprece el fenómeno del backlash. Este sistema cuanta tambien con un
motor de CD como actuador. Una no linealidad común en éstos es la zona muerta, que en
ocasiones es deseable con una banda pequeña.

Respuesta al escalón
Las figuras 3.37, 3.38 son la posición y la señal de control a la salida de la ley control que

entrega el controlador y la señal uc que ya fue tratada por el bloque de inversa y saturación.

Para la compensación del backlash se usa la inversa aproximada, sin embargo se utiliza la
inversa exacta de la zona muerta por lo cual el chattering vuelve a aparecer en la señal de
control.

Seguiemiento trayectoria senoidal
La figura 3.39 muestra la gráfica de la salida del sistema cuando se usa el MPC y la

compensación para backlash y zona muerta, asi como en la gráfica de la figura 3.40 están las
señales de control ua y uc.
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Figura 3.37: Respuesta al escalón del MPC con con compensación de backlash y zona muerta.

Figura 3.38: Señal de control MPC con compensación de backlash y zona muerta.

En la figura 3.41 se tiene la gráfica del backlash, sin embargo no es posible apreciar la
diferencia entre usar la compensacion de solo una no linealidad y usar la compensación para
dos no linealidades combinadas.

Haciendo una comparación del error de seguimiento solo compensando el backlash y el
error de seguimiento usando una compensación combinada de backlash y zona muerta en la
figura 3.42. Hacer una compensación de las no linealidades considerándolas combinadas dis-
munuye el error.
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Figura 3.39: Respuesta a una entrada senoidal del MPC con compensación de no linealidades
combinadas.

Figura 3.40: Señal de control MPC con compensación de no linealidades combinadas.

3.6.3. PID con anti-windup y compensación de backlash

Para posibilitar la comparación del controlador MPC con otro controlador lineal se desa-
rrolló un PID con anti-windup.
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Figura 3.41: Referencia contra salida de la trayectoria senoidal MPC con compensación de no
linealidades combinadas.

Figura 3.42: Comparación del error de seguimiento de compensación de backlash y compen-
sación backlash-zona muerta combinados.

Respuesta al escalón
Se somete el sistema a una entrada escalón usando el controlador PID con anti-windup en

conjunto con el compensador de la no linealidad backlash, usano la inversa aproximada.
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Figura 3.43: Respuesta al escalón del PID con anti-windup con compensación de backlash.

Figura 3.44: Señal de control PID con anti-windup con compensación de backlash.

Las figura 3.43 es la respuesta obtenida y la figura 3.44 es la señal de control a la salida
de la ley control que entrega el controlador ua y la señal después de la saturación uc.

Seguimiento trayectoria senoidal
Con la finalidad de comprobar la efectividad del controlador PID con anti-windup para el

seguimiento de trayectorias, se excita el sistema con una entrada senoidal.
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Figura 3.45: Respuesta a una entrada senoidal del PID con anti-windup.

Figura 3.46: Señal de control del PID con anti-windup compensado mediante inversa aproxi-
mada.

La figura 3.45 es la salida del sistema cuando se somete a una entrada senoidal, se observa
que ya no existen oscilaciones. La figura 3.46 ilustra la señal de control que corresponde a ua
y uc del esquema de control del PID con anti-windup con compensación para backlash.
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Figura 3.47: Referencia contra salida de la trayectoria senoidal PID con anti-windup compen-
sado mediante inversa aproximada.

La figura 3.47 muestra una gráfica de entrada en el eje ordenado y la salida en el eje de
las abscisas del plano, de esta manera se ilustra el tamaño de la banda muerta del backlash.

3.6.4. PID con anti-windup y compensación de backlash y zona muerta

Respuesta al escalón
Las figuras 3.48, 3.49 son la salida y la señal de control a la salida de la ley control que

entrega el controlador (ua) y la señal despues de la saturación uc.

La salida del sistema en este caso es muy similar a la del caso en el que no se compensa la
zona muerta, esto también sucede en cuando se usa el controlador MPC. La señal de control
presenta chattering ya que la inversa de la zona muerta no es una función suave.

Seguimiento trayectoria senoidal
De la misma manera que en los experimentos anteriores en éste se usa una referencia

senoidal para probar el seguimiento de trayectoria del controlador. La referencia es una señal
senoidal con amplitud de 22.5 pico a pico y 0.5 Hz.

El efecto de la compensación inversa puede notarse en la señal de control uc de la figura
3.51.
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Figura 3.48: Respuesta al escalón del PID con anti-windup compensado para backlash y zona
muerta.

Figura 3.49: Señal de control PID con anti-windup compensado para backlash y zona muerta.

3.6.5. PID con anti-windup vs MPC

Un resultado importante de este trabajo de tesis es la comparación de dos metodologías
de control usando la técnica de equivalencia en saturación para la compensación de no linea-
lidades. Para ello se diseño un controlador MPC y un PID con anti-windup. En esta sección
se hará una comparación de los resultados presentados en las secciones anteriores para ambos
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Figura 3.50: Respuesta a una entrada senoidal del PID con anti-windup compensado para
backlash y zona muerta.

Figura 3.51: Señal de control PID con anti-windup compensado para backlash y zona muerta.

métodos.
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Figura 3.52: Referencia contra salida de la trayectoria senoidal PID con anti-windup compen-
sado para backlash y zona muerta.

3.6.5.1. Compensación de backlash

Respuesta al escalón
Haciendo la comparación gráfica de la respuesta escalón de los dos controladores propues-

tos dada en la figura 3.53. Se observan diferencias notables, las cuales estan dadas númerica-
mente en la tabla 3.5.

Figura 3.53: Respuesta escalón MPC-PID.
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Parámetros de desempeño MPC PID
Tiempo de subida 0.602s 0.607s

Tiempo de establecimiento 0.95s 0.9s

Sobreimpulso 0.027 0.008

Error en estado estable 0.0022 0.0018

Tabla 3.5: Parámetros de desempeño entre MPC y PID.

De acuerdo con los parámetros medidos el coontrolador PID tuvo un mejor desempeño en
tres de los cuatro parámetros considerados. Esto se debe a la sintonización, ya que el MPC
además de los pesos usados depende también del horizonte de predicción y control elegidos.

Seguimiento trayectoria senoidal

En cuestion del seguimiento a la entrada senoidal gráficamente se tiene el error de ambos
controles en la figura 3.54.

Figura 3.54: Comparación del error de seguimiento.

Se percibe que el error del controlador predictivo es mayor que el del controlador PID con
anti-windup, esto se nota en menor medida en la respuesta al escalón. Esta diferencia se debe
a que las variables en el MPC fueron sintonizadas de acuerdo a un horizonte de predicción
y control propuestos, estos pudiesen ser mayores pero esto implica un costo computacional
mayor.
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3.6.5.2. Compensación de backlash y zona muerta

En esta sección se muestra una comparación entre MPC y PID con anti-windup, con com-
pensación de dos no linealidades: el backlash y la zona muerta. Esta comparación se puede
observar gráficamente en la figura 3.55.

Figura 3.55: Compensación de la respuesta al escalón entre PID con anti-windup y MPC,
ambos compensados de backlash y zona muerta.

Al igual que en el caso anterior se presenta en la tabla 3.6 los valores de algunos paráme-
tros de desempeño importantes.

Parámetros de desempeño MPC PID
Tiempo de subida 0.612s 0.611s

Tiempo de establecimiento 0.8723s 0.8214s

Sobreimpulso 0.0258 0.005

Error en estado estable 0.0013 0.00017

Tabla 3.6: Parámetros de respuesta al escalón de MPC Y PID con anti-windup compensando
backlash y zona muerta.

Incluir la zona muerta en la compensación de no linealidades disminuye el tiempo de
establecimiento en ambos controladores, asi como el error en estado estable. Sin embargo
la diferencia entre la versión que únicamente considera el backlash en la compensación pue-
de no ser considerable, sin embargo el agregar la inversa de la zona muerta en el algoritmo
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no implica un costo computacional alto por lo cual tampoco representa un problema agregarlo.

Seguimiento trayectoria senoidal

Figura 3.56: Compensación de la respuesta al escalón entre PID con anti-windup y MPC,
ambos compensados de backlash y zona muerta.

Comparando el comportamiento del sistema a una entrada senoidal entre el controlador
PID con anti-windup y el MPC como se muestra en la figura 3.56, al igual cuando se compensa
solo el backlash como no linealidad el PID presenta un error de seguimiento menor. Las
ganacias, matrices de peso, y horizontes de predicción utilizadas en estos experimentos son
las mismos utilizados en el caso en que se compensa únicamente el backlashbacklash, por lo
tanto se puede decir que esta diferencia se debe a la misma razón que en ese caso.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se realizó la validación experimental del teorema de equivalente
en saturación para no linealidades, para compensar no linealidades. En conjunto con un con-
trolador MPC, específicamente las no linealidades: backlash y zona muerta. También el uso
de un PID con antiwindup y el equivalente en saturación para hacer un estudio comparativo
entre ambos controladores. Se presentan resultados en simulación y experimentales.

Una parte importante del proceso de compensación del backlash es encontrar los paráme-
tros, por ello se hizo la caraterización de estos a partir del procedimiento especificado en el
capítulo 3. Durante el desarrollo se encontró que la caracterización arrojó como resultado un
backlash asimétrico, esto se muestra en la figura 3.4, por lo cual fue necesario extender el equi-
valente en saturación al modelo asimétrico del backlash y, por lo tanto, el modelo de su inversa.

El modelo del backlash está basado en una función discontinua. Esto ocasiona que al ce-
rrar el lazo aparezca un fenómeno indeseable al cual se le conoce como chattering, que se da
en la señal de control y origina vibraciones en el sistema. Por lo anterior se propusieron dos
alternativas para el modelado del backlash. La primera se le denomina inversa filtrada, que
disminuyen el efecto del chattering de 0.26 a 0.12. Modelando la función inversa mediante
una aproximación suave el chattering es eliminado por completo.

Al aplicar el esquema de control con la compensación de no linealidades y el MPC, se
obtiene una respuesta sin oscilaciones, y con el uso de la inversa aproximada mediante una
función continua se suprime el chattering. Sin embargo al realizar la prueba se encontró que
existía otra no linealidad: la zona muerta. Este es un comportamiento no lineal muy común
en motores eléctricos. La zona muerta no es tratada, entonces, como única no linealidad, si
no que se considera en combinación con el backlash.

El esquema de control se modificó como se muestra en el capítulo 1 con ambas no linealida-
des compensadas, entonces la técnica del equivalente en saturación se aplica de igual manera.
Como resultado de lo anterior el error en estado estable dismunuye de 0.22% a 0.13% lo cual
nos lleva a la conclusión que compensar la zona muerta no disminuye significativamente el
error.

Para verificar el desempeño del controlador MPC se realizó una comparación con un
controlador PID con antiwindup, ambos compensando el backlash, en principio, mediante el
equivalente en saturación. En la tabla 3.5 se presentan los parámetros de desempeño de cada
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uno de ellos en estado estable. Se concluye que el PID con antiwindup muestra un mejor
comportamiento, Esto se puede ser debido a las incertidumbres en el modelo que se utiliza en
el MPC así como la elección de horizontes de predicción y de control.

4.1. Trabajo futuro

Una vez completa esta tesis, quedan por discutir aspectos que no fueron revisados en la
misma, y que podrían consistir en un trabajo posterior a la presente investigación:

• Estudiar métodos de estimación del backlash para mejorar la precisión de los mismos.

• Proponer y evaluar inversas suaves para la zona muerta de la misma manera que se hizo
con el backlash para suprimir el chattering de la señal de control.

• Extender el estudio a distintos sistemas electromecánicos, para evaluar el desempeño de
la técnica.

• Extender el estudio de la aplicación del equivalente en saturación para sistemas con el
fenómeno no lineal de fricción estática (stiction en inglés).
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